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SECTIONS  CONIQUES 

ET  DE  LEUR  USAGE 


POUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 
dans  les  Problèmes  tant  déterminés  qu'indéterminés. 

OUVRAGE  POSTHUME 


le  Marquis  de  i/ Hospital,  Académicien 
Honoraire  de  Ü Académie  Royale  des  Sciences. 


Chez  MOUTARD,  Libraire  delà  Reinh,  de  Madame  , & de 
Madame  la  Comtesse  d’Artois  , Quai  des  AuguÜins,  près 
du  Pont  S.  Michel,  à S.  Ambroifc. 


NB.  On  trouve  chez  le  même  Libraire , VAnalyfc  des 
Infiniment  petits  , du  même  Auteur  , avec  les 
Commentaires  du  P.  Paulian  , i vol.  in-8°.  fig.  6 1. 
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AVERTISSEMENT 

DU  LIBRAIRE 

Z"  , ' 

’ Illustre  & fqavant  Auteur  de  cet  Ouvrage- 
étoit  fur  le  point  de  le  donner  au • Public  , lorf qu'il 
mourut  âgé  feulement  de  quarante-trois  ans  : ce  fut  au 
commencement  de  1704.  Le  Manufcrit  étoit  fans 
Préface,  que  ce  feul  Auteur  pouvoït  bien  faire  : cjejl 
pour  cela  qu'il  ne  s3 en  trouve  point  ici.  Mais  le  titre 
fuffira  fans  doute  aux  Connoiffeurs  , pour  voir  de 
quelle  conféquence  en  Géométrie  ejl  la  matière  de  ce 
Livre  ; 6’  In  grande  réputation  de  Al.  le  Alarquis  de- 
l'Hôpital  en  ce  genre  , répond  aufi  ajfe ç , ce  me femble, 
de  l'habileté  avec  laquelle  j'ai  appris  que  cette  matière 
y ejl  traitée.  C'ejl  ce  qui  m'a  déterminé  à réimprimer 
ce  Livre  tel  qu'il  étoit , fur  la  première  édition  de 
AL  Boudot , en  1707  , fans  autre  Join  que  de  faire 
en  forte  qu'il  le  fut  le  plus  correctement  pojfble  , en 
cherchant  quelque  habile  Géomètre  , qui  voulût  bien- 
veiller  à l'imprejfion.  C'ejl  aujfi  ce  que  la  confi dération- 
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AVERTISSEMENT. 

des  Scavans  pour  l’Auteur  , & l’ejlime  pour  l’Ou- 
vrage , m'ont  fait  heureuj'ement  trouver.  J’ofe  efpérer 
que  Us  Mathématiciens  & furtout  les  jeunes  Géo- 
mètres , qui  doivent  le  regarder  comme  devant  leur 
faciliter  l’entrée  à la  fublime  Analyfe  des  Infiniment 
petits  de  l’ Auteur , me  fqauront  gre  d’avoir  réimprimé 
ce  Livre,  dont  les  Exemplaires  ctoient  devenus  rares 
dans  le  commerce. 


TRAITÉ 
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• TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES; 

Et  de  leur  ufage  pour  la  Réfolution  des  Équations  dans 
tes  Problèmes  y tant  déterminés  qu’ indéterminés. 


LIVRE  PREMIE 
De  la  Parabole. 
Définitions, 
i. 

Y a nt  placé  fur  un  plan  une  Régie  Fie.  i 
BC , Se  une  Équerre  GÜO,  en  forte 
que  l’un  de  fes  côtés  DG  Coït  couché 
le  long  de  cette  régie  , on  prendra 
un  fil  .FM  O égal  en  longueur  a 
l’autre  côté  D O de  cette  éq'üerre , 
duquel  l’on  attachera  un  bout  à l’ex- 
trémité O de  ce  côté  DO,  ôt  l’autre 
bout  en  un  point  quelconque  F pris  fur  cc  plan  du  mê- 
me côté  de  l’équerre  par  rapport  à la  régie.  Maintenant 
. * **  A 


a Livre  Premier. 

li  !’oi  fait  glifl'ei  e côté  DG  de  l’équerre  le  long  de  fa_ 
rég  e MC , & qurn  même  tcms  l’on  fe  ferve  d’un  ftyle 
M po  ir  tenir  toujours  le  fil  tendu,  & fa  partie  MO  toute 
joii  te  6c  comme  collée  contre  le  côté  UD  de  l’équerre  ; 
la  courbe  Al\lX  que  le  If  y 1 c M décrit  dans  ce  mouve- 
ment , eft  une  portion  de  Parabole.  • 

Si  l’on  renverfe  l’equerre  de  l’autre  côté  du  point  fixe  . 
F , on  décrira  en  la  même  .façon  l’autre  portion  A MZ 
de  la  même  Parabole  ; de  forte  que  1a  ligne  X A Z ne 
fera  qu’une  même  courbe  qu’on  appelle  Parabole. 

2.  * 

la  ligne  BC  dans  laquelle  le  bord  inférieur  de  la  ré- 
gie immobile  BC  touche  le  plan  & le  côté  DG  de  l’é- 
querre GDO  , eft  appellée  Directrice. 

3* 

Le  point  fixe  F du  plan , eft  nommé  le  Foyer  de  1a 
Parabole. 


Si  l’on  mène  du  point  fixe  F , fur  la  dircftrice  EC  une 
perpendiculaire  FE  qui  rencontre  la  parabole  au  poinc* 
A\  la  ligne  AF  indéfiniment  prolongée. du  côté  de  F , 
eft  appellée  F Axe  de  la  parabole. 

5. 

La  ligne  p quadruple  de  AF,  eft  appellée  Paramètre 
de  l’axe. 


6. 

Toutes  les  lignes  comme  MP  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  k l’axe  , font  appcllées- 
Ordonnées  à l’axe. 


Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  des*  points  de 
la  parabole  parallèlement  à l’axe  , en  font  les  Diamètres. 

8. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la  parabole  qu’en 
un  point,  & qui  étant  continuée  de  part  & d’autre , n’en- 
tre point  dedans  , mais  tombe  au  dehors , eft  appellée 
Tangente  en  ce  point. 


0 
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De  la  Parabole. 

Corollaire  I. 

t.  Tl  fuit  de  la  définition  de  la  Parabole , que  fi  l’on 
tire  par  un  de  fes  points  quelconques  M au  foyer  F une 
ligne  droite  MF , & fur  la  directrice  BC  une  perpendi- 
culaire MD  ; les  droites  MF , MD  , feront  toujours 
égales  entre  elles.  Car  fi  l’on  retranche  du  côté  OD  de 
l’équerre  & du  fil  OAIF  qui  * lui  eft  égal , la  partie  com- 
mune O. VI  , il  eft  vifible  que  les  parties  reliantes  MD , 
MF,  feront  toujours  égales  entre  elles. 

Corollaire  IL. 

i.De  -la  il  eft  évident , que  fi  l’on  mené  une  ligne 
droite  quelconque  KK  parallèle  à la  •directrice  BC , & 
que  d’un  point  quelconque  M de  la  parabole , on  tire 
fur  cette  ligne  la  perpendiculaire  MK,  & au  foyer  la 
droite  il  ‘IF  ; la  différence  ou  la  fomme  KD  des  deux 
droites  MF , MK , fera  toujours  la  même  : favoir  la  dif- 
férence lorfquc  le  point  A1  tombe  au-deffous  de  KK , &c 
la  fomme  lorfqu’il  tombe  au-dclïus. 

Corollaire  III. 

3.  Tl  eft  évident  que  FE  cftdivifée  en  deux  parties  éga- 
les par  la  parabole  au  point  A.  Car  fuppolant  que  le 
point  M tombe  au  point  A , la  ligne  MF  tombe  fur  AF, 
& la  ligne  MD  fur  AE , qui  feront  par  conféqucnt  éga- 
les entre  elles  ; puifque  ME'  eft  toujours  * égale  k MD , 
en  quelque  endroit  de  la  parabole  que  tombe  le  point  M. 

Corollaire  IV. 

4 D*  -la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para- 
bole XAZ,  l’axe  AP  dont- le  pointé  eft  l’origine  étant 
donné  avec  fon  paramètre  p.  Car  ayant  pris  fur  l’axe 
AP  de  part  & d’autre  du  point  A les  parties  AF , AE 
égales  chacune  au  quart  de  fon  paramètre  p , & mené  par 
le  point  E la  perpendiculaire  indéfinie  BC  fur  FE  ; fi 
l’on  couche  le  bord  inférieur  d’une  régie  fur  cette  ligne 


* Dcf. 


Art.  1 


* D.f.  1. 


* Art.  j. 


T I G.  !.. 


* Art.  5. 


4 Livre  Premier. 

B C qui  fert  de  directrice , &•  que  par  le  moyen  d'une- 
équerre  ODG,  & d’un  fil  FM  O égal  au  côté  UD,  & at- 
taché par  l’un  de  fcs  bouts  au  foyer  F,  & par  l’autre 
bout  àj’extrêmité  U de  ce  même  côté,  l’on  décrive  une 
Parabole  XA  Z comme  l’on  a enfeigné  dans  la  définition 
première , il  elt  vifiblc  qu’elle  fera  celle  qu’on  demande. 

Il  n’cft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  OD  de 
l’équerre  & le  fil  OMF  (qui  ■*  lui  doit  être  égal)  fera 
long,  plus  aufli  la  portion  de  là  parabole  qu’on  décrira 
fera  grande  \ de  forte  qu’on  la  peut  augmenter  autant  que  * 
l’on  voudra , en  augmentant  egalement  le  côté  OD  de. 
l’équerre  «St  le  fil  OMF.. 

Corollaire  V. 

ç.  Si  d’un  point  quelconque  AI  de  la  Parabole  l’on 
mené  une  ordonnée  MF  à l’axe , & au  foyer  F la  droite 
MF]  il  efl  clair  que  cette  ligne  MF  A P -+-AF , 
puifque  MF'=  MD  = AF «4-  AÊ,  & que  * AF=  AE~ 

PROPOSITION  I- 

Théorème- 

Ç.  Fa  e quatre d'une  ordonnée  quelconque  M P a Vaxi. 
AP,  ejl  égal  au  rectangle  du  paramètre  p, par  la  partie  AP 
de  l'axe  prife  entre  Jon  origine  K & la  rencontre  P de 
l'ordonnée. 

Il  faut  prouver  que  MP  =pXAP. 

Ayant  nommé  la  donnée  AF,  m ; & les  indéterminées^ 
AF,  x ; PM, y ; on  aura  MF=  * m~^~x , & PF=x — m 
ou  m — x , félon  que  le  point  p Ce  trouve  au-deflbus  ou  au- 
deffus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  re&angle  M P F'  donne 
en  l’un  & l’autre  cas  M F ( mm  -+-2  m * -+-  x x)  = AlP* 

(yy)-4-  PF  (mm — zmx-i-xx)  -,  d’où  l’ontirc4mx=yy.. 
£)onc  puifque  félon  la  <5'  définition  p — 4/n  , on  aura 
auili  yy=px.  Ce  qu’it  j 'allait  démontrer.  . 
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De  la  Parabole. 

Corollaire  premier  et  Fondamental. 

7.  X l cft  donc  évident  que  fi  l’on  nomme  p le  para:-  • 
métré  de  l’axe  AP)  chacune  de  fes  parties  ÂP,x-,  & I,G* 
chacune  de  fes  ordonnées  corrcfpondantes  PM,  y ; on 
aura  toujours  yy—px.  Or  comme  cette  propriété  convient 

à tous  .les  points  de  la  parabole , 6c  en  détermine  la  po- 
rtion par  rapport  à fon  axe  AP  j il  s’enfuit  que  l’équa- 
tion yy—px  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  para- 
bole par  rapport  à fon  axe. 

Corollaire  II. 

8.  Si  Pon  mene  deux  ordonnées  quelconques  MP,  Frc.  x, 

NQ  à l’axe  AP,  leurs  quarrés  feront  entr’eux  comme 

les  parties  AP  StAQ  de  l’axe  , prifes  entre  fon  origine  A 

6c  les  rencontres  P 6c  Q de  ces  mêmes  ordonnées.  Car  * * Art?  b , 

lM\^N1::pxAP.pxAQ_::AP.AÇ).  . 

Corollaire  III.- 

9.  S 1 l’on  mene  par  un  point  quelconque  P de  l’axe-  * 

AP  une  parallèle  MP M à fes  ordonnées  ; elle  rencon- 
trera la  parabolp  en  deux  points  M 6c  M également  éloi- 
gnes de  part  6c  d’autre  du  point  P , 6c  non  en  davan- 
tage. Car  afin  que  les  points  M 6c  M foient  à la  parabole, 

il  faut  * que  les  quarrés  de  chaqu:  PM  (y)  prife  de  part  « ^r.  ^ *• 

6c  d’autre  du  point  P , foient  égaux  chacun  au  môme 
icéLanglc  px. 

Corollaire  TV. 

ro.  I l fuit  de  ce  que  * y y = px , que  plus  AP  (x)  cft  » An.  j.- 
grande,  plus  auffi  l’ordonnée  PM  (y)  prife %le  part  6c 
d’autre  de  l’axe  AP  augmente,. 6:  cela  à l’infini  ; & qu’au 
contraire  plus  AP  (x)  diminue  , plus  auffi  l’ordonnée 
PM  (y)  devient  petite  : de  forte  que  AP  (x)  étant  nulle 
ou  zéro,  chaque  P AI  (y)  prife  de  part  6c  d’autre  de  l’axe  , 

AP  devient  aufli  nulle  ; c’cft-h-dirc  que  le  point  P tom- 
bant en  A , les  deux  points  de  rencontre  Al  ôc  Al  Ce.  réu- 


* 


« 
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nilfent  en  ce  point.  D’où  il  eft  clair: 

i°.  Que  fi  l’on  mené  par  l’origine  A de  fixe  une  ligne 
LL  parallèle  à Tes  ordonnées  , elle  fera  tangente  en  A. 

2°.  Que  la  Parabole  s’éloigne  de  part  & d’autre  de 
plus  en  plus  à l’infini  de  fon  axe  AV  à commencer  par 
fon  originel  ; & qu’ainfi  toute  parallèle  comme  LM.  à 
l’axe  AV , ne  rencontre  la  parabole  qu’en  un  fcul  point  M, 
& palTe  au-dedans , puifque  fa  diftancc  de  l’axé  demeure 
par-tout  la  même. 

Corollaire  V. 

11.  Si  d’un  point  quelconque  M de  la  parabole  l’on 
tire  une  parallèle  ML  è l’axe  AP , laquelle  rencontre  en 
L la  parallèle  AL  k Ces  ordonnées;  il  eft  clair  en  menant 
l’ordonnée  MP,  que  AL=PM(y) , & qu e ML=AP 

* Art.  7.  (*)  = ~ > puifque  * px=yy.  D’où  il  fuit  que  les  droites 

ML  > ML  prifes  de  part  & d’autre  de  l’axe 

AP  font  égales  entr’elles  , lorfque  les  points  L , L font 
également  éloignés  du  point  A ; & partant  que  fi  une 
ligne  quelconque  MM  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  l’axe  en  P r elle  fera  paral- 
lèle à la  ligne  I.L  , c’eft-à-dire  qu’elle  fera  ordonnée  de 
part  & d’autre  à l’axe.  Car  ayant  mené  les  parallèles  ML , 
x . ML  à l’axe  AP,  il  eft  évident  que  LL  fera  divifée  par  le 
fnilicu  en  A , puifque  MM  l’eft  en  P.  Les  droites  ML  , 
ML,  feront  donc  égales  entr’ elles  comme  on  vient  de  le 
prouver  ; 5c  par  conféquent  la  ligne  MM  fera  parallèle 
à LL. 

^Corollaire  VI. 

12.  Il  fuit  de  ce  que  toutes  les  perpendiculaires 
MPMk  l'axe  AP,  terminées  de  part  & d'autre  par  la  pa- 

* 4n.  j.  rabole , font  * coupées  par  le  milieu  en  P;  que  l’axe  divife 

la  parabole  en  deux  portions  entièrement  égalés  & fem- 
blablement  pofées  de  part  & d’autre.  Car  li  le  plan  fur 
lequel  elle  eft  tracée  , éroic  plié  le  long  de  l’axe  enforte 
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que  les  deux  parties  fe  joignirent , il  cft  vifible  que  les 
deux  portions  de  la  parabole  tomberoient  exactement 
l’une  fu^l’autre. 


PROPOSITION  II. 

Théorème. 


13.  Si  Von  ment  par  V origine  A de  l'axe  AP  une  _ 
ligne  droite  quelconque  AM  dans  l’un  ou  l’autre  des  an- 
gles PAL,  PAL , faits  par  l’axe  AP  & par  la  ligne  LL 
parallèle  à J'es  ordonnées  y je  dis  qu’elle  ira  rencontrer 
la  parabole  MAM  en  un  autre  point  M. 


Ayant  pris  fur  AL  de  part  ou  d’autre  du  point  A la 
partie  AG  égale  au  paramétré  p de  l’axe,  & tiré  GFparal- 
lèle  h l’axe  AP,  & qui  rencontre  la  ligne  A M ( prolongée 
s’il  cft  néceflaire)  au  point  F y on  prendra  fur  la  ligne  AL 
du  meme  côté  où  tombe  la  ligne  AM  par  rapport  à l’axe 
AP,  la  partie  AL  égale  GF ; & ayant  tiré  LM  parallèle 
à l’axe , je  dis  que  le  point  M où  cette  ligne  rencontre  la  * 
droite  A AL,  fera  à la  parabole  Ai  A Al. 

Car  menant  AIP  parallèle  h AL  , les  trianglcs  fembla- 
blcs  FGA,  APA1,  donneront  F G ou  AL  ou  PM.  GA:: 

AP.  PM.  Et  partant  PM  = GA  ( p ) x PA.  La  ligne 

.P  Al  fera  donc  * une  ordonnée  à l’axe  AP.  Ce  qu’il  fal-  '*  , 

loit  démontrer.  ' ' 7' 

Co  rollaire  I. 

14.  T3h-la  en  voit  comment  YuxeAP  d’une  para- 
bole MA  M étant  donné  avec  paramétré  p , &c  ayant 
mené  par  l’origine  A de  l’axe  dans  l’un  ou  l’autre  des  an- 
gles PAL , PAL , faits  par  l’axe  AP  & par  la  ligne  LL 
parallèle  k fes  ordonnées,  une  ligne  droite  quelconque 
AAI  ; on  voit  , dis-je  , ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver 
fur  cette  ligne  le  point  M où  elle  rencontre  la  para- 
bole AI  A AT. 


a. 
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Livre  Premier, 
Corollaire  II. 

* Art.  10  ; . Il  cft  évident  * qu’il  n’y  a que  la  ligne  LAL 

i }.  parallèle  aux  ordonnées  à l’axé  AP , qui  puifle^tre  tan- 
gente de  la  parabole  Al  AM  au  point  A origine  de  l’axe  ; 
puifqu’il  n’y  a que  cette  feule  ligne  qui  paffant  par  le 
pointé,  & étant  continuée  de  part  & d’autre,  ne  rcn-. 
contre  la  parabole  en  aucun  autre  point , & n’entre  pas 
dedans.  • 

• Définitions.- 
. . * ’ 9- 

4 5c  j.  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M de  la  para- 
bole un.diametre  MO,  une  ordonnée  MP  à l’axe  AP,  & 
une  ligne  droite  MT  qui  coupe  fur  l’axe  AP  prolongé 
au- delà  de  fon  originel,  la  partie  AT  égale  ÎlAP;  toutes 
les  lignes  droites , comme  NO , menées  des  points  de  la 
parabole  parallèlement  à AIT,  & terminées  par  le  dia- 
mètre MO , font  appellées  Ordonnées  à ce  diamètre. 

i°. 

SiTon  prend  la  ligne  q troifeme  proportionnelle  a AT, 
M T;  cette  ligne  q fera  nommée  le  Paramétré  du  dia- 
mètre M O. 

Corollaire  I. 

1 6.  Si  l’on  nomme  l’indéterminée  AP  ou  A T,  x ; il 
tft  clair  que  Ai  T — qx,  puifquc^42’(x).  MT\\  AIT.  q. 

Corollaire  II. 

p % A 

17.  A Caufe  du  triangle  reftangle  A'IPT,  le  quarré 

* Art.  7.  MT 1 ( qx)  = PT ’ (4  xx)-\-MP  * Çpx)  ; d’où,  en 

. divifant  par  x , l’on  tire  q = 4*  -+ -p. 

C’eft-a-dire  que  le  paramètre  q d’un  diamètre  quelcon- 
que M O , furpafl'e  le  paramétré  p de  l’axe  du  quadruple 
de  AP  (*). 

Corollaire  III. 

18.  S 1 l’on  tire  du  point  M au  foyer  Fia  droite  A1F, 

* Art.  f.  on  aura  AIT*  = AP  -h  AF.  Or  félon  la  définition  5e. 

' le 
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le  paramétré  de  l’axe  étant  p — ifAF,  le  paramétré  du 
diamètre  MO  fera  * q = ^AP  ■+■  4 si  F.  Donc  le  para- 
métré q d’un  diamètre  quclconqne  Al  O , vaut  quatre  fois 
la  ligne  MF  tirce  de  fon  origine  M au  foyer  F. 

PROPOSITION  III. 

Théorème. 

r 9.  Le  quarrè  d'une  ordonnée  quelconque  ON  au 
diamètre  MO , cjl  égal  au  rectangle  du  paramétré  q , par 
la  partie  MO  de  ce  diamètre  , prife  entre  Jon  origine  M 
& la  rencontre  O de  l’ordonnée. 

Jl  faut  prouver  que  ON*  = q X M O. 

Ayant  mené  l’ordonnée  N Ç)  à l’axe  AP  , laquelle 
rencontre  le  diamètre  MO  au  point  R , & tiré  O Fl  pa- 
rallèle à MP , on  nommera  les  données  AP  ou  AT , 
* ; PM  ou  RQ,  y;  & les  indéterminées  OR  ou  FI  Q , 
a ; MO  ou  P FI  , b ; les  triangles  femblables  TP  M , 
ORN  , donneront  cette  proportion  TP  (a*)-  P Ai 

(y)  : : OR  (a).  RN=  g . Cela  pofé. 

Puifquc  (Jig.  4.)  N Q=RQCy) — RN , ou  RN 

(^)—RQ(y),&tAQ=:AH  (*  + £)-_ HQ  (a), 

lorfque  le  point  N tombe  du  côté  de  l’axe  AP  par  rap- 
port au  diamètre  MO  • & qu’au  contraire  ( fig . 5.)  N Q 

— RQ  (j)  -+-  RN  (±ï),&cAQ==AFI(x^b)-+- 
HQ  (u),  lorfqu’il  tombe  du  côté  oppofé  : on  aura 
QÏV  '^yy±^ +“&y&cAÇ>==x  + b±a,hvoir 

— dans  le  premier  cas , de  -t-  dans  le  fécond.  Or  * AP 

(x).AQ(x  + b±a)::PM\yy).^'=yy  + t-? 
-Or-in . On  formera  donc  en  comparant  cnfemble  ces 
~~  * ’ B 


\ 


* Art.  17. 


Fl°-  4 & j; 


* Art.  S, 

% 
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deux -valeurs  de  (^N  , l’égalité  yy  -1-  -J-  ■+•  =yy4- 

~T  "+*  ~Jcx  > d’où  en  cffaÇa"'  de  Parc  & d’aurre  y y A-  —/  r 

divifant  par  yy,  & multipliant  par  4XX , l’on  tirera  OR2 
(aa)  =4  bx.  Mais  les  triangles  femblablesiWP7’,  N RO, 

* Are.  u>.  donnent  PT2  (4XX).  UR‘  (+bx)  ::  AIT  * (qx).  ON 
z=bq  = qx  MO  {b).  Ce  qu’il  falloit,  Gtc. 

Corollaire  Général. 

20.  Tl  eft  vifible  que  ce  qu’on  a démontré  dans  la 
propofition  première  par  rapport  à l’axe  A P , à fes 
ordonnées  PM  , & k fon  paramètre  p , s’étend  par  le 
moyen  de  cette  dernière  propofition  à un  diamètre  quel- 
conque MO,  k fes  ordonnées  ON,  &.  k fon  paramètre  q. 
Or  comme  les  articles  7,8,9,  10 , 1 1 , 12,  13,  14  & 1^, 
fe  tirent  de  la  première  propofition , & fub liftent  égale- 
ment , foit  que  les  angles  APM  fuient  droits  , ou  bien 
qu’ils  ne  le  foient  pas  ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  imagine  dans 
ces  articles  que  la  ligne  AP,  au  lieu  d’être  l’axe , foit  un. 
diamètre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
PM,  QN , & pour  paramètre  la  ligne  p , ils  feront  en- 
core vrais  dans  cette  fuppofition  ; car  leur  démonftration 
demeurera  la  même  , ii  ne  faut  pour  s’en  convaincre 
entièrement , que  les  relire  , en  mettant  par-tout  où  fe 
trouve  le  mot  d’axe,  celui  de  diamètre. 

COHOLLAIRH  IL 

E1G.4&  M-  Comme  les- articles  10&  15  fubfiftenr  avec  la 
même  force,  lorfque  la  ligne  AP  au  lieu  d’être  l’axe,, 
eft  un  diamètre  quelconque  , tel  que  MO  ; il  s’enfuie 
que  la  ligne  AIT  parallèle  aux  ordonnées  ON  k ce 
diamètre , eft  tangente  en  M,  & qu’il  n’y  a que  cette 
feule  ligne  qui  puifle  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D’où  l’en  voie  que  d’un  point  donné  fur  une  parabole,, 
on  ne  p.ut  mener  qu’une  feule  tangente. 
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Corollaire  III. 

22.  Dh-LA  il  cft  évident  félon  la  définition  9 que 
fi  l’on  mène  par  un  point  quelconque  M d’une  para- 
bole , une  ordonnée  MP  à l’axe  AP  , & une  ligne  droite 
MT  qui  coupe  fur  l’axe  prolongé  du  côté  de  fon  ori- 
ginel, la  partie  A T égale  h AP  ; cette  ligne  MT  fera 
tangente  en  M.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  MT 
cft  tangente  en  M , 6c  qu’on  mene  l’ordonnée  MP  k 
J’axe;  les  parties  AT,  AP,  de  l’axe  feront  égales  ctv- 
tr’elles. 

Corollaire  IV. 

23.  Si  l’on  imagine  dans  les  définitions  9 & 10,  & 
dans  la  derniere  propofition , que  la  ligne  AP  au  lieu 
d’être  l’axe  , foit  un  diamètre  quelconque , qui  ait  pour 
ordonnées  les  droites  PM,  QN  ; on  verra  que  cette  fie.  6. 
propofition  fera  encore  vraie  , puifqu’ellc  fe  démontrera 

de  la  même  manière  qu’auparavant , comme  il  cft  évident 
par  la  feule  infpeétion  de  la  ftg.  G où  les  triangles 
femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  de  l’axe. 

D’où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  précédent  doit  en- 
core avoir  lieu  , lorfque  la  ligne  AP  au  lieu  d’être  l’axe  , 
eft  un  diamètre  quelconque.  20.  Que  le  diamètre  MO 
peut  être  l’axe  dans  cette  fuppofition  ; & qu’ainfi  ou 
peut  regarder  l’axe  comme  un  diamètre  qui  fait  avec  fes 
ordonnées  des  angles  droits. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème. 

24.  Si  par  un  point  quelconque  M d’une  parabole , Fie.  f. 
Pon  mene  une  ordonnée  MP  à l'axe , 0 une  perpendi- 
culaire MG  à la  tangente  MT  qui  pajfe  par  le  point  M ; 

je  dis  que  la  partie  PG  de  l’axe  fera  toujours  égale  à 
la  moitié  de  fon  paramétre  p. 

Il  faut  prouver  que  PG  «sa  7 p. 

B ij 
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Car  h caufe  des  angles  droits  TPM , T MG,  on  aura 
TP  ( 2 *).  PM  (y)  : : PM  ( y).  PG  = £ = 'Tp  , en 

* Art.  7.  mettant  k la  place  de  yy  fa  valeur  * />.r. 

PROPOSITION  V. 

Théorème. 

Fig.  7.  2$.  Si  par  un  point  quelconque  M Tune  parabole , 

/’o«  mène  <;a  foyer  F /a  droite  MF , un  diamètre  MO,  6" 
une  tangente  TMS  ; les  angles  FMT  , OMS  , faits  par 
la  tangente  TMS  d'un  coté  avec  la  droite  MF,  o’  de  l'au- 
tre avec  le  diamètre  MO , feront  égaux  entr’eux. 

Car  menant  l’axe  AP  qui  rencontre  en  T la  tangente 

* Art.  xi.  TMS , 6c  l’ordonnéeAfP  à l’axe;  on  aura  * TA  H-  AF 

* Art.  j.  ou  TF  — AP  -+-  AF  ou  * MF.  Le  triangle  TFM  fera 

donc  ifofcclle  ; & par  conféquent  l’angle  FTM , ou 
fon  égal  OMS  , fera  égal  à l’angle  FMT.  Ce  qu’il 
fallait  démontrer. 

Corollaire. 

2 G.  De  -la  il  eft  clair  que  la  tangente  TMS  prolon- 
gée indéfiniment  de  part  6c  d’autre  du  point  touchant  M, 
faille  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  fon  foyer  F. 
Et  comme  eda  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  parabole  que  tombe  le  point  touchant  M,  il  s’enfuit 
que  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  fon  éten- 
due autour  de  fon  foyer  P\ 

PROPOSITION  VI. 

Problème. 

fie.  3 & 27.  U N diamètre  AP  avec  la  tangente  LAL  qui 

pajjc  par  J'on  origine  A , & Jon  paramètre  étant  donnes  ; 
trouver  un  diamètre  BQ  qui  jaffe  de  part  ou  d’autre 
avec  Je  s ordonnées , un  angle  égal  à l’ angle  donné  K, 
fon  origine  B,  & Jon  paramétré . 
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Ayant  mené  par  l’origine  A du  diamètre  donné  la 
ligne  AL : qui  faffe  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d’autre, 
l’angle  PAE  égal  à l'angle  donné  K , & trouvé  * fur  * Art.  14  £ 
cette  ligne  (prolongée  de  l’autre  côté  de  A lorfqu’elle  10. 
ne  tombe  point  dans  l’un  ou  l’autre  des  angles  PA  L , 

PA  L)  le  point  M où  elle  rencontre  la  parabole  , on 
mènera  par  le  point  du  milieu  Q de  la  ligne  AM , une 
parallèle  Q D au  diamètre  A P , qui  rencontre  la  tan- 
gente AL  au  point  D ; & on  divifera  QD  par  le  milieu 
en  B.  Je  dis  que  la  ligne  B Q cft  le  diamètre  quon  cherche, 
qu’il  a pour  origine  le  point  B , & pour  paramétré  une 
troificme  proportionnelle  à BQ  , & QA. 

Car  i°.  La  ligne  A M étant  divifée  en  deux  parties  éga- 
les au  point  Q par  le  diamètre  BQ , elle  fera  ordonnée  * * Art.  1 r & 
de  part  de  d’autre  à ce  diamètre  ; & comme  les  lignes  B Q,  10- 
AP  font  parallèles  cntr’elles , l’angle  B QA  que  fait  le 
diamètre  BQ  avec  fon  ordonnée  QA  fera  égal  h l’angle 
PA  M égal  à l’angle  donné  K ou  à fon  complément  à 
deux  droits.  20.  Le  point  du  milieu  B de  la  ligne  QD 
fera  l’origine  * de  ce  diamètre , puifquc  A Q en  eft  une  * Art.  n £> 
ordonnée.  30.  Le  paramètre  du  diamètre  BQ  eft  * la  *)• 
troificme  proportionnelle  à B Q , QA  * Art.  19. 

Lorfque  l’angle  donné  A n’eft  pas  droit,  il  cft  clair  Fie.  8» 
qu’on  peut  mener  de  part  & d’autre  du  diamètre  A P 
deux  differentes  lignes  AE  qui  faftent  avec  ce  diamètre 
des  angles  égaux  à l’angle  donné  K ; & qu’ainfi  on 
pourra  toujours  avoir  deux  folutions  différentes  , en 
obfervanc  que  fi  l’une  des  deux  lignes  AE  tomboitfurla 
tangence  AL , le  diamètre  donné  AP  fatisferoit  lui- 
même  ù la  queftion.  Mais  lorfque  cet  angle  K eft  droit , 
comme  l’on  ne  peut  mener  qu’une  feule  ligne  AE  qui  Fig.  jv 
faffe  avec  le  diamètre  A P un  angle  droit  , il  s’enfuit 
qu’on  ne  peut  avoir  alors  qu’une  foïution  ; & qu’ainfi  * * Art.  1$. 
le  diamètre  cherche  fera  l’axe. 

Il  cft  à remarquer  que  les  deux  diamètres  BQ , BQ,  p10> 
qui  fatisfent  au  Problème  lorfque  l’angle  donné  K n’eft 
pas  droit , font  fcmblablement  pofés  de  part  & d’autre 


*1 

$ 

t 


« 
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de  Taxe  AP , Sx  que  leurs  paramétrés  font  égaux  : ce 
qui  fe  voit  par  la  conftru&ion  môme , en  fuppofant  que 
le  diamètre  donné  AP  foit  Taxe , & en  menant  deux 
différentes  lignes  AE , AE  de  part  Sx  d’autre.  Car  les 
tri  ngles  rectangles  ALM  , ALM , Sx  ADQ,  ADQ 
étant  vifiblement  égaux  & femblables  entr’cux,  les  lignes 
AD  , AD  ; DQ,  DQ;  leurs  moitiés  BQ,  BQ;  Sx  les 
* Ja.  i<j.  ordonnées  QA , QA  feront  égales  entr’cllcs ; * & par 
conféquent  les  paramétrés  lp  feront  auffi. 

C O R O £ £ A X R E. 

28.  Il  eft  donc  évident , i#.  qu’il  n’y  a qu’un  feul 
diamètre  qui  faffe  avec  fes  ordonnées  des  angles  droits  ; Sc 
qu’ainli  il  ne  peut  y avoir  qu’un  feul  axe.  i°.  Qu’on  peut 
toujours  trouver  deux  différons  diamètres , qui  faffenc 
avec  leurs  ordonnées  des  angles  égaux  à un  angle  donné , 
lorfque  cet  angle  n’eft  pas  droit;  que  ces  deux  diamètres 
feront  femblablement  pofés  de  part  Sx  d’autre  de  l’axe,  & 
qu’ils  auront  des  paramétrés  égaux. 

PROPOSITION  VIL 

Problème. 

i9.  Un  diamètre  étant  donné  avec  la  tangente  qui 
pajfc  par  fon  origine , Si  fon  paramétré  ; décrire  la  pa- 
rabole par  un  mouvement  continu. 

Première  Maniéré. 

« Si  le  diamètre  donné  étoit  l’axe,  on  la  décrirait  félon 
l'i  c.  ti.  l’article  4*  ; mais  lorfqu’il  ne  l’eft  pas  , foit  MO  le  dia- 
mètre donné  , Sx  T MS  la  tangente  qui  pafle  par  fon 
origine  M.  Cela  pofe  : 

On  prendra  fur  le  diamètre  MO  prolongé  au  - delà 
de  fon  origine  M , la  partie  MD  égale  au  quart  de  fon 
paramétré  ; & on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
DE  h MD.  On  mènera  MF  qui  faffe  avec  la  tangente 
T MS  un  angle  F MT  égal  à l’angle  OMS  ; & ayant 
pris  MF  égale  à MD , on  décrira  félon  la  définition 
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première  , une  parabole  qui  ait  pour  dirc&ricc  la  ligne 
DE  , & pour  foyer  le  point  F.  Je  dis  qu’elle  fera  celle 
qu’on  demande. 

Car  T i°.  La  ligne  .MO  étant  perpendiculaire  k la  direc- 
trice DE , fera  parallèle  k l’axe  ; & par  conféquent  un 
diamètre  fclon  la  définition  7*.  20.  La  ligne  T MS  fera  * 
tangente  en  M.  30.  Le  paramètre  du  diamètre  MO 
fera  * quadruple  de  MF. 

Seconde  Maniéré. 

Soit  A P le  diamètre  donné , & LA  L la  tangente 
qui  pafle  par  fon  origine  A.  Cela  pofé. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au-delk  de  fon 
origine  A la  partie  AG  égale  k fon  paramètre  , & mené 
une  droite  indéfinie  DGD  qui  faffe  avec  AG  l’angle 
AGD  égal  k l’angle  G AL  pris  du  même  côté  ; on  fera 
mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie  DM  le  long  de  GU 
toujours  parallèlement  k AG,  en  entraînant  par  fon  ex- 
trémité U le  côté  DA  de  l’angle  DAM  égal  k l’angle 
G AL , 6c  mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
A.  Je  dis  que  l’intcrfeûion  continuelle  M de  la  ligne* 
DM  & du  côté  AM , décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu’on  demande.- 

Car  menant  MP  parallèle  k AL , les  lignes  MP , G D? 
feront  égales,  entr’elles  ; puifque  l’angle  APM  ou  G AL 
étant  égal  k l'angîe  AGD  , elles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parallèles  GP,  DM.  Or  les  triangles  AGD, 
MP  A font  femblables  : car  l’angle  MP  A ou  GAL  eft 
égal  a l’angle  A GD  , & l’angle  PMA  ou  MAL  égal  k 
l’angle  GAD  , puifque  retranchant  des  angles  égaux 
GAL  , DAM,  le  même  angle  DAL,  les  reftes  doivent 
être  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  PM  : : PM.  AP  . 

& partant  GAx  AP  — PM  ; d’où  il  eft  clair  que  PM 
eft  * une  ordonnée  au  diamètre  AP  qui  a pour  origine  le 
point  A , pour  tangente  la  ligne  LAL  , 6c  pour  paramè- 
tre la  ligne  AG.  Ce  qu'il  fallait , Pic. 

SI  le  diamètre  AP  écoit  l’axe,  alors  les  lignes  GD, 


s 


A- 


* Art.  1 $. 

* Art.  i». 

Fig.  i*- 


* Arr.  ijt 
xi. 

Fig.  ij- 
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AL,  feroicnt  parallèles,  & la  démonftration  deviendrait 
plus  facile  ; car  l’on  voit  tout  d’un  coup  que  GD  eft 
égale  à PM , & que  les  triangles  rectangles  AGD , 
MP  A font  femblables;  d’où  il  fuit  AG.  GD  ou  PM:i 

PM.  AP.  Donc  AGxAP  — PMl  , &c. 

PROPOSITION  VIII. 

Problème. 

50.  U n diamètre  AP  étant  donné  avec  Jon  para- 
métré , & la  tangente  AL  qui  pajfe  par  l'origine  A de 
ce  diamètre  ; trouver  autant  de  differens  points  que  l’on 
voudra  de  la  parabole,  ou  (ce  qui  ejl  la  même  choj'e ) 
la  décrire  par  plufieurs  points. 

Premibrh  Maniéré. 

Ijc.  14.  Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au-delk  de 
fon  origine  A , la  partie  AG  égale  à fon  paramétré , 
divifé  AG  en  deux  parties  égales  au  point  D , 8c  mené 
une  ligne  droite  indéfinie  AF  perpendiculaire  k AG  j 
on  décrira  d’un  point  C pris  partout  où  l’on  voudra  fur 
DA  prolongée  indéfiniment  du  côté  de  A , comme 
# centre , & du  rayon  CG,  un  arc  de  cercle  PF  qui  cou- 
pera le  diamètre  AP  & fa  perpendiculaire  AF  en  deux 
points  P , F.  On  mènera  par  le  point  P ■ une  parallèle 
MPM  k la  tangente  AL,  fur  laquelle,  on  prendra  de 
part  6c  d’autre  les  parties  PM , PM,  égales  chacune  k 
A F.  On  trouvera  de  la  même  maniéré  autant  de  cou- 
ple de  points  M que  l’on  voudra  ; par  lefquels  on  fera 
pafTer  une  ligne  courbe  MAM  qui  fera  la  parabole  qu’on 
demande. 

Car  tous  les  arcs  PF  paflant  par  le  même  point  G , 
£c  ayant  leurs  centres  fur  la  ligne  GA  prolongée , s’il 
eft  néccfraire  du  côté  de  A , auront  pour  diamètres  les 
lignes  GP  ; & par  conféquent  la  propriété  de  ces  cercles 

donnera  toujours  AF'  = GA  x AP.  Mais  chaque  PM 
* Hyp.  eft  * égale  k fa  correfpondante  AF,  & de  plus  parallèle 


•v 
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h la  tangente  A L qui  pafle  par  l’origine  A du  diamètre 
AP  y elle  fera  donc  * ordonnée  h ce  diamètre.  C’elt  * Art.  19  & 
pourquoi  la  Parabole  qu’on  demande,  doit  paffer  par  **• 
tous  les  points  M , trouvés  comme  l’on  vient  d’en- 
leigner.  ‘ 

Il  cft  vifiblc  qu’on  peut  fe  tromper  en  traçant  les  par- 
ties de  la  parabole  , qui  joignent  les  points  trouvés  ; 
mais  on  voit  en  même  temps  que  l’orreur  ne  peut  être 
fenfiblc  , lorfque  ces  points  font  fort  près  les  uns  des 
autres.  Ceux  qui  ont  befoin  de  décrire  louvent  des  Sec- 
tions Coniques préfèrent  ordinairement  cette  méthode , 
de  les  décrire  par  plufieurs  points  ; parce  que  les  machi- 
nes dont  on  fe  fert  pour  les  décrire  par  un  mouvement 
continu  , étant  compoféés  , font  fouvent  fautives , & 
peu  exactes  dans  la  pratique. 

Seconde  Maniéré, 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  L de  la  tan-  Fjg.  tj. 
gen te  AL , une  parallèle  indéfinie  LE  au  diamètre  APÿ 
on  prendra  fur  cette  ligne  & fur  le  diamètre  AP  pro- 
longé au-delà  de  fon  origine  A,  les  parties  LE  , E E , 

EE  , &c.  AF,  FF,  FF,  ôte.  toutes  égales  entr’elles , & 
de  telle  grandeur  qu’on  voudra.  On  marquera  fur  LE , /• 

le  point  M , enforte  que  LM  foit  troificmc  proportion- 
nelle au  paramètre  donné  du  diamètre  AP , & à la  par- 
tie AL  de  la  tangente.  On  tirera  enfin  des  points  A,  M,  ' 
les  lignes  AE , AE , AE,  &c.  MF,  MF,  MF,  ôte  ; je 
dis  que  les  points  d’interfcûion  N,  aV,  N,  ôte.  de  cha- 
que AE , avec  la  correspondante  MF , feront  tous  à la 
parabole  qu’on  demande. 

Car  menant  par  le  point  marque  M,  & par  l’un  des 
points  trouvés  N,  les  lignes  MP,  N Q , parallèles  à la 
tangente  AL  , & nommant  AP , x , PM  ou  AL  , y ; 

AQ,u;  QiV,  les  triangles  femblables  NQA,  ALE, 
ôt  MP  F,  NQF,  donneront  ces  deux  proportions  QN 
({)•  Q4  (")  ^L  (y).  LE  ou  AF  =‘2.  ôt  MP 

C 
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(y).  PF  ou  PA  + AF(x+  : : NQ  ({).  QF  ou 

QA  H-  A F (“H-  y).  D’où  en  multipliant  les  Extrê- 
mes & les  Moyens  , l’on  forme  l’égalité  uy  -+-  “-^-=3 

x { -+-  u y ; & effaçant  de  part  & d’autre  uy,  &.  multi- 
pliant par  { , il  vient  uyy  — *{{.,  qui  fe  réduit  à cecte 

proportion  AP  ( x ).  A Q (h)  ::  MP  (y y).  NÇ)  ( 

Or  par  la  conftru&ion , le  quarré  de' AL  ou  de  PM, 
eft  égal  au  rcélangle  Se  la  partie  AP  du  diamètre  donné* 

* 4rt  l5>  & par  fon  paramétré.  Cette  ligne  PM  fera  donc  * une 
ii.  ordonnée  au  diamètre  AP  ; & par  conféquent  QN  en 

* Art,  8 £ fera  * une  autre.  Ainfi  le  point  -V  fera  l’un  des  points  de 
*0.  la  parabole  qui  tombent  d’un  côté  du  diamètre  APz 

pour  les  avoir  de  l’autre  , il  n’y  a qu’à  prendre  fur  les 
droites  indéfinies  LE,  A F,  les  parties  égales  LE , EE , 
&c.  AF,  FF,  &c„de  l’autre  côté  des  points,  L,  A. 

Si  au  lieu  du  paramétré  du  diamètre  A P que  l’on 
fuppofe  ici  donné,  l’on  avoir  un. des  points  M de  la  pa- 
rabole; ce  qui  arrive  fouvent:  il  n’y  aurait  qu’à  mener 
' par  ce  point,  .une  parallèle  indéfinie  LE , au  diamètre 
AP , & achever  le  relie  comme  ci-delfus. 
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DEL' ELLIPSE. 

Définitions. 

1. 

AYant  attaché  fur  un  plan  les  deux  bouts  d’un  fil  Fig.  itf. 

FM /,  en  deux  points  F,f  dont  la  diftance  Ff  foie 
moindre  que  la  longueur  du  fil , on  fe  fervira  d’un  ftile  Mt 
pour  tenir  ce  fil  toujours  tendu  ; & conduifant  ce  ftile 
autour  de  ces  deux  points  , enforte  qu’il  revienne  au 
môme  point  d’où  il  étoit  parti  : ce  ftile  décrira  dans  ce 
mouvement,  une  ligne  courbe,  qui  fera  nommée  Eltipfe. 

2. 

Les  deux  points  fixes  F , f,  font  nommés  les  deux 
Foyers. 

3- 

La  lignera,  qui  pafic  par  les  deux  Foyers  F,  f,  & 
qui  eft  terminée  de  part  & d’autre  par  l’Ellipfe,  eft  ap- 
pellée  le  premier  ou  le  grand  Aie. 

4- 

Le  point  C,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  Axe 
A a , eft  nommé  le  Centre  de  FEIIipfe. 

La  ligne  B b,  menée  par  le  Centre  C,  perpendicu- 
lairement au  premier  Axe  A a , & terminée  de  part  & 
d’autre  par  l’Ellipfc,  eft  appellée  le  fécond  ou  le  petit  Axe. 

. <j. 

Les  deux  Axes  A a , B b , font  appcllés  enfcmble , 

. Conjugués  : de  forte  que  le  premier  Axe  A a , eft  dit  con- 
jugué au  fécond  B b ; & réciproquement  le  fécond  B b , 

V'onjugué  au  premier  Aa. 

7-  . 

Les  lignes  MP , MK,  menées  des  points  M de  1* El—  * 
lipfc  parallèlement  à l’un  des  Axes,  & terminées  par 

Cij 


\ 


S 
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l’autre  , font  appcllécs  Ordonnées  à cet  autre  Axe  : ainfi 

MP  eft  Ordonnée  à l’Axe  Aa,  6c  MK\  l’Axe  B b. 

8. 

La  troifieme  proportionnelle  aux  deux  Axes,  eft  ap- 
•pellée  Paramétré  de  celui  qui  cft  le  premier  terme  de 
- la  proporcion.  Ainfi  fi  l’on  fait  comme  le  premier  Axe 
A a , eft  au  fécond  Axe  B b , de  même  le  fécond  Bb, 
h une 'troifieme  proportionnelle  p ; cette  ligne  p fera  le 
Paramétré  du  premier  Axe. 

9* 

Toutes  les  lignes  droites  qui  pafient  par  le  centre  C, 
& qui  font  terminées  de  part  6c  d’autre  par  l’Ellipfe  , 
font  appeliées  Diamètres. 

10. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  l’Ellipfe  qu’en  un 
feul  point  , & quittant  continuée  de  part  6c  d’autre,, 
c’entrc  point  dedans  , mais  tombe  au  dehors  , cft  appel- 
lée  Tangente  en  ce  point. 

Remarque. 

Pt«.  tji  31-.  Si  l’on  conçoit  que  les  deux  foyers  F,f  6c  le  cen- 
tre C fe  réunifient  en  un  feul  point  ; il  cft  vifible  que 
l’Eilipfe  fc  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  CM , égale  à la  moitié  de  la  corde 
CMC,  attachée  par  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en 
fera  le  centre.  On  pourra  donc  confidérer  un  cercle 
comme  une  efpèce  particulière  d’Ellîpfe , dans  laquelle 
la  diftancc  des  foyers  cft  nulle  ; de  forte  que  rout  ce 
qu’on  démontrera  dans  la  fuite  de  l’Ellipfe , telle  que 
puifle  être  la  diftancc  de  ces  deux  foyers , fe  peut  aufiî 
appliquer  au  cercle  , en  fuppofânt  que  cette  diftance 
devienne  nulle. 

Corollaire  I. 

Pic-  i (t.  32,.  Jl  fuie  de  la  définition  première,  que  fi  l’on  mène 

d’un  point  quelconque  M de  l’EIlipfe,  aux  deux  foyers 
F,/,,  les  droites  M F,  Mf\  leur  fomme  fera  toujours 
la  même- 
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Corollaire  IL 

33.  Lorsque  le  point  M tombe  en  A , il  cft  vifî- 
blc  que  MF  devient  A F , & que  MJ  devient  Af\ 
de  même  lorfque  le  point  M tombe  en  a , il  elt  encore 
vifiblc  que  MF  devient  a F,  & que  Mf  devient  a f On 
aura  donc  A. F -f-  Af,  ou  2 A F FJ —a  F-\-af , ou 
z a f ’■+■  JF  ; & partant  A F=a  f.  D’où  il  fuit  : 

1?.  Que  la  fomme  des  deux  droites  MF,  Mf,  cft 
toujours  égale  au  premier  axe  A a , puifque  Mf  MF 
= Af  -+-  AF=m.  Af  -+-fa. 

2°v  Que  la  diftance  Ff  des  foyers , eft  divifee  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C,  puifque  CA  — A F ou 
CF=aCa  — af  ou  Cf. 

Corollaire  II  T. 

34.  S 1 de  l’extrémité  B du  fécond  axe  Bb  , l’on  mené 
aux  deux  foyers  F,  f,  les  droites  BF,  Bf;  il  cft  clair 
que  les  triangles  rcéfangles  B CF,  B C J,  feront  égaux; 

6c  qu’ainfi  I’hypothénufe  BF,  eft  égale  à l’autre  hypo- 
thénufe  Bf  : & par  conféqucnt  Bt  , ou  B)  — CA  ou 

Ca , puifque  * B F -t-  B J'=  A a.  On  trouve  de  même  • Arc.  j y 
que  Fb  ou  bf=  CA  ou  Ca.  D’où  l’on  voit  : 

i°.  Que  le  fécond  axe  B b , eft  divifé  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  C;  car  les  triangles  rectangles  FC  B, 

FCb  feront  égaux  , puifqu’ils  ont  des  hypothenufes 
égales  F B , F b , & le  côté  FC  commun. 

2e.  Que  le  fécond  axe  Bb,  cft  toujours  moindre  que 
le  premier  A a ; puifque  fa  moitié  B C étant  l’un  des 
côtés  du  triangle  rectangle  B CF , fera  moindre  que  fon 
hypothénufe  B F,  qui  cft  égale  à la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  A a.  . 

3".  Que  fi  l’on  décrit  de  l’une  des  extrémités  B du 
pcrUfcpu  fécond  axe  B b comme  centre  , & du  rayon 
B F égal  K CA  , moitié  du  premier  ou  grand  axe  A a r 
un  cercle;  il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points  F , fp 
qui  feront  les  deux  foyers  de  l’Ellipfe. 
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Corollaire  IV. 

3^.  I e s mêmes  chofes  étant  pofées , fi  l’on  nomme 
CA  ou  BP , ti  CF , m ; le  triangle  rectangle  B CF,  don- 
nera BC  — tt — mm.  Or  A F=t — m , & Fa  = t~^m, 
& partant  AFx  Fa  = tt — mm.  D’où  il  eft  évident  que 
le  quarré  de  la  moitié  CI?  du  petit  axe  B b , eft  égal  au 
reétangle  de  AF  par  Fa  parties  du  grand  axe  A a , prifes 
entre  l’un  des  foyers  F,  & fes  deux  extrémités  A,  a. 

Corollaire  V. 

* Jrt.  34.  36.  I L fera  facile  à préfent  de  décrire  une  Éllipfe  donc 

les  deux  axés  A a , B b , font  donnés.  Car  ayant  trouvé  * 
fur  le  premier  ou  grand  axe  A a , les  foyers  F,  f,  on  at- 
tachera dans  ces  points , les  extrémités  d’un  fil  F Mf, 
. dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  ; & ayant  dé- 

crit par  le  moyen  de  ce  fil , une  Ellipfe  comme  l’on  a en- 
feigné  dans  la  définition  première,  il  eft  évident  qu’elle 
fera  celle  qu’on  demande. . • 

PROPOSITION  I. 

Théorème. 

Fie.  11 î.  37.  S 1 Ton  mène  l’ordonnécWP  au  premier  ou  grand 

axe  Aa , & qu’on  prenne  fur  cet  axe  la  partie  AD  égale 
à M F ; je  dis  que  C A.  C F : : C P.  C D. 

Ayant  nommé,  comme  auparavant,  les  données  CA  ,t\ 
CF,  m ; 5c  de  plus  les  indéterminées  CP,  x ; P. Vf,  y ,• 
& l’inconnue  CD , il  peut  arriver  deux  différons  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  le  point  P tombe  au-defTus  du 
centre  C.  Comme  P F eft  toujours  moindre  que  P f-,  il 
s’enfuit  que  M Fou  A D fera  moindre  que  M fou  a D ; 
c’eft  pourquoi  AD  ou  MF  =t  — {,  a D ou  t 

-4-£,  FP=m — x ou  x- — m (félon  que  le  point  F tombe 
au-deflous  ou  au-deftùs  du  foyer  F),  Pf  = x-\-m. 
Or  les  triangles  reftanglcs  MP  F , MP  f,  donnent  tt  — • 
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2 r{-f-  {{=yy  -h  mm — 2mx  + xx,  & ff-4-  2 -t- 

= jj  -h  mm  -+-  :mx  + xx,  Donc  fi  l’on  retranche 
par  ordre  chaque  membre  de  la  première  égalicé  de 
ceux  de  la  fécondé  , on  aura  ^t^  — ^mx-,  d’où  l’on 

tire  CD  ({  ) = ^7-  • 

Second  cas.  Lorfquc  le  point. P tombe  au-deflous  du 
centre  C,  comme  P F cft  toujours  plus  grande  que  Pf, 
il  s’enfuit  que  MP'  ou  A D , fera  plus  grande  què  Mf 
ou  a D : c’eft  pourquoi  AD  ou  MF=  t -4-  { , a D ou 
Mf=t — PF=x  H-  m,Pf=x — mou  m — x (fé- 
lon que  le  point  P tombe  au-deflous  ou  au-deflùs  du 
foyer /’Ji  Or  les  triangles  re&anglcs  MP  F ^ MP f don- 
nent = y y + mm+imx  + xx,  & 

tt — — 2 mx+xx,  Doncfi  l’on 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  fécondé  égalité 
de  ceux  de  la  première  , on  aura  ^t  £ ==  4 m x -,  d’où  l’on 

tire  encore  CD  ( {)  — Par  conséquent  en  l'un  & 
faute  cas,  on  aura  CA  (f).  CF(m)  y,  CP  (x). 
CD  (^).  Ce  qu'il  fallait  démontrer . 

Corollaire. 

38.  I l cft  donc  évident  que  ft  l’on  nomme  Tes  données 
CA  ou  Ca , fT  CF  ou  Cf,  m ; & l’indéterminée  CP  Tx  j, 

on  aura  toujours  MF=  t — ~ ,& Mf—  r-H  , lorC- 
que  le  point  P tombe  au-deflus  du  centre  C:  & qu’aùi 
contraire  on  aura  MF  — t-\-  , de  Mf—  t — —,  lorf- 

qu’il  tombe  au-deflous. 

HOPOSITION  IL 

Théorème. 

• 39-  Le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  MP  à Paxt 
Aa , ejl  au  rectangle  de  AP  par  P a , parties  de  cet  axer 
comme  le  quarré  de  Jon  conjugué Pb,  ejl  au  quarré  de- 
l'axe  A a. 


\ 

N 
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Fie.  18. 
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Il  faut  prouver  que  P M . A P x P a : : Bb.  Aa. 

Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  l’article  précé- 
dent, fi  l’on  met  dans  l’égalité  tt-\r  2 f?  -+-  ?{  = Y Y 
•+■  mm -+^imx  x x que  l’on  a trouvée  * par  le  moyen 
du  triangle  reétangle  MP  F , à la  place  de  £ fa  valeur 

~ , on  formera  toujours  cellé-ci  ttyy  =st4  — ttxx  — 
mmtt  -+-  mm  x x , laquelle  étant  réduite  k une  propor- 
tion , donne  PM  (yy).  AP  x Pa  (tt — x x)  ::  BC  * 

(tt — mm).  CA  (et)  ::  Bb.  Aa.  Ce  qu’il  fallait , &c. 

Corollaire  J. 

40.  Si  r on  mene  une  ordonnée  M K à l’autre  axe 

B b } lequel  j’appelle  2c,  il  eft  clair  que  MK—  ÇP  (x)  , ■ 

& que  CK  = PM  (y).  Or  * PM  (yy).  APx  P a . ^ 

( tt — xx)  ::  B b ( 4 ce) . A a (4tr) . Et  partant  4 c c 
jrx  = 4 cçtt — 4ttyy  ; ce  qui  donne  cette  proportion 
MK  ( xx).  B KxKb  (ce— yy)  ::  Aa  (4  tt).  Bb 
(4CC)- 

C’eft-k-dire  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quelcon- 
que MK  à l’axe  B b , eft  au  re&anglc  de  B K par  K b 
parties  de  cet  axe,  comme  le  quarré  de  fon  conjugué 
Aa , eft  au  quarré  de  l’axe  B b. 

Corollaire  Fondamental. 

41.  S 1 l’on  nomme  l’un  ou  l’autre  axe  A a , 1 r;  fon 
conjugué  B b,  2 cÿ  fon  paramétré  p ; chacune  de  fes  or- 
données PM,  y , chacune  de  fes  parties  CP  prifes  en- 
tre le  centre  & les  rencontres  des  ordonnées , x ; on 

aura  * toujours  PM  (yy).  AP  x Pa  (tt  — xx)  : : B b 
(4  cc).Aa  (^tt)  : : p.  A a ( 1 1 ).  Puifque  (clon  la  défi- 
nition du  Paramétré  , Aa(it).  B b (1  c)  : : B b (2  c). 

p — D’où  en  multipliant  d’abord  les  extrêmes  & 

les  moyens  de  la  proportion  yy.  tt — xx  ::  ^cc.^tt,  Sc 

enfuite 


Digitized*by  Google 


D i l’  E i n p s i.  2^ 

enfuite  de  l’autre  yy.  tt — x x : : p.  2 1.  L’on  tire  yy—  ce 
— pt — p~.  Or  comme  cette  propriété 

convient  également  à tous  les  points  de  l’Ellipfe  , & 
qu’elle  en  détermine  la  pofition  par  rapport  aux  deux 
axes  conjugués  A a , B b ; il  s’enfuit  que  l’équation  y y 

= c c — , ou  y y = f p t — , exprime  parfaitement 

la  nature  de  l’Ellipfe  par  rapport  à fes  axes. 

COROLLAIRE  III. 

42.  S 1 l’on  mené  deux  ordonnées  quelconques  MP, 

NQt  ^ YaxcAa  ; leurs  quarrés  feront  entr’eux  comme 
les  rectangles  AP  x P a , A Ç)x  Qa  , des  parties  de  cet 
axe , faites  par  la  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  ; 

car  * B b .A  a'::  PM  .APxPa::  QN  . AQ  x Qa.  Et  * Art.  $5.' 
partant  P Ai  . QiV  ; : AP  x Pa.  AQx  Qa. 

Corollaire  IV. 

33.  Si  l’on  mené  par  un  point  quelconque  P de  l’un 
des  axes  conjugués  Aa,  une  parallèle  MM  h l’autre 
axe  B b ; elle  rencontrera  l’Ellipfe  en  deux  points  M,  M , 
également  éloignés  de  part  & d’autre  du  point  P , & non 
en  davantage.  Car  afin  que  les  points  M , M.  foient  à l’El- 
lipfe , il  faut  * que  les  quarrés  de  PM  (y)  prife  de  part  * Art.  41. 
& d’autre  de  l’axe  A a , foient  égaux  chacun  à la  même 

. / cexx  * 

quantité  cc . . 

Corollaire  V. 

44. 1 L ruit  de  ccque  * yy=cc — “p , que  plus  CP  * 4,. 

( x ) prife  de  part  & d’autre  du  centre  C augmente , 
plus  chaque  ordonnée  PM  ( y ) prife  de  part  & d’autre  de 
l’un  ou  de  l’autre  axe  diminue  ; de  forte  que  CP  (x) 
étant  égale  à CA  ou  Ca  (r),  chaque  PM  (y)  devient 
alors  nulle  ou  zéro  : & qu’au  contraire  plus  CP  (x)  de- 
vient petite,  plus  auffi*cnaqu£  ordonnée  PM  (y)  prilê 

D * 


Digitized  by  Google 


* Art.  4 : 


* Art.  45 


2(j  Livre  Second, 

de  part  & d’autre  de  l’axe  A a augmente  ; de  foi  te  que 
CP  (x)  devenant  zéro,  chaque  P AI  (y) , qui  cft  alors 
CB  ou  Cb  (c)  , fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D’où 
il  eft  clair  : 

i°.  Que  fi  l’on  mène  par  les  extrémités  B , b , de  l’un 
des  axes  conjugués  , des  parallèles  à l’autre  ; elles  feront 
tangentes  en  ces  points. 

2°.  Que  l’Ellipfc  s’éloigne  de  part  & d’autre  de  plus 
en  plus  de  l’un  ou  de  l’autre  a xe  Aa,  en  commençant  par 
l’extrémité  A , jufqu’k  ce  qu’elle  rencontre  fon  conjugué 
B b ; après  quoi  elle  va  toujours  en  s’approchant  du  même 
axe  A a , jufqu’k  ce  qu’elle  le  rencontre  en  fon  autre 
extrémité  a. 


Corollaire  VI. 


X l fuit  encore  de  ce  que  * yy = cc — — ~ , que 

fi  l’on  prend  les  points  P,  P , également  éloignés  de  part 
6:  d’autre  du  centre  C -,  les  ordonnées  PM,  PM,  feront 
égales.  D’où  il  eft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque  * 
MM>  terminée  par  l’EJljpfe  , eft  coupée  en  deux  égale- 
ment par  l’un  des  axes  conjugués  fié»  en  un  point  K au- 
tre que  le  centre  ; elle  fera  parallèle  à l’autre  A a.  Car 
menant  les  parallèles  MP , MP,  à l’axe  Bb , la  ligne  PP 
fera  divifée  par  le  milieu  en  C,  puifquc  MM  l’eft  en  K ; 

& partant  les  ordonnées  PM,  P M , feront  égales.  La 
droite  MM  fera  donc  parallèle  à l’axe  A a.- 


Corollaire  VII. 


46  S 1 l’on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  PEIIîpfê 
eft  tracée  , foit  plié  le  long  d’un  des  'axes  B b , «n  forte 
que  fes  deux  parties  fe  joignent  -,  il  cft  clair  que  les  deux 
demi-Ellipfcs  B Ab,  Bah,  tomberont  exactement  l’une  fur 
l’autre  ; fçavoir  , les  points  A,  M^c c.  fur  a,  M,  <Stc.  puif- 
que  * toutes  les  perpendiculaires  Aa,  MM,  &c.  k cet  axe,, 
font  coupées  par  le  milieu  aux  points  C,  K,  &c.  D’où  il  cft 
rifible  que  rEllipfc  eft  coupée  par  les  deux  axes  en  quatre 
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portions  parfaitement  égales  & uniformes  , qui  ne  diffé- 
rent entr’cllcs  que  par  leur  fituation. 

PROPOSITION  III. 

Théorème. 

47 . S 1 P on  mène  par  l’une  des  extrémités  A de  l'un  F 10 • lo- 
des  axes  A a , une  ligne  droite  quelconque  AM  dans  l’un 
des  angles  aAL , aAL , faits  par  cet  axe , & par  la  ligne 
L A L parallèle  a J'on  co'njugué  B b ; je  dis  quelle  ren- 
. contrera  l’Ellipfe  en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  fur  A L de  part  ou  d’autre  du  point  A , 
la  partiel  G égale  au  paramétré  p de  l’axe  A a,  & tiré  ■ 

GF  parallèle  k cet  axe.,  & qui  rencontre  la  ligne  A M 
(prolongée,  s’il  eft  néceflaire  ) au  point  F,  on  prendra 
fur  la  ligne  AL  du  môme  côté  où  tombe  la  ligne  A M 
par  rapport  à l’axe  A a , la  partie  A L égale  à GF,  & 
ayant  tiré  par  l’autre  extrémité  a de  l’axe  A a la  droite  • 
a L ; je  dis  que  le  point  M où  elle  coupe  la  ligne  AM,  elt 
à l’Ellipfe  MAM. 

Car  menant  MP  parallèle  h AL , & nommant  les  con- 
nues Aa , 2 1 ; AG,  p\  GF  ou  A L , a ; & les  inconnues 
CP,  x j PM,  y ; les  triangles  femblables  AG  F,  M PA , 

" * & LAa,  MPa,  donneront  AG  (p)  GF(u)  : : MP  (y). 

* AP  (r^x)=y  . Et  AL  (a).  Aa(zt)::  PM  (y).  aP 
{tZfLx)  = ^f . Et  par  confcquent  on  aura  toujours 
AP  y.  P a (tt  — xx)  = ^Il,  foit  que  le  point  P tombe 
au-dcflùs  ou  au-deflous  du  centre  C;  d’où  l’on  tire  y y = 

'~pt — La  ligne  PM  fera  donc  * une  ordonnée  k * jrit 

l’axe  A a-,  Sx  partant  le  point  M fera  k l’EHipfe  MA  M. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

48  D H -la  on  voit  comment  un  axe  A a d’une 
Ellipfe  MAM  étant  donné  avec  fon  paramétré  p , & 

. D ij 
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ayanc  mené  par  l’une  des  extrémités-.^  de  cet  axe,  une 
ligne  droite  quelconque  A Al  dans  l’un  ou-  l’autre  des 
angles  a A L , aAL,  faits  par  cet  axe  r & par  la  ligne 
LA  L parallèle  à fon  conjugué  B b ; on  voit , dis-je  , ce 
qu’il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M 
où  elle  rencontre  l’Ellipfe  MA  Al. 

Corollaire  IL 

49.  Il  cft  évident  qu’il  n’y’a  que  la  ligne  LAL  paral- 
lèle à l’axe  B b , qui  puifî’e  être  tangente  de  l’Ellipfe  MA  Ai 
au  pointé,  l’une  des  extrémités  de  fon  conjugué  Aa-f 
. puisqu’il  n’y  a que  cette  feule  ligne  , qui  palTant  par  le 
point  A , & étant  continuée  de  part  6c  d’autre , ne  la  ren- 
contre  en  aucun  point , fie  n’entre  pas  dedans. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème. 

Fig.  20.  ^O.  Tous  les  diamètres  comme  MCm  ,/ont  coupés 

en  deux  également  par  le  centre  C , & ils  ne  rencontrent 
V Ellipfe  qu'en  deux  points  M , m. 

Ayant  mené  l’ordonnée  MP , 6c  pris  Cp  égale  à CP,  . * 
fi  l’on  mene  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m par  la 
droite  MCm\  il  cft  évident  que  les  triangles  CPM , 

Cp  m font  fcmblablcs  & égaux  , & qu’ainfi.  C Al  cft  égale 
* Art.  45.  à Cm , 6c  P M'a  pm.  Or  comme  * les  ordonnées  qui  fonc 
également  éloignées  de  part  & d’autre  du  centre  C , fonc 
égales  entr’clles,&  que  P AI  cft  une  ordonnée,  il  s’en- 
fuit que  pm  fera  aufïi  une  ordonnée  ; & par  couféqucnt 
quç  le  point  m cft  à l’Ellipfe. 

De  plus  il  cft  vifible  qup  fi  l’on  imagine  une  parallèle 
à faxe  B b , qui  fe  meuve  de  C vers  A ; la  partie  de  ccrtc 
parallèle  renfermée  dans  l’angle  ACM,  ira  toujours  en 
augmentant  à mefure  que  C P croît , & qu’aü  con- 
traire la  partie  de  cette  parallèle  renfermée  entre  le- 
quart  d'Ellipfc  A M B 6c  l’axe  C A , c’eft-à-dirc lardon- 
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uce  P M * ira  toujours  en  diminuant  ; d’où  il  fuit  que  * Arc.  44; 
la  ligne  droite  CM,  qui  paflc  par  le  centre , ne  rencontre  . 
l’Ellipfe  qu’en  un  point  M du  meme  côté  de  l’axe  ; & 
il  en  cft  de  même  pour  le  point  m pris  de  l’autre  côté. 

Donc , &c. 

Définitions. 

• , 

11, 

Si  l’on  mène  par  un  point  quelconque  M de  l’EIIipfe,  F10-*1.» 
un  diamètre  MCm , une  ordonnée  MP  à l’un  ou  l’autre 
axe  Au  , & une  ligne  droite  MT , en  forte  que  C 2’  foie 
troificme  proportionnelle  à CP  , CA ; le  diamètre  SCs 
parallèle  à M T , eft  appellée  ITiametre  conjugué  au  dia- 
mètre Mm  ; & réciproquement  lie  diamètre  Mm  cft  dit 
conjugué  au  diamètre  S s : de  forte  que  les  deux  enfem- 
ble  lont  app'ellés  Diamètres  conjugués. 

12. 

Toutes  les  lignes  droites  menées  des  points  de  l’EIÎipfè 
parallèlement  "à  l’un  de  ces  deux  diamètres  , & termi-  * 
nées  par  l’autre,  font  appellées  Ordonnées  à cet  autre. 

Ainli  NO  parallèle  au  diamètre  Ss,  eft  Ordonnée  à fou 
conjugué  Mm.  . • 

*3-  . 

La  troificme  proportionnelle  à deux  diamètres  con- 
jugués , eft  appellée  Paramétré  du  premier  de  la  propor- 
tion. Ainfi  la  troificme  proportionnelle  à Mm,  S s , eiè 
appellée  Paramétré  du  diamètre  Mm.  ♦ 

Corollaire. 

«;  1.  S 1 fon  nomme  la  donnée  CA,t  ; &.  Ie*s  indétermi- 
nées CP,  x ; PT,  s-,  il  cft  clair , félon  la  définition  11e  que 

CT(x-\-s)  = “ ; & qu’ainfi  sx==tt—xx—APxPa.. 
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PROPOSITION  V. 

Théorème. 

<5  2.  S i Von  ment  par  les  extrémités  M,  S,  de  deux  dia - 
. métrés  conjugues  Mm , Ss,  deux  ordonnées  MP,  SK , à un. 
axe  A a : je  dis  que  lu  partie  CK  de  cet  axe  , prij't  xntre 
le  centre  & la  rencontre  de  l’une  des  ordongees  S K , ejl 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  A P , P a, 
faites  par  la  rencontre  de  Vautre  ordonnée  M P. 

Il  faut  prouver  que  CK  = À P x P a. 

Ayant  nommé  les  connues  CA , r;  CP,  x ; PT,  s j & 

* An.  ji.  l’inconnue  CK,  m ; on  aura  AP  x Pu  = tt — xx  = * s x, 

& AKx  Ka  — tt — mm=sx-\-xx — mm  en  mettant 
pour  tt  fa  valeur  ix  + jï.  Cela  pofe  , la  propriété  de 
**  Art,  4 1.  l’EIlipfe*  donnera  APxPa(sx).AKxKa(sx-+-xx—mm):  : 

PM.KS  : :TP  .(ss).CK  ( mm ).  a caufe  des  trian- 
.gles  femblablcs  TPM,  CK  S.  D’où  l’on- tire  en  multi- 
pliant les  extrêmes  & les  moyens  , & en  tranfpofant  à l’or- 
dinaire , ÜK  (m  m)  — — izit^  = s x =A  P x P a.  Ce 
qu’il  fa  Voit  démontrer.  • 

Corollaire. 

^3.  P.uisquE  CK  =tt — x x , il  s’enfuit  que  CA  — 

* Art.  41.  "CK  ou  AKx  Ka  — xx.  Or  * CA  (tt).CH  (cc)  :: 

AKxKa(xx).  SK  = — ■ Et  CÀ  (tt).  CB  fcc):  1 
AP  x P a (tt—xx).  PM  =>cc—  ‘ddd-,  De  plus  à caufe  des 

• — x 

triangles  reAanglcs  CP  M,  CKS,  on  aura  le  quarré  CM  ou 
CP*  TM=  xx  -+-  ce  — & le  quarré  C S ou  CK  # 

_l_  KS  — tt — xx-+-  . Dç>nc  CM  -i-  C 6 = tt  -+-  ce. 

C’eft-h-dirc  que  la  fomme  des  quarrés  de  deux  diamè- 
tres conjugués  quelconques  Mm,  S*,  eft  égale  à la  fomme 
des  quarrés  des  deux  axes  Aa,  B b. 
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PROPOSITION  VI. 

. Théorème.  » 

^4.  Le  quarré  d’uni  ordonnée  quelconque  ON  au 
. diamètre  M m , cjl  au  rectangle  de  M O.X  O m fait  des 
parties  de  ce  diamètre  ; comme  le  quarré  de  J'on  conjugué 

5 s , cjl  au  quarré  du  même  diamètre  Mm. 

Il  faut  prouver  ywüN.MOxOm  ::  Ss.Mm'. 

Ayant  mené  les  parallèles  NQ,  OH , à l’axe  B b , & 
la  parallèle  ORk  fon  conjugué  Aa,  qui  rencontre  au 
point  R l’ordonnée  N Q prolongée  , s’il  eft  néceflàirc  ; 
on  nommera  les  données  CR,  x ; PM,  y,  CA,t\  Pl\s- 

6 les  indéterminées  HQ  ou  OR,  a}  CH , b ; & on 
aura  à caufc  des  triangles  fcmblables  CP  M , CH  O , & 

MPT,  N R O,  ces  deux  proportions  CP  (x).  PM  (y)  . 

CH  {b).  HO  ou  RQ  = tZ . Et  2Y  (s) . PM  (y)  : ; OR 

(a).RN=‘f.  Celapofé.  . 

Puifque  (fg.  21.)  NQ  eft  toujours  la  différence  de  „ 

B.  Q (y)  , RN  (y)  , & CQ  la  fomme  de  CH  (b)  r 

HQ  "y a)  r lorfquc  le  point  N tombe  entre  les  points 
M„S,  ou  m,  s-,  & qu’au  contraire  ( fig . 22  ) NQ  eft  tou- 
jours la  fomme  de  R Q,  R N,  éc  C Q la  différence  de 
CH,  H Q,  lorfquc  le  point  N tombe  par-tout  ailleurs* 
ara-a  NQ=  "?  ± & Cÿ*—.» 

*+*  i&t’-’rbb  ; fçavoir & -4-2 ab  dans  le  premier  cas, 

& au  contraire  -f-  & — 2 ab  dans  le  fécond  cas.  Or*  * An.  41 

APxPa(tr-xx).AQxÇ)n  ou  CA  -CQ  (tt-aa+iab-bb) 

::  PM  (yy).  QN  En  compa_ 

rant  enfcmblc  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  N Q r 
on  formera  l’égalité  — IOL  *aiyy  . *<s yy  _ 

° **  SX  SS  

«yy  — *\ahyy  — ltyy  j . 

11—**  > dans  laquelle  effaçant  d’une  part  le 


T * 
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terme  4^  êc  de  l’autre  le  terme  + qui  lui  cft 

An.  jt.  égal , puifque  * sx  = tt — xx,  dedivifant  par  yy,  il  vient 

bb  aa //  — jj — bb  • 

X x SS  II  XX  • 

Si  l’on  multiplie  par  xx,  & qu’on  tranfpofe  bb , on 

tt  xx  — jj  xx  — bb  tt 


trouvera 


ou = 

SS  XX 


& multipliant 

le  premier  membre  par  s s x x , & le  fécond  par  le  quarré 
de  tt  — xx  valeur  de  .rx  (ce  qui  fe  fait  en  multipliant 
fimplement  le  numérateur  par  tt — xx)on  auraau  x4= 
. i4x  x — aattxx—rbbt 4 — ux*-\-aax4-{-bbttxx-}  d’où  en  effa- 

çant de  part  fie  d’autre  aax* , tranfpofant  aattxx  . & di- 
vifant  par  ttxx , l’pn  tirera  HQ  ou  UK  (aa)  = te — xx 
-h  b b — 

XX 

Maintenant  11  l’on  nomme  le  demi-diametre  CM  ou 
Cm,{'t  on  aura  à caufe  des  triangles  femblables  CPM, 
CHU  , cette  proportion  CP  (r),CM({)::  CH  (b) . 
CO  = b-£ . Et  partant  MOxOm  = ft  — Or  les  trian- 

gles femblables  O R N,  CKS,  donnent  UN  . CS  : : UK  ■ 
Art.  5 a.  [tt—xx+bb—  OC* (tt— xx) :: MOx 

L 

CM  ({{).  Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes  & les 
moyens,  ou  trouve  la  même  produit.  Donc  UN. 

* Art.  50.  MûxOni  : : CS . CM  *:  : Ss  . Mtji . Ce  qu'il  fallût  t,  Ùc. 

Corollaire  Général. 

^ «j . Il  eft  vifible  que  ce  qu’on  a démontré  dans  la 
Propoflrion  fécondé  par  rapport  aux  deux  axes  A a , 
Bb,  s’étend  par  le  moyen  de  celte  proportion  à deux 
diamètres  conjugués  quelconques  Mm  , Ss.  Or  comme 
les  articles  40, 41 , 42 , 43 , 44 , 4«>  > 47,  48  & 49  fe  tirent 
de  la  fécondé  Propofition , & fubfiffent  également , foit 
que  l’angle  AC  B foit  droit  ou  qu’il  ne  Fc  foit  pas  ; il 
s’enfuit  que  fi  l’on  fuppofe  dans  ecs  articles , que  les  li- 
gnes A a , Bb,  au  lieu  d’être  les  deux  axes  , foient  deux 

diamètres 
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:diamctrcs  conjugués  quelconques  , ils  feront  encore  vrais 
dans  cette  fuppofition  : car  leur  démonftration  demeurera 
toujours  la  même.;  & il  ne  faut  pour  s’en  convaincre  en- 
.tiérement , que  les  relire  en  mettant  par-tout  où  fe  trouve 
le  mot  d’^xe  , celui  de  Diamètre. 

■Corollaire  II. 

56.  Comme  les  articles  44  & 49 , fubfiftent  avec  la 
même  force  , lorfque  les  lignes  Aa  , B b , au  lieu  d’être 
les  deux  axes,  font  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, tels  que  Mm , S s ; il  s’enfuit  que  la  ligne  MT 
menée  parle  point  M l’une  des  extrémités  d’un  diamètre 
quelconque  Mm , parallèlement  à fon  diamètre  conjugué 
'«S  s,  eft  tangente  en  M , & qu’il  n’y  a que  cette  feule 
ligne  qui  puifle  toucher  l’EHipfe  en  ce  point. 

D’où  l’on  voit  que  d’un  point  donné  fur  jine  Ellipfe  , • 

on  ne  peut  mener  qu’une  feule  tangente. 

Corollaire  III. 

De-la  il  eft  évident , félon  la  définition  i Ie,  que 
ft  l’on  mené  par  un  point  quelconque  M d’une  Ellipfe, 
une  ordonnée  MP  à l’un  ou  l’autre  a xcAa  -,  & qu’ayant 
pris  CT  du  côté  du  point  P , troifieme  proportionnelle 
à CP,  CA , on  tire  la  droite  MT  : cette  ligne  MT  fara 
tangente  en  M.  Et  réciproquement , que  fi  la  ligne  MT 
eft  tangente  en  M , & qu’on  mène  l’ordonnée  M P h. 
l’un  ou  l’autre  axe  Aa  , les  parties  CP , CA  , CT  de  cet 
axe , feront  en  proportion  géométrique  continue. 

Corollaire  IV. 

48.  S 1 l’on  imagine  dans  les  définitions  1 1 , 12  &.  13, 

•&  dans  les  deux  dernières  Propofitions  , que  les  lignes 
Aa  , Bb , au  lieu  d’être  les  deux  axes , foient  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques;  on  verra  que  ces  Pro- 
pofitions feront  encore  vraies  , puifqu’elles  fe  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu’auparavant  : comme  il  eft 
évident  par  l’infpe&ion  de  la  figure  23 , où  les  triangles 
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fcmblablcs  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  des  axes. 

D’où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  précédent  doit  en-  <£ 
corc  avoir  lieu  , lorfque  la  ligne  Aa , au  lieu  d’être  un  axe  , 

. cft  un  diamètre  quelconque.  2°.  Que  les  diamètres  con- 

jugues Mm,  S s , peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fuppolition  ; & qu’ainfi  on  peut  regarder  les  deux  axes 
comme  deux  diamètres  conjugués  qui  font  entr’eux  des 
angles  droits. 

PROPOSITION  VIL 

Théorème. 

Fis.  24.  ^9.  Si  par  un  point  quelconque  d’une  Ellipfe  quia 

pour  centre  le  point  C , l’on  tire  une  ordonnée  MP  à l’un. 

, des  axes  Aa,  & une  perpendiculaire  MG  à la  tangente  MT 

qui  pajfe  par  le  point  M : je  dis  que  CP  fera  toujours  d 
PG  en  raifon  donné  de  l’axe  Aa  à fon  paramétré. 

Car  nommant  le  demi-axe  CA  ou  Ca , t ; 6c  les  indé- 

* Art.  $7.  terminées  CP,x-,  PM, y,  on  aura  * CT  — & par- 

tant P T=  . Or  les  triangles  jeêtangles  fembla- 

bles  TP  M,  MP  G,  donnent  TP  . PM  (y)  :r 

PM  (y)  PG  — f-jjf-^.  D’où  l’on  tire  cette  proportion 

CP  (x) . PG  Ç~^x)  : ’•  AP  x P a ( tt — xx) . P ai  (yy  ). 

Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  , on 
forme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  reéhmgleyîP  x P a „ 

* Art.  41.  eft  * au  quarré  PM  , comme  l’axe  Aa  eft  à fon  para- 

métré. Donc , &c. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème. 

j 1 c 60.  S 1 l'on  mené  par  uh  point  quelconque  M d’une 

Ellipfe, une  tangente  TMS,  u'  aux  deux  foyers  F,  f,  les 
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droites  MF,  Mf;  je  dis  que  les  angles  FM  T,  fMS , 
faits  par  ces  lignes  de  part  S’  d'autre  avec  la  tangente 
TMS  ,J‘ont  égaux  entreux. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD  ,fd , fur  cette 
• tangente;  le  premier  axe  A a qui  la  rencontre  en  T , 

& l’ordoflnée  MP  h cet  axe,  & nomme  les  données 
CA  ou  Ca  , r;  CF  ou  Cf,  m \ & l'indéterminée  CP,  x ; 

on  aura  MF  * (r—  =?)  . Mf  Q+  =?)  : : TF,  ou  CT*  * j«- 

— CF  {ni).  Tf ou  CT  -4-  Cf  {ni).  Puifqu’en 

multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  , on  trouve  le 

même  produit.  Or  les  triangles  fcmblables  TFD,  T fd,  ® 

donnent  TF.  Tf:'.  FD.fd.  L’hypothénufe MF  du  trian-  0 

gle  reétangle  MDF , fera  donc  à l’hypothénufe  Mf  du. 

triangle  retftangle  Qfdf,  comme  le  côté  DF  eft  au  côté 

df-,  & par  conféquenp  ces  deux  triangles  feront  fembla- 

bles.  Les  angles  FMD  ,fMd , ou  FMT,  fMS,  qui  font 

oppofes  aux  côtés  homologues  DF , df,  feront  donc 

égaux  entr’eux.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

0 

Corollaire. 

61.  D-B-LAil  eft  évident  que  la  tangente  T MS 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & d’autre  du  point 
touchant  M,  laifle  l’Ellipfe  toute  entière  du  côté  de  fes 
deux  foyers  F,  f.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  l’EIlipfe  que  tombe  le  point  M , il 
s’enfuit  qu’elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au- 
tour de  fes  deux  foyers , & par  conféquent  aufli  autour 
de  fon  centre. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème. 

Cl.  Si  l'on  mène  par  Üune  des  extrémités  A d'un  dia-  Fig.  iS. 
métré  Aa  une  parallèlcD\E  à fon  conjugué  Bb,  laquelle 
rencontre  deux  autres  diamètres  conjugués  quelconques 

E ij 
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M m , S s , aux  points  D , E ; je  dis  que  le.  rcclanglc  de  DA!- 
parAF,eJl égal  au  quatre  de  la  moitié  CB  du  diamètre Bb. 

Il  faut  prouver  ÿwDAxAE  = CB’ 

Ayant  mené  par  les  extrémités  M,  S , des  diamètres 
conjugués  Mm,  S s,  les  ordonnées  ÂÎP,  SKt  au  diamè- 
tre A a , on  nommera  les  données  CA , t ; CB  , c ; & les 
* Art.  51.  indéterminées  CP,x  -,  PM,  y,  & on  aura  * CK  = 
AP  x Pa=ztt — xx-,  &*par  eonféquent  AKxVa  ou  CA 
+ An.  54.  — CK  ±=x  x.  Or  * B C ( cc ).  CA  (tt)  ::  MP  (yy). 

AP  x P a ou  C\‘ '=  ^ . Et  CA(tt)  .~CB  (cc)  : : AK  xKa 
° (xx).  K S = c~.  Donc  en  extrayant  les  racines  quar- 
rées  , l’on  tire  CK='j,&tKS=~.  Mais  les  triangles 
femblables  CP  M,  CAD,  Sx  CK  S,  CAE , donnent 
CP(x).  PM.(y )::  CA(t).AD=='A.  Et  CK['{).  KS 
( ")  : ; CA  (t) . AE  = ~ . Donc  DA  x AE  = c<*=  BC. . 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

PROPOSITION  X. 

Problème. 

F«0.  Z7-..  . 63.  Deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb,  d'une  Ellipfc 

étant  donnes  , avec  une  ligne  droite  M Cm  qui  paJJ'e  par 
lé  centre  C ; marquer  Jiir  celte  ligne  les  points  M,  m , où 
elle  rencontre  /’ Ellipfc. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A du  diamètre 
Aa  , une  parallèle  indéfinie^  D , à Ton  conjugué  Bb 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donnée  de  pofition  au 
point  D ; on  tirera  par  le  point  A perpendiculairement 
fur  AD,  la  ligne^O  égale  à CB , & par  les  points  U,  D, 
Ja  ligne  OD,  On  décrira  du  rayon  OA  un  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OD  en  deux  points  N , n , par  où  l’on 
tirera  des  parallèles  NM,  nm,  à la  ligne  OC  qui  joint- 
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Tes  centres  de  rEllipfc  & du  cercle.  Je  dis  que  les  points 
M , ni,  où'elles  rencontrent  la  ligne  CD,  feront  k l’EIlipfe, 

& détermineront  par  conféqucnt  les  extrémités  du  dia- 
mètre MCm  donné  de  pofition: 

Car  menant  les  parai lèlcs’MP,  NQ , k A D , qui  ren- 
xontrent  les  lignes  CA,  OA , aux  points  P,  Q ; les  trian- 
gles femblablcs  CDO , MON,  Sx  CDA,  CMP , & 

ODA , ON  Q,  donneront  CA.  CP  : : CD . CM  : : OD . 

ON::  OA.  OQ.  c’eft-k-dire , CA  .CP  ::  OA.  OQ.  Et 
partant  fi  l’on  mene  la  droite  P Q,  elle  fera  parallèle  k OC  ; 

& par  conféqucnt  aulîi  k MN  fuppoféc  parallèle  k OC. 

Ainfi  les  parallèles  MP , NQ  , feront  égales  entr’ elles. 

Cela  pofé  , fi  l’on  nomme  les  données  C A ,t\  CB  ou 
ou  ON~,  c;  Sx  les  indéterminées  CP,  x;  PM  ou 

NQ, y,  on  aura  CA  (r).  CP  (x)  OA  (c).  OQ 
Et  k caufe  du  triangle  OQN  re&anglc  en  Q , le  quarré 
NQ  ou  MP% ( yy)  = ON' (cc)  — C JQ  . La*  li- 

gne MP  fera  donc  * une  ordonnée  au  diamètre  A a , df  * An.  41  & 
par  conféquent  le  point  M appartiendra  k l’Ellipfc  qui  JJ. 
a pour  diamètres  conjugués  les  droites  A a , B b.  Mais  k 
caufe  des  parallèles  NM,  OC ,nm,  la  ligne  Mm  cft  di- 
vifée  en  deux  également  par  le  centre  C ; puifque  par  la 
propriété  du  cercle,  N n l’eftau  point  O.  Donc  le  point 
m appartiendra  * au/fi  k la  même  Ellipfe..  *'  Art.  j.oï- 

Si  les  diamètres  conjugués  Ad  , B b , étoient  les  deux 
axes , les  parallèles  CO , P Q,fe  confondroient  alors  avec 
les  lignes  CA ,•  AO , qui  n’en  feroient  qu’une  feule;  cc  qui 
rendroit  la  conltruélion  Sx.  la  démonftration  un  peu  plus 
faciles. 

PROPOSITION  'XI. 

Problème. 

. 64-  Deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb,  d’une  Ellipfe  Fie.  if. 
étant  donnés  ,•  en  trouver  Us  deux  axes  Mm  , S s : ts  dé- 
montrer qu’il  n'y  en  peut  avoir  que  deux. 
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Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A du  diamètre 
A a , une  parallèle  DE  à Ton  conjugué  B b , on  tirera  A O 
perpendiculaire  à DE  6c  égale  à CB.  Ayant  joint  OC,  on 
mènera  par  Ion  point  de  milieu  F la  ligne  FG  qui  la  coupe 
à angles  droits , 6c  qui  rencontre  au  point  G la  ligne 
DE , fur  laquelle  on  prendra  de  part  6c  d’autre  du  poine 
G les  parties  GD,  GE,  égales  chacune  h GO  ou  GC.  Ti- 
rant enfin  les  droites  CD  , CE  ; je  dis  que  les  deux  axes 
M.  /fi , S s , font  fitués  ftfr  ces  droites. 

Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardés  * comme 
deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr’eux  un  angle 
droit , ils  rencontreront  la  ligne  DE  en  des  points  D , E , 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  pallcra  par  les 
deux  points  C,  Oj  puifquc  le  rcétanglc  DA  xAÊ  étant 
égal  * au  quarré  de  A O,  l’arfglc  DOE  fera  droit  ,auffi 
bien  que  l’anglp  DCE.  Or  il  eft  évident  que  c’tft  préci- 
fément  ce  que  l’on  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftruûion  ; puifque  les  lignes  GO,  GC,  GE , G D , 
étant  toutes  égales  entr’clles , font  les  rayons  d’un  même 
cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y avoir  fur  la  ligne  D E 
que  deux  points  D ,E , qui  fatisfaffent  en  même  temps  à 
ces  deux  conditions;  fçavoir,  que  l’angle  DCE  6c  l’an- 
gle DOE  foient  chacun  droit  ; il  s’enfuit  que  les  diamè- 
tres conjugués  Mm,  Ss,  qui  font  entr’eux  un  angle 
droit , feront  les  mêmes  que  les  axes  ; 6c  qu’il  n’y  en  peut 
avoir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur , il  n’y  a 
qu’à  tirer  les  droites  OD,  OE  ; 6c  par  les  points  N R,  où 
elles  rencontrent  le  cercle  qui  a pour  rayon  OA*,  mener 
les  parallèles  NM,  RS.  Car  il  eft  évident  * que  les  points 
M,  S,  où  elles  rencontrent  les  droites  CD,  CE , appar- 
‘ tiendront  à l’Êllipfe  qui'  a pour  diamètres  conjugués  les  . 
lignes  A a , B b ; 6c  qu’ainfi  ils  feront  les  extrémités  de 
fes  axes. 
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De  l'  Ellipse, 
Corollaire. 

6^.  S i l’on  propofoit  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués Mm,  S s,  qui  fiflent  entr’eux  un  angle  M CS  égal 
a un  angle  donné  ; deux  autres  diamètres  conjugués  A a , 

B b , étant  donnés.  Il  eft  vifiblc  que  la  queftion  fe  rédui- 
roit  a trouver  fur  la  ligne  DE  donnée  de  pofition  ; deux 
points  D , E , tels  que  menant  aux  deux  points  O,  C,  don- 
nés hors  cette  ligne  , les  droites  DO,  O E , CD , CE , 
l’angle  D O £ fut  droit , & l’angle  DCE  égal  à l’angle 
donné.  Mais  comme  la  folution  de  ce  Problème  eft  allez 
difficile,  on  l'a  renvoyée  dans  le  10e  Livre  , & on  a 
fuivi  ici  une  autre  voye , qui  eft  plus  fimplc  -,  c’eft  de  trou- 
ver d’abord  les  deux  axes , & de  s’en  fervir  enfuite  pour 
trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu’on  demande, 
comme  l’on  va  enfeigner  dans  la  Propofition  fuivante. 

PROPOSITION  XII. 

Problème, 

• 

• 

66.  L n s deux  axes  A a , B b , drune  Ellipfe  étant  Fic.i8 
donnes  ; trouver  deu  x diamètres  conjugués  M m , S s , qui 
fuJJ'ent  entreux  l’angle  MCS  égal  à un  angle  donné. 

Je  fuppofe  que  les  diamètres  Mm , S s , foient  en  effet: 
ceux  qu’on  demande  , & qu’ils  rencontrent  aux  points 
D , E , la  ligne  droite  indéfinie  D E menée  par  l’ extré- 
mité A du  petit  axe  A a parallèlement  au  grand  B b. 

Et  ^yant  tiré  du  centre *C  de  l’Ellipfe  , la  ligne  CE,  qui 
fafle  avec  DE  au  point  F l’angle  CFE  égal  à l’angle  don- 
né MCS \ je  nomme  les  données  CA,  t ; CB , c ; AF,  a j. 

& l’inconnue  AE , ce  qui  donne  AD  = * CE  * 

e=  i/n- +-^  à caufe  du  triangle  rcftangle  C A E.  Cela 
pofé  : 

Les  triangles  FEC,  CED , feront  femblables  ; puifque 
Fangle  au  point  E eft  commun  , & que  l’angle  CFE  su 
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été  fait  égal  k l’angle  MCS  : c’cft  pourquoi  FE  ({  — a)- 
EC(/ E C (ytt -h {{) . E D ({-+-  y)-  D’où  en 
multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  , l’on  forme  l’éga- 
lité {{-r- a\ ce  — ~ —tt-h  ; & effaçant  de  part  & 1 

d’autre  multipliant  enfuite  par  & divifant  par  a, 
il  vient  {{ — ^ { -4-  y { -+-  cc=  0.  Et  en  faifant  ( pour  fa- 
ciliter le  calcul  ) = 2 b,  on  changera  l'égalité  pré- 

cédente en  celle-ci  { { — 2 b i^-cc—o,  ou  — 2 3{ 
bb—bb — cc  ; ce  qui  donne  en  extrayant  de  part  & d’au- 
tre la  racine  quarréc  ç — b ou  b — \ = V bb — cc , & par 

conféqucnt  l’inconnue  AE ({)  = b^r\/bb—- cc.  Voici 
maintenant  la  conftruûion  que  cette  derniere  égalité 
fournit. 

Ayant  prolongé  le  petit  axe  A a jufqu’au  point  O,  ca  * 
forte  que  A O foie  égale  k la  moitié  CB  du  grand  ; foit 
tirée  CF,  qui  faffe  avec  DE  menée  par  le  point  A pa- 
rallèlement à Bb,  l’angle  CFE  égal  à l’angle  donné. 

Ayant  joint  OF,  foient  tiréc^  les  droites  OH , CG , per- 
pendiculaires fur  O F,  CF,  qui  rencontrent  DE  aux 
points  H * G (on  n’a  point  marqué  dans  les  figures  28 
& 29  , les  points  H,  G,  fur  la  ligne  DE  : parce  que  ces 
figures  auraient  été  trop  grandes , & que  d’ailleurs  il  cft 
facile  de  les  y imaginer).  Soit  décrit  du  centre  O,  & du 
rayon  O K,  égal  à la  moitié  de  GH,  partie  de  AD  prolon- 
gée , comprife  entre  G & H,  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
DA1  aux  points  K,  K;  & ayant  pris  furZJ^  les  parties  KD, 

KE,  égales  chacune  k KO,  foient  tirées  par  le  centre  C de 
l’Ellipfc  , les  droites  DC , E C.  Je  dis  que  les  diamètres 
.cherchés  Mm,  Ss,  font  fitués  fur  ces  lignes. 

Car  k caufe  des  angles  droits  FAC,  B CG,  Sx.  FAO , 

FOH ; on  aura  AG=~,A H=~  y ; & partant  GH 
œ 2 b.  Le  rayon  O K qui  cft  égal  k la  moitié  de 

HG , fera  donc  égal  k b ; Sx.  k caufe  du  triangle  reétan- 

gle 
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, gle  O AK,  on  aura  AK—\/bb — cc,  & AE  ou  KE+.AK 
=cb^+-\/  b b — ce  & AD  ou  KD-\-AK=b-\ry/  b b — cc.  Or 
cela  pofé , fi  l’on  mulciplic  la  valeur  de  AÊ  par  celle  de  . * 
AD  , \\  vient  AExAD—cc=CB  ; & partant  * les  dia-  * Art.  61. 
mètres  Mm,  S s , font  conjugués.  Mais  le  rcétangle  de 
AE+AD  o\iDE(ib)parAE—AFouEF(b+v/bb—cc—a) 
cft=2  bb  + ibÿ  bb — cc — zab=ibb+  2 by'  bb—cc-\-tt—cc 
en  mettant  pour  2 ab  fa  valeur  cc — tt  ; & h cau'e  du  triangle 
rectangle  CAE  le  quarré  CE  =AE  -+•  CA  =2 bbZ+. 

zby/bb — cc-\-tt — cc=DE\EF : ce  qui  donne  FE.  EC : : 

E C.  ED.  Et  partant  les  triangles  FEC , CED , feront 
femblables  ; puisqu’ils  ont  l’angle  au  point  E commun , & 
que  leurs  côtes  autour  de  cet  angle  font  proportionnels. 

L’angle  MCS  fera  donc  égal  h l’angle  donné  CFE.  C’eft 
ce  qui  reftoit  à démontrer. 

Maintenant  pour  avoir  la  grandeur  CM,  CS,  des  deux 
demi- diamètres  cherchés  ; il  n’y  a qu’à  tirer  les  lignes 
OD,  OE,&c  mener  par  les  points  N, R,  où  elles  rencontrent 
le  cercle  qui  a pour  rayon  OA,  les  parallèles  N M , RS , 
à OC.  Car  il  eft  vifible  * que  les  points  AI,  S,  où  elles  ren-  * Art.  tfj. 
contrent  les  droites  CD  ,CE , feront  à l’Ellipfc , & déter- 
mineront par  conféquent  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

Corollaire  T. 

67.  T l fuit  de  cette  conftru&ion  , i°.  Qu’afin  que  le 
Problème  foie  pofliblc , il  faut  que  OK{^^  furpafle  ou 

foit  égale  k A O (c)  ; car  autrement  le  cercle  décrit  du 
rayon  O K , ne  rencontrcroit  la  ligne  DE  en  aucun  poinc  , 
ce  qui  eft  néanmoins  néceflaire  pour  la  conftruûion. 

20.  Que  lorfque  O K furpafle  OA , on  trouve  toujours 
par  le  moyen  des  deux  points  K , K , deux  différons  dia- 
mètres conjugués  Mm,  S s , qui  fatisfont  également: 
mais  qu’alors  le  diamètre  S s de  la  figure  29  eft  égal  au 
diamètre  Mm  de  la  figure  28  , & femblablement  pofé 
de  l’autre  côté  de  l’axe  Aa  ; parce  que  AE  de  la  figure 
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29  , eft  égal  a AD  de  la  figure  28.  Et  de  meme  que  le  , 
diamètre  Mm  de  la  figure  29  eft  égal  au  diamètre  S s de 
la  figure  28 , & femblablcmcnt  pofé  de  l’autre  côté  de 
l’axe  A a ; parce  que  AD  de  la  figure  29  eft  égal  à A E 
de  la  figure  28.  C’eft-à-dirc  que  les  deux  différens  diamè- 
tres conjugués  M m , S s,  qui  fatisfont  également  au  Pro- 
blème , font  fcmblablement  pofés  de  part  & d’autre  de 
l’axe  Aa  , & que  dans  ces  deux  différentes  polirions  leurs 
* grandeurs  demeurent  la  même. 

30.  Que  lorfque  O K = OA , les  deux  points  d’inter- 
Fig.  30.  feétion  K,  K,  le  réunifient  au  point  touchant  A ;& qu’ainfi 
il  n'y  a alors  qu’à  prendre  les  parties  A E , AD,  égales 
chacune  à la  moitié  C B du  grand  axe  : d’où  l’on  voit 
qu’il  ne  peut  y avoir  alors  qu’une  folution  , & que  les 
deux  diamètres  conjugués  Mm , S s , qui  làtisfont,  font 
égaux  entr’eux. 

CoROLLAIRB  II. 

îro.  18 , t9  68.  Il  eft  clair  auffi  que  plus  A F (a)  eft  grande,  plus. 

& jo»  l’atigle  obtus  donné  CFE  l’eft  auffi , & plus  au  contraire  la 

ligne  O diminue  : de  forte  que  AF  étant  la 

plus  grande  qu’il  eft  poffible  , l’angle  obtus  CFE , fera 
auffi  le  plus  grand  ; & au  contraire  la  ligne  OK,  fera  la 
moindre,  c’cft-à-dirc  égale  \AO.  Or  fi  l’on  mene  alors 
F*c.  je»  les  droites  Bd,  a b -,  les  triangles redlanglcs  a CB,  CAD, 
aCb , CAE,  feront  tous  égaux  entr’eux  ; puifque  les  li- 
gnes , A E , A D,  font  égales  chacune  à la  moitié  CB  ou 
Cb  de  l’axe  B b ,6c  que  CA  eft  égal  à Ca.  L’angle  ACM„ 
fera  donc  égal  à l’angle  Ca  B , 6c  l’angle  A CS  à l’angle 
Cd  b ; & partant  l’angle  donné  M CS  ou  CFE , fera  auJîi 
égal  à l’angle  B a b.  D’où  l’on  voit  : 

Fig.  18,  î9  i°.  Que  fi  l’on  mene  de  l’une  des  extrémités  a du  petit 
Sc  jo.  axe  A a aux  extrémités  B,  b,  du  grand , les  lignes  a B,  a b y 
l’angle  obtus  donné  CFE , doit  être  égal  ou  moindre  que 
* An.  Cj.  l’angle  Ba  b , afin  que  * le  Problème  foit  poffiblc. 

2°.  Que  lorfqu’il  lui  eft  égal , comme  dans  la  figure  30* 
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il  n’y  a que  deux  diamètres  conjugués  Mm,Ss,  qui  fatis- 
faflenr,  lcfquels  font  égaux  entr’eux. 

30  Que  lorfqu’il  clt  moindre,  comme  dans  les  fig.  28  & 

29  , il  y a toujours  deux  differens  diamètres  conjugués  qui 
fatisfont  également;  qu’ils  font  fernblablement  pofés  de 
part  & d’autre  du  petit  axe,  cet  angle  demeurant  le  même 
entr’eux  ; & que  leur  grandeur  demeure  auffi  la  même  dans 
ces  deux  différentes  pofitions. 

PROPOSITION  XII  r. 

Problème. 

€9.  Deux  diamètres  conjugués  A a,  fib,  d’une  Ellipfe 
étant  donnés  ,*  la  décrire  par  un  mouvement  continu. 

Première  Maniéré. 

On  cherchera  * les  deux  axes  , & on  la  décrira  en-  * Art.  64. 
fuite  félon  l’article  36. 

Seconde  Maniéré. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A de  l’un  des  Fig. 31  & ; 1. 
diamètres  donnés  A a,  une  perpendiculaire  A H fur  l’au- 
tre B b,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  A Q de  part 
ou  d’autre  du  point  A égale  k CB.  Et  ayant  tiré  la  ligne 
CQ , on  fera  glilfcr  la  ligne  G F égale  à If  Q par  fes  ex- 
trémités le  long  des  lignes  B b , C Q ( prolongées  de  part 
& d’autre  du  centre  C autant  qu’il  fera  néccflairc  ) juf- 
qu’k  ce  qu’après  avoir  parcouru  fucccl7ivement  les  quatre 
angles  faits  par  ces  deux  lignes  , elle  revienne  dans  la 
môme  fituation  d’où  elle  étoit  partie.  Je  dis  que  fi  l’on 
prend  G M égal  à A Q , le  point  M décrira  dans  ce  mou- 
vement l’Ellipfe  rcquife. 

Car  menant  GF  parallèle  k QA,  qui  rencontre  en  P 
le  diamètre  & en  O le  diamètre  B b ; les  triangles 
femblables  CHQtGOG,&:  CA  Q , CPG , donneront 
CQ.  CG::AQo\i  GM.  GP::  HQ  ou  GF.  GO.  Et 
par  conféquent  la  ligne  PM  fera  parallèle  au  diamètre  B b. 

Cela  pofé  : F ij 


) 

i 

\ 

1 

1 


1 
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Si  l’on  nomme  les  données  C A , t;  A Q ou  CB  ou 
Cb  , c ; & les  inconnues  CP,  x ; P M , y j on  aura  CA 


( t ) . CP  (x)  : : AQ(c).  GP  — ~ . Et  le  triangle  re&an- 
glc  G PM  donnera  PM  = GM  — GP,  c’cft-à-dire  en 


termes  analytiques  y y — ce  — — La  ligne  PM  fera 


& donc  * une  ordonnée  au  diamètre  A a dans  l’EHipfe  qui 
a pour  diamètres  conjugués  les  lignes  Aa,  B b.  Donc , &c. 

Si  les  deux  diamètres  conjugués  A a,  B b , étoient  les 
deux  axes  , il  eft  clair  que  les  lignes  A Q,  CQ,  tombe- 
raient fur  le  diamètre  A a qui  ferait  l’un  des  axes,  & que 
le  point  H tomberait  fur  le  centre  C.  D’où  l’on  voit  qu’il 
faudrait  prendre  alors  GF  égale  à CQ , fournie  ou  dif- 
férence des  deux  demi-axes  CA,  CB\  & la  faire  glifîcr 
par  fes  extrémités  le  long  des  axes  Aa,Bb,  prolongés  s’il 
eft  néceflaire. 

C omme  les  lignes  A a , B b , s’entrecoupent  h angles 
dro'ts  au  point  C ; il  cft  clair  qu’en  quelque  fituation 
que  fc  trouve  la  droite  G F pendant  quelle  gliffe  le  long 
de  ces  lignes  , le  cercle  qui  aurait  cette  ligne  pour  diamè- 
tre, pafllroir  toujours  par  le  point  C;  & qu’ainfi  la  ligne 
CD  qui  p.iftc  par  le  point!)  milieu  de  FG.  fera  tou- 
jours égalé  à DF,  puilque  les  lignes  CD  , DF , DG , fe- 
ront toujours  des  rayons  de  ce  cercle.  De-la  naît  la  def- 
cription  fuivantc. 

Soient  deux  lignes  droites  CD , DF,  égales  chacune  k 
la  moitié  de  C Ç> , fomme  ou  différence  des  deux  demi- 
axes  CB,  CA  ; attachées  l’une  a l'autre  par  leur  extré- 
mité commune  D , en  forte  qu’elles  fc  puiffent  mouvoir 
autour  de  ce  point , comme  les  jambes  d’un  compas  au- 
tour de  fa  tête.  Soit  attachée  l’cxrrêmité  C de  la  droite 
• CD  dans  le  centre  de  l’Ellipfe  ; & foit  entendue  l’extré- 
mité F de  l’autre  droite  FD  , fe  mouvoir  le  long  de  l’axe 
B b , en  entraînant  avec  elle  la  ligne  D C mobile,  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eft  clair  que  fi  l’on  prend  fur  FD  ( pro- 
longée, s’il  eft  néceflaire)  la  partie  FMé gale  à CA,  le 
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point  M décrira  dans  ce  mouvement  l’EHipfc  qu'on 
cherche. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

70.  Deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb,  d’une  Ellipfe 
étant  donnés  ; la  décrire  par  plusieurs  points. 

Première  Maniéré. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  A de  l’un  des  dia-  Fig.  44. 
mètres  donnés  A a , une  parallèle  indéfinie  DA  D à fon 
conjugué  B b,  on  tirera  A O perpendiculaire  b AD,  &c  égale 
à la  moitié  CR  du  diamètre  B b ; on  joindra  OC  ; & on 
décrira  un  cercle  du  centre  O,  & du  rayon  OA.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  & d’autre  de  CA  , autant 
de  lignes  CD,  CD,&: c.  qu’on  voudra  ; & ayant  tiré  des 
points  D,  D,  &c.  où  elles  rencontrent  la  ligne  DAD , au 
centre  O,  les  lignes  DO, DO,  &c.  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  N,  V,  &c.  on  mènera  des  droites 
NM,  NM,  &c.  parallèles  à OC,  lefquclles  rencontrent 
aux  points  M,  M,&c c.  les  droites  correfpondantes  CD, CD, 

&c.  fur  lefquclles  on  marquera  de  l’autre  côté  du  cen- 
tre C des  points  m,m  , &c.  qui  en  foient  également  éloi- 
gnés. Il  eft  évident  * que  la  ligne  courbe  qui  pafTera  par  * Jht.  tfj. 
tous  les  points  M , M , &c  ; m , m , & c.  ainfi  trouvés,  aura 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  A a , B b. 

Seconde  Maniéré. 

Ayant  pris  fur  l’un  des  demi-diametres  CB , de  petites  Fro.  *5. 
parties  CE , EE , &c.  égales  cntr’clles  , de  telle  grandeur 
qu’on  voudra  , & autant  que  ce  demi-diamerre  en  pourra 
contenir  -,  on  lui  mènera  les  perpendiculaires  ED,  ED, 

&c.  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  décrite 
du  centre  C & du  rayon  CB  , aux  points  D , D , &c. 

Ayant  joint  AB,  on  tirera  par  celui  des  points  E , qui  eft 
le  plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  E P parallèle  a AB, 


O 
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qui  rencontre  CA  au  point  P.  On  prendra  fur  le  dia- 
mètre A a de  part  & d'autre  du  centre  C,  autant  de  par- 
ties PP , PP,  &c.  égales  à CP,  qu’il  en  pourra  contenir; 
& on  mènera  par  tous  les  points  P , P , &c.  des  parallèles 
M PM,  MP  M,  &c-  au  diamètre  B b , fur  chacune 
dcfquelles  on  prendra  de  part  & d’autre  du  point  P , des 
parties  PM,  PM,  égales  chacune  à fa  corrcfpondante 
ED.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  qui  pafle  par  tous  ces 
points  M , fera  l’Elliptc  qu’on  demande. 

Car  nommant  les  données  CA,  t ; Ci?  ou  C D ,c-,  & 
les  indéterminées  CP,  x;  PM,  y ; on  aura  h caufe  des 
triangles  ferablables  CA  B ,CP  E , cette  proportion  CA 

(r) . CB  (c)  ::  CP  (*),  CE  = J . Et  !i  caufe  du  triangle 

CED  reôangle  en  E , le  quarré  E D ou  PM  ( yy ) = 

* Art.  41  & CD  (cc)  — CE  (“p)-  La  ligne  P M fera  donc  * une 

ordonnée  au  diamètre  A a.  Et  comme  cette  démonftra- 
tion  convient  h toutes  les  lignes  PM ; puifque  chaque 
CP  efl:  toujours  à fa  corrcfpondante  CE  , en  raifon  de 
CA  à CB  : il  s'enfuit  que  la  Courbe  qui  pafle  par  tous  les 
points  M trouves  comme  ci-deflus,  fera  l’Ellipfc  qu’on 
demande. 
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LIVRE  TROISIEME. 

DE  V HY  P E RBO  LE. 

Définitions. 

i. 

AYant  attaché  fur  un  plan  en  un  point /Tune  des  Fie.  j6. 

extrémités  d’une  longue  réglé  fMO , en  forte  qu’elle 
puifle  tourner  librefnent  autour  de  ce  point  fixe/",  comme 
centre  ; on  attachera  à fon  autre  extrémité  O , le  bout 
d’un  fil  O M F,  dont  la  longueur  doit  être  moindre  que 
celle  de  la  réglé , & duquel  l’autre  bout  fera  attaché  en 
un  autre  point  F , pris  aufli  fur  ce  plan.  Maintenant,  fi  l’on 
fait  tourner  la  réglé  fMO  autour  du  point  fixe  f , & 
qu’en  môme  temps  l’on  fc  ferve  d’un  ftile  M pour  tenir 
le  fil  O MF , toujours  également  tendu,  & fa  partie 
MO  toute  jointe  & comme  collée  contre  le  bord  de  la 
réglé  : la  ligne  courbe  A X décrite  dans  ce  mouvement  r 
elt  une  portion  à' Hyperbole. 

Si  l’on  renverfe  la  réglé  de  l'autre  côté  du  point  F , on 
décrira  de  la  même  forte  l’autre  portion  A Z de  la  même 
Hyperbole. 

Mais , fi  (ans  changer  la  longueur  de  la  réglé , ni  celle 
du  fil,  on  attache  l’extrémité  de  la  règle  en  F , & celle 
du  fil  en  f,  on  décrira  en  la  même  forte  une  autre  ligne 
courbe  xaç  oppofée  h la  première  X A Z , qui  eft  en- 
core appellée  Hyperbole  , & les  deux  enfemble  font 
nommées  Hyperboles  oppofees. 

2. 

Les  deux  points  fixes  F , f,  font  nommés  les  Foyers. 

3* 

La  ligne  A a , qui  pafle  par  les  deux  foyers  F,f,  & 
qui  tft  terminée  de  part  & d’autre  par  les  Hyperboles 
cppofées  , eft  appcllce  le  premier  Axe. 

4* 

Le  point  C , qui  divife  par  le  milieu  le  premier  axe  A a y 
eft  nommé  le  Centre.  > 
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Si  l’on  mene  par  le  centre  C une  perpendiculaire  in- 
définie Bb  au  premier  axe  Au  ; & que  du  pointé,  comme 
centre  , & de  l'intervalle  CF,  on  décrive  un  arc  de  cercle 
qui  la  coupe  aux  points  B ,b  : la  partie  B b de  cette  per- 
pendiculaire , cft  appellde  le  fécond  Axe. 

f. 

Les  deux  Axes  A a , B b , font  appelles  enfcmblc 
Conjugués  ; de  forte  que  le  premier  Axe  A a , eft  dit  Co/i- 
jugué  au  fécond  R £,•  & réciproquement  le  fécond  Bb , 
Conjugué  au  premier  A a. 

7- 

Les  lignes  MP , MK,  menées  des  points  M des  Hy- 
perboles oppofées  parallèlement  à l’un  des  axes  conju- 
gués , & terminées  par  l’autre  , font  appellccs  Ordonnées 
à cet  autre  axe.  Ainfi  MP  cft  Ordonnée  au  premier  axe 
Au , & M K au  fécond  B b. 

8. 

La  troificme  proportionnelle  aux  deux  axes,  eft  ap- 
pcllée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de 
la  proportion.  Ainfi  fi  l’on  fait  comme  le  premier  Axe 
A a , cft  au  fécond  axe  Bb  , de  même  le  fécond  axe  B b , 
à une  troifiemc  proportionnelle  p ; cette  ligne  p fera  le 
Paramètre  du  premier  axe  A a. 

9- 

Toutes  les  lignes  qui  paficnt  par  le  centre  C , font  ap- 
pelles Diamètres  : ceux  qui  rencontrent  les  Hyperbo- 
les oppofccs , premiers  Diamètres , & ceux  qui  ne  les 
rencontrent  point , quoique  prolongées  k l’infini , féconds 
DiumetrcS. 


io. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole 
qu’en  un  feul  point  , & qui  étant  continuée  de  part  & 
d’autre  , n’entre  point  dedans , mais  tombe  au  dehors , 
eft  appellée  Tangente  en  ce  point. 


Remarque. 

v 
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De  l’  Hyperbole. 

Remarque.  ' 

71.  On  a dit  dans  la  première  définition  que  la  Ion-  Fie,  j?. 
gueur  du  fil  FMO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que 

celle  de  la  réglé  / MO  -,  dont  la  raifon  eft  que  s’il  étoit 
égal  à cette  réglé,  le  ftile  M décrirait  dans  ce  mouve- 
ment , une  ligne  dont  tous  les  points  AJ  feraient  égale- 
ment diftants  des  deux  points  F , f-,  puifquc  retranchant 
du  fil  & de  la  règle  , la  partie  commune  M O,  les  reftes 
MF , Mf,  feraient  toujours  égaux  entr’eux.  D’où  il  eft 
vifible  que  cette  ligne  ne  ferait  autre  qu’une  ligne  droite 
indéfinie  B b , menée  perpendiculairement  à la  droite  Ff 
par  fon  point  du  milieu  C. 

Corollair’e  I. 

72.  X l fuit  de  la  définition  première,  que  fi  l’on  mene  Fig.  jf. 
jd’un  point  quelconque  M , de  l’une  des  Hyperboles 
oppofées,  aux  deux  foyers  F ,f,  les  droites  Al  F,  Mf ; 

leur  différence  fera  toujours  la  même.  Car  elle  fera  tou- 
jours égale  à la  différence  qui  fe  trouve  entre  la  longueur 
de  la  règle  & celle  du  fil. 

Corollaire  IL 

• 

73.  Lorsque  le  point  M tombe  en  A , il  cft  vifible 

que  MF  devient  AF,  & que  Mf  devient  A f -,  & de 
même , lorfque  le  point  Al  tombe  en  a , en  décrivant 
l’Hyperbole  oppofée  il  eft  encore  vifible  que  M F 

devient  a F,  & que  Mf  devient  a f.  Donc  puifque  la  dif- 
férence de  ces  deux  droites  eft  par-tout  la  même  , on  aura 
Af — AF  ou  Ff — 2 AF=zaF—af  ou  Ff—iaf  ; & par- 
tant AF—af  D’où  il  fuit: 

i°.  Que  la  diftance  Ff  des  foyers  , eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C ; puifquc  C A-+-  AF  ou 
CF=*=  Ca-\-af  ou  Cf 

2°.  Que  la  différence  des  deux  droites  MF , Mf,  cft 
Toujours  égale  au  premier  a xeAa  ; puifque  dans  l’Hy- 
perbole XAZ , on  a toujours  MJ — MF—Af — AF  ou. 
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Af — af  ; & que  dans  Ton  oppofée  xa  £ , on  a aufli  tou- 
jours MF — Mj=a  F — af  ou  a F — A F.  # 

Corollaire  III. 

74.  T l fuit  de  la  définition  cinquième  : 

i°.  Que  le  fécond  axe  B b , eft  divifé  en  deux  par- 
ties égales  par  le  centre  C ; car  les  triangles  re&angles- 
A CB  t A C b , feront  égaux , puifqu’ils  ont  des  hypothé- 
nufes  égales  A B , A b , &c  le  côté  A C commun. 

2°  Que  fi  l’on  prend  fur  le  fécond  axe  B b , la  partie 
CF  égale  à la  moitié  CA  du  premier,  & qu'on  tire  l’hy- 
pothénufe  AE  : le  fécond  axe  B b fera  plus  grand  , égal  , 
ou  moindre  que  le  premier  A a -,  félon  que  la  droite  CF  y 
eft  plus  grande , égale  , ou  moindre  que  l’hypothénufe 
AE  ; parce  que  l’hypothénufc  Ab  , prife  égale  ù CF,  fe 
trouvera  aufTi  pour  lors  plus  grande , égale  , ou  moindre 
que  l’hypothénufe  AE. 

3°.  Quc  ^ l’on  prend  fur  le  premier  axe  A a de  part 
& d’autre  du  centre  C,  les  parties  CF ,cf,  égales  chacune 
à l’hypothénulc  AB  du  triangle  reélanglc  CA  B,  formé 
par  les  deux  demi-axes  CA,  CB;  les  points  F ,f,  feront 
les  deux  foyers. 

Corollaire  IV. 

75.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées , fi  l’on  nomme 
CF  ou  AB  t m\  C A , ou  C a , t ; le  triangle  reétangle 

A CB  , donnera  BC  — mrn  — tt.  Or  AF=m — t,  & 
F a = m-+-  f ; & partant  AFx Fa  = mm — It.  D’où  il 
eft  évident  que  le  quarré'de  la  moitié  CB  du  fécond  axe 
B b , eft  égal  au  rectangle  de  A F par  Fa  parties  du 
premier  axe  A a , prifes  entre  l’un  des  foyers  F , & fes 
deux  extrémités  A , a. 

• 

Corollaire  V. 

7 6.  Tl  fera  maintenant  facile  de  décrire  les  Hyper- 
boles oppofées  dont  les  deux  axes  A a , B b,  font  donnés , 
& dont  l’on  fçait  que  l’axe  A a doit  être  le  premier.  Car 
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ayant  trouve  * fur  le  premier  axe  A a , les  foyers  F,  f,  * Arc.  74. 
on  attachera  dans  le  point  F,  le  bout  d’un  fil  b MO , du- 
quel l’autre  bout  O , fera  lié  à l’extrémité  d’une  longue 
réglé  O Mf,  mobile  fur  fon  autre  extrémité  /'autour  du 
foyer  f,  6c  dont  la  longueur  O Mf  doit  * être  moindre  ou  * An.  71. 
plus  grande  que  la  longueur  du  fil  O MF,  de  la  ligne  A a. 

Ayant  enfuite  décrit  par  le  moyen  de  cette  réglé  & de 
ce  fil , deux  Hyperboles  oppofées  X A Z , x a ç , comme 
l’on  a enfeigné  dans  la  définition  première , il  dt  évident 
qu’elles  auront  pour  premier  axe  , la  ligne  A a , 6c  pour 
fécond  , la  ligne  B b.  Et  c’eft  ce  qu’on  demandoit. 

Plus  la  réglé  OMf  fc ra  longue,  §c  plus  les  portions  ‘ 
des  Hyperboles  oppofées  , qu’on  décrira  par  le  moyen 
de  cette  règle , feront  grandes  ; de  forte  qu’on  les  peut 
augmenter  autant  que  l’ôn  voudra  , en  augmentant  égale- 
ment la  longueur  de  la  règle  6c  celle  du  fil. 

PROPOSITION  I. 

Théorème. 

77.  S 1 Von  ment  l’ordonnée  M P au  premier  axe  A a , 

& qu’on  prenne  fur  cet  axe  prolongé  la  partie  AD  égale  à 
MF  , du  côté  du  foyer  F , lorfque  le  point  M tombe  fur 
l’Hyperbole  X AZ,  6’  du  côté  du  foyer  f lorfqu'il  tombe fur 
fon  oppofée  xaz  ; ]e  dis  que  CA*.  CF  : : CP . CD. 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  CA 
ou  Ca , f;  CF,  ou  Cf,m  ; & de  plus  les  indéterminées 
CF , x ; PM, y ; & l’inconnue  CD,  t-,  on  aura  dans  le 
premier  cas,  AD  ou  MF—[ — t,  aD  ou  Mf—  {-+-?» 

FP=x  — moum  — x (félon  que  le  point  P tombe  au- 
delfous  ou  au-deflus  du  foyer  F)  , F f = x -+-  m : 6c  dans 
le  fécond  cas,  AD  ou  MF—^-\~t,  aD  ou  Mf={ — t, 

F P — x -+-  m , F f — x — moum — x félon  que  le  point 
P tombe  au-ddîus  ou  au-ddfous  du  foyer  f. 

Cela  pofe , le  triangle  reâangle  MP  F donnera  2 

-t-tt—yy-i-xx+imx-i-mm  • fçavoir  , — dans  le  premier 

G ij 
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cas , -4-  dans  le  fécond  ; & l’autre  triangle  rectangle  MPf 
donnera  çç  y y x x Hh  imx  -f-  mm  ; 

fçavoir  , -t-  dans  le  premier , & — dans  le  fécond. 

Maintenant , fi  l’on  retranche  par  ordre  dans  le  pre- 
mier cas , chaque  membre  de  la  première  équation  de 
ceux  de  la  féconde  ; & au  contraire  dans  le  fécond  cas , 
chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  première  , 

il  vient  4/n  x;  d’où  l’on  rire  CD  (^)  = ülf.  Donc 

CA  (f).  CF(m)  ::  CP  (x).  CD  ({).  Ce  qu 'il fallait , &c. 

Corollaire. 

78.  Tl  eft  évident  que  fi  l’on  nomme  les  données 
CA  ou  Ca  , t y CF  ou  Cf , m,  & l’indéterminée  CP,  x ■ 
on  aura  toujours  A fF=  — t,  ik  Mf = "f  -Ht,  lors- 

que le  point  Al  tombe  fur  l'Hyperbole  XAZ,  qui  a 
pour  foyer  le  point  F : & qu’au  contraire  on  aura  MF 

= y -4-  f , & Al f=  y — t,  lorfque  le  point  AI  tombe 
fur  fon  oppofée  ïu{,  qui  a pour  foyer  le  point  f 

PROPOSITION  IL 

' Théorème, 

79?  L e quarre  d'une  ordonnée  quelconque  PM,  ûii 
premier  axe  A a , ejl  au  rectangle  de  A P par  P a , parties 
de  cet  axe  prolonge  , comme  le  quarré  dc-fon  conjugué  Bb, 
ejl  au  quart  é du  premier  axe  A a. 

Il  faut  prouver  que  P M . A P x P a : : li  b . A a , 

Les  mômes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  Propofi- 
tion  précédente,  fi  l’on  met  dans  l’équation  2 tç 

Art.  77.  -+-  tt=yy  -t-  xx  Ijl  un  x -H  m m que  l’on  a trouvée  * par 

le  moyen  du  triangle  re&angle  A1PF,  à la  place  de 
fa  valeur  "f-  , on  formera  tou;ours  celle  - ci  ttyy  = 
mm  xx  — mmtt — «xx  + d , laquelle  étant  réduite  à une 
proportion  , donne  PM  (yy).  AP  x P a (xx  — 1 1)  : 1 
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— «t  - - 1 ■ ■ 1 - > 

B C * {mm — tt) . CA  {tt)  y.Bb.Aa  . Ce  qu'il falloit  *-An.  75. 
démontrer .. 

Corollaire  I. 

80.  S 1 l’on  mené  une  ordonnée  MK  au  fécond  axe  * 

B b , lequel  j'appelle  ic  j il  eft  clair  que  MK—  C P (x), 

& que  CK=PM  (y).  Or  PM  (yy).  APxPa  (xx — tt):: 

B~b  (4  cc).  ./4a  (4/r).  Et  partant  4 cc  xx = 4 rc  rr  -+-  4 «yy  ; 
ce  qui  donne  cette  proportion  M K (xx).  CK  H-  CB  . 

{yy-h  ce)::  Aa  {^tt).  B b {^cc). 

C’eft-h-dire  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quelconque 
MK  au  fécond  axe  B b , eft  au  quarré  de  CK,  joint  au 
quarré  de  C B moitié  du  fécond  axe  B b , comme  le  quarré 
de  fon  conjugué  Au,  eft  au  quarré  de  ce  fécond  axe  B b. 

Corollaire  II.  Fondamental. 

81.  S 1 l’on  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  Aa,  it-  Fig.  }S  8e 
fon  conjugué  B b,  zc;  fon  paramètre  p ; chacune  de  J?* 

fes  ordonnées  PM,  y ; 6e  chacune  de  fes  parties  CP , 

prifes  entre  le  centre  & les  rencontres  des  ordonnées  ,xy 

on  aura  toujours  * P Al  (yy).  CP  Ijl  CA  (xxC+ltt)  ::  * Art.  7?  & • 

Bb  (4 cc) . Aa  (4 tt):: p.  Aa  (z  r).  puifque  félon  la  dé- 

finition  du  paramètre  Aa  ( zr).  Bb  { îc)  ::  B b { ic). 

p = où  l’on  doit  obferver  que  c’cft  le  figne  — lorf- 

que  l’axe  A a eft  le  premier,  & qu'ainfi  on  peut  fubfti- 

tuer  alors  à la  place  de  CP  — CA  , le  reftangle  AP  x P a: 
qui  lui  eft  égal  ; & au  contraire  que  c’eft  le  figne  -t- 
lorfquc  l’axe  Aa  eft  le  fécond.  D’où  en  multipliant  d’abord 
les  Extrêmes  & les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion yy.  xx  + tt  ::  4 cc.  4 tt.  enfuitc  de  l’autre  yy. 

xxZ\Ltt:: p.  it.  l’on  tircyy=  + cc,  &yy=^ Zf 

~pt.  Or  comme  cette  propriété  convient  également  à 
tous  les  points  des  Hyperboles  oppofccs , .&  qu’elle  en 
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' ' . détermine  la  pofirion  par  rapport  aux  axes  ; il  s’enfuit 
que  l’équation  y y = “ Âr  c c , ou  y y — F-^  1+.  ’-p  t , en 
exprime  parfaitement  la  nature  par  rapport  k fes  axes. 

Corollaire  III. 

82.  Si  l’on  mene  deux  ordonnées  quelconques  MP, 
NQ  k l’axe  A a , il  eft  clair  que  MP  . ÇJjV  ::  CP  ZÇL 
CA  . C\)  q-  CA  . Car  PM . CP  q-  CA  : : B b . A a : ; 

QN  . CQ  Z+.  CA  . Donc , &c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu’on  peut  fubftitucr 

k la  place  de  CP  — CA  , & — ^A  , les  rectangles 

A P x P a , A Qx  Qa  , qui  leur  font  égaux  ; ce  qu’il 
faut  toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Corollaire  IV.' 

83.  S 1 l’on  mené  par  un  point  quelconque  P de  l'un 
ou  de  l’autre  axe  A a (prolongé  lorfquc  c’cft  le  premier) 
une  parallèle  MP  M k fon  conjugué  B b ; elle  rencon- 
trera une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  çppofées  en 

■ deux  points  M,  M , également  éloignés  de  part  & d’au- 
tre du  point  P,  & non  en  davantage.  Car  afin  que  les 
• points  M , M , (oient  k une  Hyperbole  ou  aux  Hyper- 

* Arc.  81.  boles  oppofées,  il  faut  * que  les  quarres  de  PM  ( y ) 

• prifes  de  part  & d’autre  de  Taxera , foient  égaux  chacun 
k la  même  quantité  ——  Zfl  cc. 

Corollaire  V. 

Fig. 3 8 & 39.  84.  Il  fuit  de  ce  que 77=  + cc , que  plus  CP 

(x)  prife  de  part  ou  d’autre  du  centre  C , devient  grande, 
plus  aufîi  chaque  ordonnée  P M (y)  prife  de  part  & 
d’autre  de  l’axe  A a , augmehte , & cela  k l’infini;  & 
qu’au  contraire  plus  CP  (x)  devient  petite  , plus  aufîi 
PM  ( y ) diminue  ; de  forte  que  ( jig . 3S.)  CP  (x)  étant 
égale  n CA  on  C a (r)  lorfquc  l’axera,  eft  le  premier, 
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PM  (y)  devient  alors  nulle  ou  zéro;  & que  (fis.  39.) 
CP  ( x ) étant  nulle  ou  zéro  , lorfque  Taxe  A a eft  le  fé- 
cond , chaque  PM  (y)  qui  devient  alors  CB  ou  Cb  (c), 
eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  PM  (y)  prifes  de 
part  & d’autre  du  centre.  D’où  il  eft  clair:- 

1°.  Que  ft  l’on  mené  (fig.  3 ;.)  par  les  extrémités  B , b , 
du  premier  axe  Bb,  des  parallèles  au  fécond  A a-,  elles 
feront  tangentes  en  ces  points. 

20.  Que  les  Hyperboles  oppofées  s’éloignent  de  part 
& d’autre  de  plus  en  plus  k l’infini  de  leurs  axes  conju- 
gués , en  commençant  par  les  extrémités  du  premier: 
avec  cette  différence  néanmoins  que  le  premier  axe  ren- 
contre chacune  des  Hyperboles  oppofées  en  un  point, 
& qu’étant  prolongé  il  paflè  au  dedans  ; au  lieu  que  le 
fécond  tombe  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppofées  , 
& ne  les  rencontre  jamais , quoique  prolongé  k l’infini. 

Corollaire  VI. 

8^.  T l fuit  encore  de  ce  que  y y + ce,  que  fî 

l'on  prend  les  points  P , P , également  éloignés  de  part 
& d’autre  du  centre  C,  les  ordonnées  PM,  PM,  feront 
égales.  D’où  il  eft  clair  que  fi  une  ligne  droite  MM, 
terminée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  .op- 
pofées, eft  coupée  en  deux  également  par  un  axe  B b en 
un  point  K autre  que  le  centre , elle  fera  parallèle  k fou 
conjugué  A a.  Car  menant  des  parallèles  MP , MP , k 
Taxe  B b, .la  ligne  PP,  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
puifque  M M l'eft  en  K , & partant  les  ordonnées  P AI, 
PM,  feront  égales.  La  droite  MM  fera  donc  paral- 
lèle k l’axe  An. 

Corollaire  VII. 

86.  Si  1’  on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hy- 
perboles oppofées  font  tracées  , foit  plié  le  long  de 
l’axe  Aa , en  forte  que  fes  deux  parties  fc  joignent,  il 
eft  clair  (fig.  39.)  lorlque  l’axe  A a eft  le  fécond  , que  les 


* Art.  8j. 


\ 
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deux  Hyperboles  oppofées  tomberont  exaftement  l’une 
fur  l’autre  ; fçavoir , les  points  B , M , Sec.  fur  les  points 
b , M,Stc.  puifquc  * toutes  les  perpendiculaires  B b , 
MM  k cee  axe , font  coupées  par  le  milieu  aux  points 
C,  P,  Sec. 

Par  la  même  raifon  (fig.  38.  ) lorfque-  l’axe  An  eft  le 
premier,  les  portions  des  Hyperboles  oppofées  qui  font 
de  part  & d’autre  de  cet  axe  , tomberont  exactement 
l’une  fur  l’autre. 

AVERTISSEMENT. 

• 

On  a fuivi  jufqu’ici  la  même  méthode  que  dans  l’EI- 
lipfc  , & on  aurait  pû  la  continuer  jufqu’à  la  fin  ; mais 
comme  il  faut  nécç/Tiirement  parler  de  certaines  lignes 
particulières  à l’Hyperbole,  & qu’on  peut  par  leur  moyen 
prouver  les  mêmes  chofcs  d’une  maniéré  plus  aifée , on 
a pris  ce  dernier  parti. 

Définitions. 


1 1. 

Si  l’on  mène  du  centre  C deux  droites  indéfinies  CG , 
Cg,  parallèles  aux  lignes  Ab,  AB,  menées  de  l’extré- 
mité^ du  premier  a xcAa,  aux  deux  extrémités  B , b , 
du  fécond  r ces  deux  droites  feront  appcllécs  les  AJympto- 
tes  de  l’Hyperbole  M A M-,  & fi  on  les  prolonge  indé- 
finiment de  l’autre  côté  du  centre  , elles  feront  nom- 
mées les  AJ'ymptotts  de  l'Hyperbole  oppofées  MnM. 

iz, 

Le  quarré  de  la  partie  CG  , ou  Cg , d’une  afymprote , 
comprifc  entre  le  centre  C,  & la  rencontre  de  la  ligne 
AB , ou  Ab  , menée  de  l’extrémité  A du  premier  axe , à 
l’extrémité  B , ou  b , du  fécond  , eft  appcilé  la  Puijfancç 
de  l’Hyperbole  M AM,  ou  de  fon  oppofée  Ma  M. 


Corollaire  I. 
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. - . ,Y.  , 

■ COROLLAIRE  I. 

$7.  Tt  eft  évident  que  l’angle  G Cg  , fait  par  les 
afymptores  d’une  Hyperbole,  ou  fon  égal  B Ab,  eft  moin-; 

■dre  , égal  » ou  plus  grand  qu’un  droit  ; félon  que  le  fe«- 
cond  axe  B b eit  moindre,  égal , ou  plus  grand  que  le 
premier  A a.  Car  lorfque  le  premier  axe  Aa  furpafTe  le  . . 
fécond  B b , fa  moitié  CA,  furpaûe  la  moitié  CB  du  fé- 
cond ; & par  conféquent  dans  le  triangle  rcétangle  CA  B , 
l’angle  CAB  eft  moindre  qu’un  demi -droit.  Les  deux 
angles  égaux  CAB,  CAb , qui  font  enfemble  l’angle 
B A b , feront  donc  moindres  qu’un  droit.  Les  deux  au- 
tres cas  fe  démontrent  de  la  même  maniéré. 

COROLLAIRE  II. 

é * 

88.  A.  cause  des  triangles  femblablcs  B A b , B G C , 
il  eft  clair  que  la  ligne  A B eft  divifée  par  l’afymptotc 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G , & que  C G eft  la 
moitié  de  A b ; puifque  B C eft  la  moitié  de  B b.  On 
prouvera  de  même  qu cAb  eft  divifée  par  l’afymprotq 
Cge  n deux  parties  égales  au  point  g,  &c  que  Cg  eft  la 
moitié  de  A B.  Donc  toutes  les  lignes  CG,  GA , G B , 

Cg,  g A,  g b , font  égales  entr’clles  ; puifqu’elles  font 
égales  chacune  a la  moitié  de  l’une  ou  l’autre  des  lignes 
AB , Ab,  que  l’on  fçait  être  égales  entr’elles  , fuivant 
la  définition  5'. 

•*  « . 

Corollaire  III. 

89.  L a puiflance  d’une  Hyperbole  eft  égale  k la  qua- 
trième partie  de  la  fomme  des  quarrés  des  deux  demi-axes. 

Car  nommant  CA,t\  CB,c  j CG , m ; on  aura  * BA=.im,  * Art.  8». 

& h caufc  du  triangle  rectangle  A CB  , le  quarré  A B 
Et  par  conféquent  CG 

H 
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PROPOSITION  I î I. 

Théorème- 

r J o.  40.  90.  S 1 /’orc  mené  par  un  point  quelconque  NI  de  l'une 

ou  de  l'autre  des  Hyperboles  oppofées  , une  ligne  droite 
Rr  perpendiculaire  au  premier  axe  A a qu’elle  rencontre 
e/î  P,  61  terminée  par  les  afymptotes  en  R & r j je  dis 

Îue  le  rectangle  ARM  par  M r , ejl  égal  au  quarré  de 
I C , moitié  du  fécond  axe  B b. 

Il  faut  prouver  que  R M x M r = B ^ . 

Nommant  les  connues  C A,t  ; CB , c ; & les  indéter- 
minées CP , x i P M ,y  ; les  triangles  femblables  AC  B r 
CP  r,  6c  A C b,  C P R,  donnent  CA  (t).  CB  ou  Cb  (c)  : : 

CP  (x).  Pr,  ou  ? il  = c-f . Donc  RM  t ou  P R -+-  P M 
= ‘-~  -4- y ; & Mr,  ou  P rZfPAÎ=  féfly.  Et  par  con- 
féquenc  RMx  Mr—~fA  — yy=B  C (cc)  en  mettant 

* Art.  Si.  pour  yy  là  valeur  * — cc.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. „ 

» % 

CoROL.  TAIRB  !.. 

91.  Tl  cft  clair  que  P M (j-  *p — c t toujours 

moindre  que  PR  ou  P r p & par  confcqucnr 

que  tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées.,  tombent 
dans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  ; de  forte  qu’il, 
n’en  peut  tomber  aucun  dans  les  angles  d’à  côté. 

Corollaire  IL 

* • • c 

<)Z.  S 1 l’on  mène  par  deux  points  quelconques  AT,  Af,, 
d’une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées , deux  li- 
gnes droites  R r , K k , perpendiculaires  au  premier  axe  r 
& terminées  par  les  afymptotes  : il  eft  évident  que  les 
reclan  g les  R AT  x Mr,  K N x N k , feront  toujours  égaux 
entr’eux  ; puifqu’ils  font  égaux  chacun  au  quarté  de  la 
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moitié  B C du  fécond  axe  B b.  D’où  l’on  voie  que  R AI 
K N::  N k.  Mr. 

• # 

PROPOSITION  IV. 

» 

' , Théorème. 

93.  Si  Fonmeue  par  deux  points  quelconques  M,  N, 
d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofecs , deux  droi- 
tes H h , L1 , parallèles  entr’ elles , & terminées  par  les 
afymptotes  ; je  dis  que  les  reBangles  HMx  Mh,  LN  x NI, 
feront  égaux  entr' eux. 

Il  faut  prouver  que  IIM  x M h= LN  x N I. 

Ayanc  mené  les  droites  Rr,Kk,  perpendiculaires  au 
premier  axe  A a,  il  eft  clair  que  les  triangles  Al  RH, 
N KL,  ôcMrh,  N kl,  font  femblables  ; puilqu’ils  font 
formés  par  des  parallèles.  On  aura  donc  RAI.  K N :: 
H Al.LN.  Et  Nk.  Air  a NI.  Mh.  Or  * RM.  KN  : : 
Nk.  Mr.  Don cHM.  LN::  NI.  Mh.  Fr  par  confc- 
quent  HMx  Mh  = L N x NI.  Ce  qu'il  falloit , &c. 

Corollaire  I. 

94.  S 1 Ton  fuppofe  que  la  ligne  NL  parallèle  à MH, 
pafle  par  le  centre  C,  c’eft-j-dire , qu’elle  devienne  CE  : 
il  eft  clair  que  les  deux  points  L , l , fe  réuniront  au 
centre  C;  & partant  que  le  rectangle  LNx  NI,  deviendra 

le  quarré  E C . D’où  lion  voit  que  fi  l’on  mène  d’un 
point  quelconque  E , l’une  des  Hyperboles  oppofecs 
au  centre  C,  la  droite  CE , & par  un  autre  point  quel- 
conque M de  l’une  ou  de  l’autre  de  ces  Hyperboles , 
«me  ligne  MH  h , parallèle  à CE , & qui  rencontre  1er 
afymptotes  en  H & h ; le  quarré  de  C £ fera  égal  au 
re&angle  de  H M par  Mh. 

Corollaire  II, 

„ 95.  S 1 l’on  m«ne  par  un  point  quelconque  N,  de 
l’une  des  Hyperboles  oppofées , une  ligne  droite  Ll , ter- 
minées par  les  afymptotes,  & qui  rencontre  J’une  ou 

H ij 


ÉO 


Livre 


T r o 


i s I E M B. 


l’autre  de  ces  Hyperboles  eh  un  autre  point  n ; les  par- 
lies  LN , ln  , de  cette  droite  prifcs  entre  les  points  des 
Hyperboles  & la  rencontre  des  afymptotes , feront  éga- 
les entr’ellcs.  Car  nommant  LN,a ; Nn,b • ni,  C]  on  aura 
LNx  NI (ab^ac)=HM x Afh  — Ln  xnl.  (bcZ+-ac)y 
d’où  l’on  tire  LN  ( a)  = ln  (c). 

♦ 

Corollaire  III. 

» v* 

96.  S 1 l’on  fuppofe  dans  le  Corollaire  précédent  que 
la  ligne  Nn  , terminée  par  les  Hyperboles  oppofées  , 
paffe  par  le  centre  C , c’eft-k-dire  , qu’elle  devienne  le 
premier  diamètre  ED  : il  eft  évident  que  les  deux  points 
L , /,  fe  réuniront  au  centre  C ; & qu’ainfx  N L deviendra 
E C , & n l , C ü.  D’où  l’on  voit  que  tout  premier  dia- 
mètre DE , eft  divifé  en  deux  également  par  le  centre  C. 


Corollaire  IV. 

97.  S 1 deux  lignes  droites  Mm,  Nn  , parallèles  en- 
tr elles  , font  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  les 
Hyperboles  oppofées  , & rencontrent  une  afymptote  aux 
points  H , L;  je  dis  que  les  reétangles  MH  ?<  Hmt 
N L k La,  feront  égaux  entr’eux.  Car  prolongeant  / s’il 
eft  néceflarre  , ces  deux  lignes , jufqu’à  ce  qu’ elles  ren- 
contrent l’autre  afymptote  aux  points  h , l ; les  parties 
% , MH , mh  , & N L,  ni,  feront  égales  * entr’clles  : & 

rt'  partant , puifque  H MxMh  — L N x NI,  il  s’enfuit  qne 

MH  x H m = N Lx  Ln. 

A 

PROPOSITION  V.  * 

Problème. 


Fie  4!»  p8.  S 1 l'on  mène  par  deux  points  quelconques  M , N , 

d'une  Hyperbole  ou  des  Hypei  boles  oppofées,  deux  droi- 
tes MH  , N L , parallèles  entr  elles  & terminées  par  un 
afymptote  , & deux  autres  droites  Mh,  NI,  auffi  parallèle J 
entr  elles,  & terminées  par  l'autre  afymptote  ; je  dis  que. 
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Us  rtüanghs  HM  x Mh  , NL  x NI , font  égaux  mtr' eux. 

Cette  Propofition  fe  prouve  de  la  même  maniéré  que 
la  précédente , & il  n’y  a rien  à changer  dans  la  demonf- 
tration. 

Corollaire  I. 

99.  S 1 les  droites  M H,  M h , & N L,  NI,  font  pa- 
rallèles aux  deux  afymptores  ; il  cft  clair  que  les  paral- 
lélogrammes MH  Ch , N L Cl , auflî  bien  que  les  trian- 
gles CHM , C L N , qui  en  font  les  moitiés , font  égaux 
entr’eux  ; puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  HMh,  LNl , font  réciproque- 
ment proportionnels. 

Corollaire  IL 

100.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  , il  elt  vifible  que  C H x H M = 
CL  x LN  ; puifque  dans  cette  fuppofition  Al  h = C H ,Sc 
Nl  = CL  : c’cft-à-dire  , que  fi  l’on  mené  par  deux  points 
quelconques  M , N , de  l’une,  ou  des  Hyperboles  op- 
jïofées , deux  droites  MH , N L,  parallèles  à l’une  des 
afymptores  , & terminées  par  l’autre  ; les  rectangles 
C H x H M,  CLx  L N , feront  toujours  égaux  entr’eux  : 
& qu’ainfi  CH.  CL  ::  L N.  MH. 

Corollaire  III. 

roi.  Puisque  l’extrémité  A du  premier  axe^  efS 
un  des  points  de  l’Hyperbole  , & que  la  ligne  AD , qui 
coupe  en  G,  l’afymptote  CG , eft  parallèle  à l’autre  afymp- 
„ tore  Cg  ; il  s’enfuit  * que  le  re&angle  CHx  H M fera 
* . toujours  égal  au  même  reitangle  CG  x GA , ou  * au  quar- 

ré  CG  , c’eft-à-dire,  félon  la  définition  1 2',  à la  puifTance 
de  l’Hyperbole.  Si  donc  l’on  nomme  la  donnée  CG , m ; 
& les  indéterminées  CH,  x-,  HM  ,y  ; on  aura  toujours 
CH  x H M (x  y)  = CG  ( m m ).  Or  comme  cette  pro- 
priété convient  également  à tous  les  points  des  Hyper- 
boles oppofées , & qu’elle  en  détermine  la  pofition  par 


F 1 g.  41. 


* Art.  100. 

* Art.  88. 
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rapport  K fcs  afymptotcs  ; il  s’enfuit  que  l’équation 
xy=smm  en  exprime  parfaitement  la  nature  par  rap- 
porc  à fcs  afymptotes. 

Corollaire  IV. 

102.  Il  fuit  de  ce  que  HM  ( y)  = ~ , que  plus  CH 

( x ) augmente  , plus  au  contraire  H M (y)  diminue  ; de 
forte  que  CH  (x)  étant  infiniment  grande  , HM  (y) 
fera  alors  infiniment  petite  , c’eft- à-dire,  nulle  ou  zéro. 
D’où  l'on  voit  que  l’Hyperbole  A M , 6c  fon  afymptote 
CH  (étant  prolongées)  s’approchent  de  plus  en  plus, 
de  forte  qu’cnfin  leur  diftance  devient  moindre  qu’au- 
cune donnée  ; & que  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais rencontrer  , puifqu’ellcs  ne  fc  joignent  que  dans 
l’infini  où  l’on  ne  peut  jamais  arriver.  Il  en  eft  de  même 
pour  l’autre  afymptote  Cg. 

Corollaire  V. 

103.  Entrh  toutes  les  lignes  qui  partent  par  le  cen- 
tre C,  i°.  Celles  qui , comme  A a , tombent  dans  les  an*.  * 
gles  faits  par  les  afymptotcs  du  côté  des  Hyperboles,  ren- 
contrent chacune  des  Hyperboles  oppofoes  en  un  feul 
point  A , ou  a ; & étant  prolongées , elles  partent  au  dedans 

de  ces  Hyperboles.  Car  à caufe  des  angles  GCA , gCA , & 
de  leurs  oppofés  au  fommet , il  eft  clair  que  la  ligne  A-i , 
s’éloigne  de  plus  en  plus  de  l’un  & de  l’autre  afymptote; 
au  lieu  que  les  Hyperboles  oppofées  s’en  approchent  tou- 
jours * de  plus  en  plus.  20.  Celles  qui , comme  B b , tom- 
bent dans  les  angles  d’à  côté  , faits  aufti  par  les  afympto-  ”, 
tes,  ne  peuvent  jamais  rencontrer  las  Hyperboles  oppofées, 
quoiqu’on  les  prolonge  à l’infini  ; puifqu’aucun  des  points 
des  Hyperboles  * ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 

D’où  l’on  voit  * que  tous  les  premiers  diamètres  , tom- 
bent dans  las  angles  faits  par  les  afymptotes  du  côté  des 
Hyperboles , & que  les  féconds  tombent  dans  les  angles 
d’a  côté.  — 
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1 1 

Corollaire  VI. 

1 ' • • * 

104-  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  H , de  Fie.  4*. 
lune  des  afymptotes  CE , une  parallèle  HM , à l’autre 
Ce  ; elle  ne  rencontrera  l’Hyperbole  qu’en  un  feu!  point 
M ; & étant  continuée  , elle  pafi’cra  au  dedans.  Car  fa 
diftancc  de  Ce,  demeure  par-tout  la  même,  au  lieu  que 
l’Hyperbole  s’en  approche  * toujours  de  plus  en  plus.  * Art.  foi. 

Corollaire  VII. 

10^.  T~)e-la  il  cft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque AI,  d’une  Hyperbole,  Ton  mene  deux  droite» 
indéfinies  MH  ,Mh  , parallèles  a fes  afymptotes  Ce,  CE. 

i°.  Tous  les  points  de  l’Hyperbole  qui  lui  cft  oppofée, 
tomberont  dans  l’angle  H Mh  ; puifqu’ils  tombent  tous  * * Are.  <>!. 
dans  l’angle  fait  par  fês  afymptotes  , lequel  eft  renfermé 
dans  l’angle  H Mh. 

2°.  Les  deux  portions  de  l’Hyperbole  , tomberont  dans 
les  deux  angles  à côte  de  celui-ci  ; ainfv  aucun  de  fes  points 
ne  tombera  dans  l’angle  oppofe  au  fommcc  à l’angle 
HMk. 

y.  Toutes  les  lignes  qui,  comme  MF,  tombent  dans  l’an- 
gle HMh,  rencontrent  (étant  prolongées  du  côté  de  F) 
l’Hyperbole  oppolec  en  un  point  Nr6c  paffent  au  dedans  j. 
puisqu'elles  s’écartent  de  plus  en  plus  des  droites  MH, 

Mh & par  confisquent  de  fes  deux  afymptotes  qui  leur 
font  parallèles  r mais  étant  prolongées  de  l’autre  côté  du 
point  M,  elles  entrent  au  dedans  de  l’Hyperbole  qui  paflb 
par  ce  point , & ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

4°.  Toutes  les  lignes  qui , comme  E e , tombent  dans 
les  angles  à côté  de  l’angle  H Mh  , rencontrent  les  deux 
afymptotes  de  l’Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  M;  ainft 
lorfqu’ elles  paflent  au  dedans  de  l’une  de  fes  portions , 
elles  la  rencontrent  néccflairemcnt  en  quelque  point  N , 
puifqu’elles  vont  rencontrer  l’afymptotc  qui  tombe  an. 
dehors  de  cette  portion» 
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Corollaire  VIII. 


ic6.  i°.  S i l'on  mène  par  un  point  quelconque  M , 
d’une  Hyperbole , une  ligne  droite  Ff , qui  rencontre 
l’une  de  fes  afymptotes  au  point  F , & l'une  des  afymp- 
totes  de  l’Hyperbole  oppofée  au  point  f\  & qu’on  la 
prolonge  en  N,  en  forte  que  fN,  foit  égale  à FM:  je 
dis  que  le  point  N , fera  à l’Hyperbole  oppofée.  Car 
la  ligne  Ff,  tombe  dans  l’angle  H Mh  , & rencontre 
par  conféquent  l’Hyperbole  oppofée  en  quelque  point 
N , comme  l’on  vient  de  démontrer  dans  le  Corollaire 
An.  95.  précédent.  Donc  *,  &c. 

2°.  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  M , d’une 
Hyperbole  , une  ligne  droite  E e,  terminée  par  fes  afymp- 
totes, & qu’on  prenne  fur  cette  ligne,  la  partie  e N,  égale 
à EM:  je  dis  que  le  point  N , fera  encore  l’un  des 
points  de  cette  Hyperbole.  Car  menant  MH , paral- 
lèle à l’afymptote  C e , & terminée  par  l’autre  en  H , fi 
l’on  prend  fur  cette  autre  afymptotc  , la  partie  CL , égale 
k H E , & qu’on  tire  L N,  parallèle  h H M ; on  a dé- 
montré dans  l’article  104  qu’elle  rencontrera  l’Hyperbole 
en  un  point  iV,  & dans  l’article  100,  que  ce  point  fera 
tel  que  CLoaH  E . H M::  CH  ou  EL.  LN  ; d’où  l’on 
voit  que  la  ligne  L N , rencontre  l’Hyperbole  dans  le 
même  point  où  elle  rencontre  la  droite  E e.  Mais  à caufe 
des  parallèles  HM , LN,  il  çll  clair  que  e N = E M , 
puifque  ÇL=HE.  Donc  , &ç. 

PROPOSITION  VI. 


Fig.  45* 


Problème, 

107.  D ’un  point  donné  M , fur  une  Hyperbole  dont 
les  afymptotes  CE,  Ce,  font  données  } mener  la  tangente 
DMd  ; & démontrer  qu’on  n’en  peut  mener  qu’une  feule. 

Ayant  mené  du  point  donné  M , une  parallèle  MH , 
à l’une  des  afymptotes  Ce  , & terminée  par  l’autre  CE , 
au  point  H ; on  prendra  fur  cette  afymptotc , la  partie 

HH, 
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TT  D égale  k H C -,  on  tirera  par  le  point  donné  AT,  la 
droite  D AT,  qui  rencontre  l’afymptote  Ce  en  un  point  d. 
Je  dis  en  premier  lieu , que  cette  ligne  D Aid , touchera 
J’Hyperhoïc  au  point  AT. 

Car  k caufe  des  triangles  femblables  C D d , H D AT; 
la  ligne  Dd , terminée  par  les  afymptotcs  , ell  diviféc 
en  deux  parties  égales  par  le  point  AT,  de  môme  que 
CD  , l’eft  en  H.  Or  s’il  étoit  pofliblc  qu’elle  rencontrât 
l’Hyperbole  en  un  autre  point  O,  il  eft  clair  que  üd, 
feroit  * égale  k AID , & par  conféqucnt  k Aid , c’eft-k- 
dire  , la  partie  au  tour  ; ce  qui  ne  pouvant  être  , il  s’enfuit 
que  la  ligne  D Aid,  ne  peut  rencontrer  l’Hyperbole, 
qu’au  fcul  point  AT.  De  plus  , fi  elle  pafToit  au  dedans, 
comme  h ligne  Ee,  il  eft  vifiblc  qu’elle  rencontrerait 
la  portion  de  l’Hyperbole,  au  dedans  de  laquelle  elle  paf- 
feroit  en  quelque  point  N ; puifqu’clle  iroit  rencontrer 
en  un  point  e , l’afymptote  Ce , qui  tombe  * au  dehors  de 
cette  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  D d , ne 
rencontre  l’Hyperbole , qu’au  feul  point  M,  & qu’elle 
n’entre  point  au  dedans  ; c’cft-à-dire , qu’elle  eft  tangente 
en  ce  point. 

Je  dis  en  fécond  lieu  , qu’il  n’y  a que  la  feule  ligne 
D Aid , qui  puifle  toucher  l’Hyperbole  au  point  AT  j car 
fi  l’on  prend  fur  l’afympfote  CE,  la  partie  HE  , plus 
grande  ou  moindre  que  H D , &c  qu’on  tire  par  le  point 
donné  AT,  la  droite  E AT , qui  rencontre  l’autre  afymp- 
tote  Ce,  au  point  e , il  eft  clair  k caufe  des  parallèles 
AT  H , Ce  ,quc  AIE  fera  plus  grande  ou  moindre  que 
Ale  ; puifquc  HE  a été  prife  plus  grande  ou  moindre 
que  HD  ou  que  H C.  Or  cela  pofé  , fi  l’on  prend  fur 
la  plus  grande  partie  Aie  , le  point  N , en  forte  que 
N e foit  égale  k AT  E , il  eft  évident  que  ce  point  * 
fera  encore  k l’Hyperbole,  & qu’ainfi  la  ligne  Ee  , 
ne  la  touchera  point  au  point  AT.  Ce  qui  reftoit  k dé- 
montrer. 


* Art.  95. 


* Art * 91. 


* Art,  to  6. 
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Remarque.  ‘ 

108.  O n a démontré  dans  l’arr.  102  , que  plus  CH 
devient  grande  , plus  au  contraire  H M diminue  ; de 
forte  que  CH  étant  infiniment  grande,  HAÏ  devient 
infiniment  petite,  c’eft-à-dire  , nulle  ou  zéro.  Or  CH 
étant  infiniment  grande  , H D (qui  lui  eft  égale)  la  fera 
auffi-;  & par  conféquent  les  lignes  AID.,  HD  , qui  ne  fc 
rencontrent  que  dans  l’infini , pouvant  être  regardées 
comme  parallèles , tomberont  l’une  fur  l’autre , puifque 

• le  point  M fe  confond  alors  avec  le  point  H : c’eft- 
k-dire  , que  l’afvmptote  CE,  étant  prolongée  à l’infini, 
auflibicn  que  fHyperbole-,  peut  être  regardée  comme 
une  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité.  Il  en  eft 
de  même  de  l’autre  afymptote  Ce,  laquelle  peut  être 
regardée  comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans  fon 
* autre  extrémité. 

D’où  l’on  voit  que  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  tangentes  infinies  , qui  touchent 
les  Hyperboles  oppofées  dans  leurs  extrémités. 

Corollaire  I. 

109.  Comme  il  n’y  a que  la  feule  ligne  DMdr 
laquelle  étant  terminée  par  les  afymptotes  , foit  coupée 
çn  deux  parties  égales  au  point  M ; il  s’enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D Aid , terminée  par  les  afymptotes  d’une 
Hyperbole , la  rencontre  en  un  point  Al , qui  coupe  cette 
ligne  droite  en  deux  parties  égales  ; elle  fera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  que 
fi  une  ligne  droite  D Aid , terminée  par  les  afymptotes. 
d’une  Hyperbole  , la  touche  .en  un  point  M ; elle  fera 
coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Corollaire  II. 

Fie.  44.  11  o.  Si  par  le  point  touchant  M d’une  tangente 

quelconque  D Aid,  terminée  par  les  afymptotes  CL  „ 
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Cl,  d’une  Hyperbole,  l’on  mène  un  premier  diamètre 
MCrn  ; & que  par  le  point  m , où  il  rencontre  l’Hyper- 
bole oppofée,  l’on  tire  une  parallèle  E e , k la  tangente 
Dd , terminée  par  les  afymptotcs  aux  points  E , e : je  dis 
que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.  Car  les  trian- 
gles CMD , CmE , feront  fcmblables  6c  égaux,  puifquc  * 
CM  eft  égal  k Cm.  La  ligne  mE  , fera  donc  égale  à 
M D.  On  prouvera  de  même  ( à caufc  des  triangles  fem- 
blables  & égaux  CMd , Cmt ) que  m e eft  égale  kM D. 
C’cft  pourquoi  la  ligne  Et  eft  divifee  en  deux  également 
au  point  m ; puifque  D d l’eft  au  point  M.  Et  par  con- 
féquent  elle  fera  tangente  en  m. 

D’où  l’on  voit  que  les  tangentes  D d , Et , qui  paflent 
par  les  extrémités  d’un  premier  diamètre  quelconque  Mm, 
forft  parallèles  entr’elles  ; & de  plus  égales , lorfqu’cllcs 
font  terminées  par  les  afymptotcs. 

Définitions. 

S’il  y a deux  diamètres  Mm,  iS’jjdont  l’un  S s , foit 
parallèle  aux  tangentes  qui  païïent  par  les  extrémités  de 
l’autre  Mm\  6c  de  plus  terminé  en  S , s , par  les  droites 
MS,  Ms,  menées  de  l’une  des  extrémités  M du  dia- 
mètre Mm  , parallèlement  aux  afymptotes  : ces  deux 
diamètres  Mm  ,S s,  feront  appelles  enfemblc  Conjugues. 

* *4- 

Les  lignes  droites  menées  des  points  des  Hyperboles 
oppofées  parallèlement  à l’un  des  diamètres  conjugués , 
& terminées  par  l’autre  , font  nommées  Ordonnées  à cet 
autre.  Ainfi  NO , eft  une  ordonnée  au  diamètre  Mm. 

M* 

Si  l’on  prend  une  troifieme  proportionnelle  à deux 
diamètres  conjugués  , elle  fera  le  Paramètre  de  celui  qui 
eft  le  premier  terme  de  la  proportion. 

I ii 


Art. 


Art.  10  j. 


IG.  44. 
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CoROLLAIRH  I. 

m.  La  définition  13e  convient  aux  deux  axes  j 
puifque  félon  l’article  84,  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux. 
tangentes  qui  paffent  par  l’extrémité  du  premier;  & que 
de  plus,  félon  la  définition  11e,  il  eft  terminé  par  deux 
droites  i.._nées  de  l’une  des  extrémités  du  premier  axe , 
parallèlement  aux  afymptotes.  D’où  l’on  voit  que  les  * 
• deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  diamètres 

conjugués  qui  font  entr’eux  des  angles  droits. 

Corollaire  II. 

11 2.  Comme  le  diamètre  S Cs,  efl  parallèle  h.la  tan- 
gente D Md,  qui  paffe  par  l’une  des  extrémités  M du  dia- 
mètre M Cm,  de  que  cette  tangente  rencontre  le?  deux 
afymptotes  • C D , Cd,  de  l’Hyperbole,  qui  paffe  par  le 
point  M il  s’enfuit  qu’il  tombe  dans  les  angles  h côté 
de  l’angle  D Cd , fait  par  les  afymptotes  de  cette  Hyper- 

• bole  ; de  qu’ainfi  c’eft  un  fécond  diamètre. 

D’où  l’on  voit  qu’entre  deux  diamètres  conjugués- 
M Cm  , S Cs  j il  y en  a toujours  un  premier  Mm , & un 
. fécond  S s. 

Corollaire  III. 

1 13.  Le  fécond  diamètre  S Cs , eft  coupé  par  le  mi- 
lieu au  centre  C,  & de  plus  égal  ù la  tangente  D Md 
qui  paftant  par  l’une  des  extrémités  M du  premier  dia- 
mètre Mm  , qui  iui  eft  conjugué  , eft  terminée  par  les 
afymptotes.  Car  à caufc  des  parallèles  MS , Cd,  & Ms, 
CD  ; il  eft  clair  que  CS  eft  égale  k Md , &c  Cs  à MD. 

*■  JOO>  Or  D Md,  eft  divifée  * en  deux  parties  égales  au  point, 
touchant  M.  Donc , &c. 

Corollaire  IV. 

n*  D hux  diamètres  conjugués  Mrn  , S s , étant 
! donnés , & ftachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 

mètre ; il  ne  faut  pour  avoir  les  afymptotes  CD , C d.  que 
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tner  par  le  centre  C,  des  parallèles  aux  deux  droites 
A/S , Ms , menées  de  l’une  des  extrémités  M , du  pre- 
mier diamètre  Mm.,  aux  deux  extrémités  S , s,  du  fé- 
cond. 

Et  réciproquement  les  deux  afymptotes  CD  , Cd, 
d’une  Hyperbole  étant  données , avec  l’un  de  fes  points 
M\  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju- 
gués MCm  , SCs , que  tirer  MH  parallèle  à l’une  des 
afymptotes  Cd , qui  rencontre  l’autre  afymptote  CD  en 
H ; & l’ayant  prolongée  en  S , en  forte  que  H S foie 
égale  à H M , mener  les  droites  C Al , CS.  Car  tirant 
M D parallèle  à CS , il  eft  clair  k caufe  des  triangles 
Semblables  CHS , AI  HD  , que  HD  eft  égale  k HC-, 
puifque  MH  cft  égale  k HS)  & qu’ainfi  * MD  eft  * a frt . 
tangente  en  M:  d’où  il  fuit  félon  la  définition  13e,  que 
les  lignes  CM , CS , font  deux  demi-diametres  conju- 
gués. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  diamerres  conjugués 
Mm , S s , étant  donnés  de  pofition  de  de  grandeur,  & 
fçaehant  de  plus  lequel  des  deux  eft  un  premier  diamètre; 
on  a les  deux  afymptotes  CD , Cd,  avec  l’un  des  points 
M , de  l’une  des  Hyperboles  oppofées. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CD  , Cdr 
d’une  Hyperbole  étant  données  , avec  un  de  fes  points 
M ; on  a deux  de  fes  diamètres  conjugués  Mm  , S s , de 
pofition  & de  grandeur  ; & l’on  fçait  lequel  des  deux  eft 
un  premier  diamètre;  fçavoir*  celui  qui  pafle  par  le  poinc 
donné  M. 

• CoROtLAIRE  V. 

«vU*  fécond  diamètre  SCs  , étant  donné  de 
pofition,  pour  en  déterminer  la  grandeur,  & trouver  le 
premier  diamètre  Mm  , qui  lui  eft  conjugué  ; on  lui  mè- 
nera par-tout  où  l’on  voudra  au  dedans  de  l’angle  fait 
par  les  afymptotes  , une  parallèle  L l , terminée  par  les 
afymptotes  en  L,  /;  & par  fon  point  de  milieu  O , le 
premier  diamètre  C O , qui  rencontrera  l’Hyperbole  en 
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un  point  A /;  par  lequel  ayant  tiré  les  droites  MS  , Ms, 
parallèles  aux  afymptotes  ; il  eft  clair,  félon  la  définition 
13',  que  les  points  S.,  s,  où  elles  rencontrent  le  fécond 
diamètre  SC  s , donné  de  pofition  , en  déterminent  la 
grandeur,  & que  le  premier  diamètre  MCm  lui  eft 
conjugué.  Car  menant  par  le  point  M , la  ligne  L)  d , 
parallèle  à L l , & terminée  par  les  afymptotes , elle  fera 
coupée  en  deux  également  au  point  M\  puifquc  Ll , 

* Art.  109.  i’eft  au  point  O : & partant  * elle  fera  tangente  en  M. 

Dc-là , il  eft  évident  qu’un  fécond  diamètre  SCs, 
érant  donné  de  pofition  , fa  grandeur  eft  déterminée  en 
forte  qu’il  ne  peut  en  avoir  qu’une  feule  ; comme  auftï  la 
grandeur  & la  pofition  du  premier  diamètre  Mm , qui  lui  * 
eft  conjugué. 

Corollaire  VI. 

11 6.  Un  fécond  diamètre  SCs  , étant  donné  de 
pofition  & de  grandeur , avec  fon  paramétré  , & la  pofi- 
tion de  fes  ordonnées  ; il  fera  facile  de  trouver  de  pofi- 
tion & de  grandeur  le  premier  diamètre  MCm,  qui 
lui  eft  conjugué , avec  fon  paramètre.  Car  ayant  mené 
par  le  centre  C,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées 
du  diamètre  Ss,  on  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M , m,  également  éloignés  de  part  <5 c d’autre  du  centre 
C , en  forte  que  Mm  , foit  égale  à la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  fécond  diamètre  S s fon  paramètre. 

Puis  ayant  trouvé  une  troifieme  proportionnelle  aux  deux 
ligues  Mm,  Ss,  il  eft  clair,  félon  les  définitions  14  & 1^, 
que  Mm  , fera  le  premier  diamètre  conjugué  aû  diame- 
. tredi  r,  & qu’il  aura  pour  fon  paramètre  cette  troifieme 
proportionnelle. 

PROPOSITION  VII. 

Théorème. 

Fig.  44.  1 17.  Le  quant  d' une  ordonnée  quelconque  ON , au. 

premier  diamètre  Mm,  ejl  au  rectangle  de  M O par  Om, 
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parties  de  ce  diamètre  prolongé  ,•  comme  le  quarré  de  Jon 
conjugué  S s,  e/l  au  quarré  de  ce  premier  diamètre  M ni. 

■ - ■ - 1 — 1 > 

Il  faut  prouver  que  UN  . M O x O m : : S s . Mm. 

Ayant  mené  par  l’une  des  extrémités  M , du  premier 
diamètre  Mm  , une  parallèle  D d au  fécond  diametre 

5 s , terminée  par  les  afymptotcs  ; elle  fera  tangente  en 

M , félon  la  définition  13'.  Et  par  conféquent  * elle  fera  * Art.  îcy. 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  : c’cft  pourquoi , 
fi  l’on  prolonge  l’ordonnée  O N ( qui  félon  la  définition 
14  , eft  parallèle  au  diametre  Ss)  de  part  & d’autre  du 
diametre  Mm , elle  rencontrera  les  afymptotes  en  deux 
points  L , l , qui  feront  également  éloignés  de  part  & 
d’autre  du  point  O.  Cela  pofé,  foient  nommées  les  don- 
nées CM,  ou  Cm , f,  CS,  ou  Cs,  ou  * MD  , ou  MJ,  c;  * Art.  » 1 j. 

6 les  indéterminées  C O , x ; O N,  y ; on  aura  à caufe 
des  triangles  femblablcs  CMD , COL  ; cette  proportion: 

CM(t).  MD  (c)  ::  CO(x).  OL  ou  Ol= c-f.  Donc 
I.VouIO  + ON  = cf±:y,  gf.  NI  ou  OlZf.  N O 
— cj  +/;  & partant  L NxNl  — — yy  — 'DMxMJ  * Are.  90, 

=cc.  D’où  il  fuit  que  ON  ( yy ) . MO  x Om  (xx — tt ) : t 

S s (4  cc).Mm  (4  tt).  Puifqu’en  multipliant  les  Extrê- 
mes & les  Moyens,  on  trouve  a,ttyy= 4c exx  — 4 ccttr 
c’eft-k-dire  (en  divifant  par  ^tt , & tranfpofant  h l’ordi- 
naire) l’équation  meme  précédente  — yy=cc.  Ce 

qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire  Générai. 

ir8.  Il  cft  vifible  que  ce  qu’on  a démontré  dans  la 
Fropofition  fécondé  * , par  rapport  aux  deux  axes  Aa,  * Art.  jy, 
B b s’étend  par  le  moyen  de  cette  Propofition  à deux 
diamètres  conjugués  quelconques,  Mm,  S s.  Or  comme 
les  articles  80,  81,  82,  83,  84  & 8^,  fc  tirent  de  la 
fécondé  Propofition,  & fubfiftent  également,  foit  que 
l’angle  AC  B , foit  droit  ou  qu’il  ne  le  foit  pas  ; il  s’en- 
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fuit  que  fi  l’on  fuppofedans  ces  articles  que  les  lignes  Aa, 

B b , au  lieu  d'être  les  deux  axes,  foient  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  , ces  artides  feront  encore  vrais 
dans  cette  fuppofuion  : car  leur  démonftration  demeure 
toujours  la  même  ; & il  ne  faut  pour  s’en  convaincre 
entièrement,  que  les  relire  en  mettant  par -tout  où  fe 
trouve  le  mot  d 'Axe , celui  de  Diamètre. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème. 

1 1 9.  Soient  deux  tangentes  quelconques  DE , FG, 
d'une  Hyperbole  M A , terminées  par  les  ajymptotes  , & 
qui  s' entrecoupent  en  un  point  O-;  je  dis  que  les  côtés  des 
triangles  C D E , C F G , autour  de  t angle  C , font  réci- 
proquement proportionnels. 

Il  faut  prouver  que  CD  . CF::  CG  . CE. 

Ayant  mené  par  les  points  touchans  M , A , les  paral- 
lèles MH , A L j à l’afymptotc  CG  ; il  eft  clair  à caufe  . 
des  triangles  femblables  CD  E , H D M , que  C D eft 
double  de  CH , & CE  double  de  HM  ; puifquc  D E 
eft  * double  de  D M.  Et  à caufe  des  triangles  fem- 
blables CFG,  L FA , que  CR  eft  double  de  CL , & CG 
double  de  LA  ; puifque  F G , eft  double  de  FA  Or  * 

C H . CL  ::  LA.  H M.  Et  partant  fi  l’on  prend  le  dou- 
ble de  chaque  terme,  on  aura  2 CH  ou  CD.  2 CL  ou 
ÇF::  îLAou  CG.  2 H Mou  CE.  Ce  qu'il  fallait  ,^c. 

Corollaire. 

1 20.  T l fuit  de  cette  Propofition  que  les  droites  DG, 

F E , font  parallèles  entr’elles.  D’où  il  eft  évident  : 

i°.  Que  les  triangles  C DE , CFG,  font  égaux  ; car 
les  triangles  F D E , FGE  , qui  ont  la  même  bafe  F E , 

& qui  font  entre  les  mômes  parallèles  DG,  F E , font 
égaux  ; & partant , fi  l’on  ajoute  de  part  & d’autre  le 

• même 
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même  triangle  CFE , on  formera  les  triangles  C DE , 

CFG , qui  feront  égaux  entr’eux. 

2°.  Que  la  ligne  D E,  eft  coupée  en  même  raifon 
aux  pointsJtf , O , que  la  ligne  F G l’eft  aux  points  A , O. 

Car  menant  par  les  points  touchans  la  droite  MA,  il  eft 
clair  qu’elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  DG,  F E j 
puifqu’elle  coupe  par  le  milieu  les  droites  DE,  F G , 
renfermées  entre  ces  parallèles. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème, 

ni.  Si  par  un  point  quelconque^.  d’une  Hyperbole,  TiG.4tf  St  47. 
Von  mene  une  ordonnée  MP  à tel  de  fes  diamètres  ha.  que 
l’on  voudra,  & une  tangente  M T qui  le  rencontre  en  T ; je 
dis  que  C P.  C A : : C A . C T.  en  obfervant  que  les  points 
P,  T,  tombent  dit  même  côté  du  centre  C,  lorfque  la  ligne  Aa 
ejl  un  premier  diameire  i & au  contraire  qu'ils  tombent  de 
part  & d’autre  du  centre,  lorjque  ceft  un  fécond  diamètre. 

Premier  cas.  Lorfque  la  ligne  A a eft  un  premier  dia-  F 1 a.  4 6. 
métré.  On  prolongera  la  tangente  M T jufqu’a  ce  qu’elle 
rencontre  les  afymptotcs  CÙ  , CG  , aux  points  D,  E ; 

& l’ordonnée  PM,  jufqu’k  ce  qu’elle  rencontre  l’afymp- 
tote  CD  au  point  on  mènera  enfuite  par  le  point  A la 
ligne  AK , parallèle  à D E , qui  rencontre  l’afymptote 
CG  au  point  K , & la  tangente  P G terminée  par  les 
afymptotcs , qui  fera  parallèle  * à PM,  & qui  rencontre  * Déf.  14. 
au  point  O l’autre  tangente  D E. 

Cela  pofé , AP  eit  à AC,  ou  F N a FC,  en  raifon  com- 
pofée  de  F N k PD,  ou  de  OM  à OD,  ou  * de  OA  à OG,  * Art.  1 1«. 
ou  de  EXk  EG,  & àeFD  à P C,ou  " de  E G a E C.  Or  AT  * Art.  1 10. 
elt  k TC,  ou  KE  k EC,  en  raifon  compofée  de  EK  k EG, 

& de  EG  k EC.  Donc  AP.  AC  : : AT.  TC.  puifque  les 
raifons  compofantes  de  ces  deux  raifons  font  les  mêmes;  & 
par  conféqucnt  AP AC  ou  CP.  CA::  AT -\-TC o\i 
CA.  CT.  Ce  qui  étoit propoj'c  en  premier  lieu. 

K 
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p,,  47.  Second  cas.  Lorfque  la  ligne  Au  eft  un  fécond  dia- 
mètre. Ayant  mené  par  le  centre  C la  ligne  C K paral- 
lèle à l’ordonnée  P M , oui  rencontre  l’Hyperbole  au 
point  B , & la  tangente  M 1\ ni  poinr  R , 6c  par  le  point 
touchant  M la  ligne  MK  parallèle  à A a ; il  eft  clair 
que  C B fera  le  premier  demi  - diamètre  conjugué  au. 
fécond  A a , & qu’ainli  M R fera  ordonnée  h ce  diamètre. 

Cela  pofé,  fi  l’on  nomme  les  données  CA  ou  Ca,  tÿ 
CB  , c ; ôc  les  indéterminées  CP  ou  MK,  x ; PM 
ou  CK , y ; on  aura  félon  ce  qu’on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  CR  = y ; & partant  RK  ou  CK 
— CR  — yA^-cd.,  Or  les  triangles  femblables KRMf 
CR  T , donnent  IC R (^f~)  - R C (e-‘)  : : MK  (x) .. 
C T = en  mettant  pour  y y — cc  fa  valeur 

* Art.  So  & —,7"  tirée  de  ce  que  yy=  * + c»  C’eft-à-dirc. 

que  CP.  CA  ::  CA  . C T.  Ce  qui  refait  à démontrer.. 

PROPOSITION  X. 

Théorème- 

Fig.  48  te  122.  S i par  un  point  quelconque^.  d’une  Hyperbole 
4 y.  qui  a pour  centre  le  point  C , ou  même  une  ordonnée  M P 

à l’un  ou  à l'autre  axe  Aa,  & une  perpendiculaire  M G 
à la  tangente  M T , laquelle  gaffe  par  iVl  : je  dis  que  C P 
fera  toujours  à P G en  la  raijon  donnée  de  l’axe  Aa  à 
fan  Paramètre. 

Car  nommant  le  demi-axe  C A ou  Ca , t } & les  indé- 

* Art.  m.  terminées  CP  ,x  ; PM  ,y  ; on  aura  * CT  = j ; & par- 

tant P T=  ***“  » félon  quc  A a c(t  le  premier  ou  le 
fécond  axe.  Or  les  triangles  rcciangles  femblables 
TP  M,  MB  G,  donnent  TP  (— x— ).  PM(y)::PM 
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(ï)-  PG  ~77iît'  D’où  l’on  tire  cette  proportion  CP 
(*)PG  (~^7)  "GP  ( xx  + tt).~PM\yy ). 

puifqu’en  multipliant  les  moyens  & les  extrêmes  , on 
trouve  le  même  produit  xyy.  Mais  CP  éf.  C A cft  à 

PM  , comme  * l’axe  A a cft  k fon  paramétré.  Donc 
CP  eft  aufli  à P G en  cette  même  raifon.  Ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

PROPOSITION  XI. 

Théorème. 

123.  Si  d'un  point  quelconque  M d'une  Hyperbole , 
T on  tire  à fis  deux  foyers  F , f , les  droites  M F , M f ; je 
dis  que  la  tangente  MT,  qui  pajfe  par  ce  point  M , dl- 
\ije  en  deux  également  l’angle  FMf. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD , fj  , fur 
la  tangente  M T ; le  premier  axe  A a , qui  pafl'e  par  les 
foyers  F , f,  & qui  rencontre  la  tangente  en  T;  & l’or- 
donnée MP , k cet  axe  : on  nommera  les  données  CA 
ou  Ca,  t\  CF  ou  Cft  m ; & l’indéterminée  CP,  a r. 

L’on  aura  MF*  — f).  ::  FF  ou  CF 

(m)  — CF*  • Tf  ou  Cf  (mi)  -+-  CT  . puifqu’en 

mulipliant  les  extrêmes  & les  moyens  , on  forme  le 
même  produit.  Or  les  triangles  re&angles  fcmblables 
TFD,  T f d,  donnent  T F Tf::  FD.fd.  L’hypothé- 
nufe  MF  du  triangle  redangle  MD  F , fera  donc  k 
l’hypothénufe  M/ du  triangle  redangle  Mi/,  comme 
le  côté  D F eft  au  côté  i/j  & par  conféquent  ces  deux 
triangles  feront  femblablcs.  Donc  les  angles  F MD 
fMl , qui  font  oppofés  aux  côtés  homologues  D F,  df, 
feront  égaux  entr’eux.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

9 • • 

Kij 


* Art.  8 1. 


Fie.  50. 


* Art.  78. 

* Art,  m. 
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124.  De-ia  il  eft  évident  que  la  tangente  MT,. 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & d’autre  du  poinr 
touchant  M , laifle  l’Hyperbole  A M,  toute  entière  du 
côte  de  fon  foyer  intérieur  F.  Et  comme  cela  arrive  tou- 
jours en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu’on  prenne 
le  point  M,  il  eft  vifible  qu’elle  fera  concave  dans  toute 
fon  étendue  autour  de  fon  foyer  intérieur  F.. 

PROPOSITION  XII. 

Théorème. 

i-2<.  La  diffin.net  des  quarrés  de.  deux  diamètres- 
conjugués  quelconques  Mm,  Ss,  ejl  égale  a la  différence 

des  quarrés  des  deux  axes  A a-,  B b.  ^ 

Il  faut  prouver  que  CS  — CM  = CB  CA  , ou 

que  CM  — CS  =CA  — CB  • 

. Si  l’on  mène  les  droites  MS,  AB , elles  feront  * paral- 
lèles à l’afymptotc  Cg,  & de  plus  coupées  en  deux  éga- 
lement par  l’autre  afymptote  CG,  aux  points  H,  G s 
puifquc  les  lignes  Ms,  A b,  font  parallèle; ià  cette  afymp- 
tote,  & que  les  féconds  diamètres  Ss,  B b ,.  font  cou- 
pés * en  deux  également  au  centre  C : c’ett  pourquoi  h 
l’on  mene  fur  l’afymptote  CG,  les  perpenÿculaire^ A Fr 
BE  ML,  SK,  on  formera  les  triangles  G A t , G nh  „ 
& H ML,  HS  K,  qui  feront  fcmblablcs  & égaux.  Cela 
pofe  foient  nommées  les  données  CG  ou  * GA,  m; 
GE  ou  GF,  a;  AF  ou  B E , b ; & les  indéterminées. 
CH , x;  H M,  y : ce  qui  donne  CE Cr  = 
m — a-  CE  -t- E~B  ouO^mm  + iam  + aa  + Ai,, 
CT'- 1-  FÂ  ou  CA  —mm — 2 am-’c-aa-^-bb.  Et  par- 
rant  Cb' — ~CA==\am.  Or  les  triangles  femblables 
G AF , H ML,  fourniflent  GA  (m) . A F (b)  ::  H M 
(y).  ML  ou  KS  = %:  Et  GA  (m).  G£(a)::  HAZ 
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(y).HLoüHK=‘-£.  DoncCX«=xH-^,  CL=x 

-■i;  CK+KSoul 5'=,,  + ^ + ^ + ^, 
cr+oï^ucÆU^-i^+^+te.  Et 


partant  CS — C7W‘=  — =4<i m , en  mettant  pour  xy 
fa  valeur  * mm.  Donc  C*S  CM.  C 5 — C^4  j Ce  * 

qu’il  falloit  démontrer. 

Si  l’angle  GCg,  fait  par  les  afymptotes  , étoit  aigu, 
au  lieu  que  dans  cette  figure  & le  raifonncment  qui  lui 
eft  approprié,  il  eft  obtus;  Ci7  ferait  alors  plus  grande 
que  CE  , & on  prouverait  de  la  meme  maniéré  que 

CM —CS  — CA  — CB.  Mais  fi  l’angle  GCg  fait  par 
Tes  afymptotes  étoit  droit , il  eft  vifible  alors  que  les  li- 
gnes A B , AÏS,  feraient  perpendiculaires  fur  l’afymp- 
totc  CG  , & qu’ainfi  les  deux  demi- diamètres  conjugués 
CM,  CS,  feraient  égaux  entr’eux,  de  même  que  les 
deux  deini-axcs  CA,  CE.  Or  comme  alors  la  différence 
des  deux  diamètres  conjugués  Mm  , Ss  , eft  nulle  , 
auffi  bien  que  celle  des  deux  axes  Aa,  B b \ il  s’enfuie 
que  cette  Propofition  eft  vraie  dans  tous  les  cas. 

C O R O L L A I R E. 

% 

1.26.  Db-h  il  eft  évident  qu’un  premier  diamètre-' 
quelconque  Mm  , eft  moindre , plus  grand  , ou  égal  au 
fécond  diamètre  S s , qui  lui  eft  conjugué  ; félon  que  l’an- 
gle G Cg,  fait  par  les  afymptotes,  eft  obtus , aigu,  ou 
droit. 

Définition. 

16. 

Les  deux  Hyperbolës  oppofées  font  appellées  Equila- 
teres , lorfque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques font  égaux  entr’eux  ; ou  bien  lorfque  l’angle  fait' 
par  leurs  afymptotes  eft  droit. 
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Corollaire, 

Fig.  I27-  Si  d'un  point  quelconque  M d’une  Hyperbole 

équilatcrc , l’on  mené  une  ordonnée  MP  à tel  de  fes 

* Art.  Si  & diamètres  A a qu’on  voudra , on  aura  * ~MP==~CP  Z+Z 

CA  : Ravoir  — , lorfquc  cft  un  premier  diamètre  • 
& -4-  , lorfque  c’eft  un  fécond.  Car  le  diamètre  conjugué 

* Art.  1x6.  au  diamètre  A a * Jui  fcra  toujours  égal  ' b 

PROPOSITION  XIII, 

Problème. 

ri'--  5?»  54  12%-  Deux  diamètres  conjugues  quelconques  étant 

& 5 5-  donnés , & J jackant  lequel  des  deux  ejl  le  premier  ,•  ou  cc 

* Art.  1 14.  qui  revient  au  meme  , les  afymptotes  CD  , CF,  d'une 

Hyperbole  étant  données , avec  un  de  Jes  points  quel- 
conques M : mener  deux  diamètres  conjugués  A a , B b 
quifajfent  entr’eux  un  angle  égal  à un  angle  donné.  * 
Ayant  coupe  dans  un  cercle  quelconque  qui  a pour 
centre  le  point  o , un  arc  def  capable  de  l’angle  D CF 
fait  par  les  afymptotes  ; on  mènera  par  le  point  de  mi- 
lieu e de  la  corde  df,  la  ligne  cc  qui  ùilc  avec  cette 
corde  de  part  ou  d’autre  l’angle  dec  ou  fec  égal  à l’an- 
gle donné  ; & par  le  point  c , où  elle  rencontre  l'arc  def 
es  droites  cd , cf. Cela  fait , on  prendra  fur  les  afymp- 
totes les  parties  CD,  CF,  égales  aux  cordes  cd,cf;  & 
-ayant  tiré  DF  1 on  mènera  le  fécond  diamètre  B b pa- 
rallèle a cette  ligne,  & le  premier  diamètre  A a qui  paiTe 
par  on  milieu  E.  Je  dis  que  ces  deux  diamètres  A a 
, font  entr  eux  un  angle  égal  à l’angle  donné,  & qu’ils 
font  conjugués  l’un  à l’autre.  4 

Car  par  la  conftrudion  l’angle  def  ed  égal  à l’angle 
f-  , les  afymptotes  ; & par  conféquenc  le* 

triangles  D CF,  def,  & D CE,'dce,  font  égaux  & fem! 

ables,  L angle  B Ca  , que  font  entr’eux  les  deux  dia 
mètres  A a , B b , fera  donc  égal  à l’angle  DEC  ou  dec 
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qui  a été  fait  égal  à l’angle  donné.  De  plus , fi  l’on  mene 
par  le  point  A , que  je  fuppofe  être  l’une  des  extrémi- 
tés du  premier  diamètre  A a , une  parallèle  à DF  ; il  cft 
clair  qu’elle  fera  coupée  également  par  ce  point  , puif- 
que  DF feft  au  point  E ; & qu’ainfi  * elle  (cra  tangente  * Art.  109. 
en  A ; d’où  il  fuit  * que  les  diamètres  Aa  , Bb , font  con-  * Def.  13. 
jugués. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  ces  deux 
diamètres , on  tirera  par  le  point  donné  M , une  paral- 
lèle Ai  KL  au  premier  diamètre  A a,  laquelle  rencon- 
tre l’afymptote  CD  au  point  K , St  l’autre  afymptote 
CF , prolongée  au-delà  du  centre  C , au  point  L : St  avant 
pris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  KM,  ML ; 
il  cft  clair  * que  le  point  A fera  l’une  des  extrémités  du  * Art. 
premier  diamètre  Aa  ; & qu’ainfi  menant  les  lignes  AB , 
a b , parallèles  aux  afymptotes  CF,  CD,  elles  * détermine-  * Dçf.  13. 
ront  par  leir.  points  de  rencontre  B , b , la  grandeur  du 
lecond  diamètre  B b. 

Comme  l’on  peut  mener  deux  différentes  lignes  ec  ,ec , 
qui  faftenr  avec  la  corde  df,  de  part  & d’autre  des  an- 
gles dcc , f ec  , égaux  à l’angle  donné,  lorfque  cet  angle 
n’ett  pas  droit;  il  s’enfuit  qu’on  pourra  toujours  trouver 
alors  deux  différens  diamètres  conjugués  A a ,Bb,  qui  fa- 
tisferont  également , comme  l’on  voit  dans  les  figures  54 
& <$<5.  Mais  il  eft  à remarquer  que  les  diamètres  conju- 
gués Aa,  Bb,  de  la  fig.  5^  , ont  une  pofition  fcmblable  par 
rapport  à l’afymprote  CF,  à ceux  de  la  figure  ^4  par  rap- 
port à l’autre  afymptote  CD  y & que  leur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  dilférentes  pofitions.  Car, 

i".  Menant  du  centre  o au  point  e , milieu  de  la 
corde  df , la  ligne  oe,  elle  fera  perpendiculaire  à cette 
corde  , & par  conféquent  les  angles  oec,  oec,  feront 
égaux  ; c’cft  pourquoi  tirant  les  rayons  oc,  oc,  les 
triangles  oec,  oec  , qui  ont  le  côté  oe  commun  , les  an- 
gles oe  c,  oec,  & les  côtés  oc,  oc,  égaux  entrrcux,  au- 
ront aufti  leurs  troificmes  côtés  ec  ,ec , égaux.  Les  trian- 
glcs/cc,  dcc,  qui  ont  les  côtés  ef,  ed,  St  ec  ,ecrSt  les- 
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angles  fcc,  dcc,  égaux  , feront  donc  égaux  & fembla- 
blcs  ; d’où  l’on  voit  que  l’angle  ccf,  ou  EC  F,  de  la 
figure  ^,cft  égal  à l’angle  ce  J , ou  EC  D , de  la  fig.  ^45 
& qu’ainfi  la  pofition  du  diamètre  A a,  de  la  fig.  5 ^ , par 
rapport  a l’afymptote  C.F,  eft  femblable  à celle  du  diamètre 
Au , de  la  figure  ^4,  par  rapport  à l’autre  afymptote  CD. 

1°.  Si  l’on  mène  dans  la  figure  <5^  , la  ligne  Ml, 
qui  falTe  avec  l’afymptote  CF,  prolongée  du  côté  du 
centre  C,  l’angle  Ml  C égal  à l’angle  M LC  ou  E CF, 
de  la  figure  54:  il  eft  chir  que  les  lignes  Ml , Mk,  de 
la  figure  5 5 , feront  égales  aux  lignes  M L , M K , de  la 
figure  54  ; puifqu’on  fuppofe  que  la  pofition  du  point  M 
par  rapport  aux  afympcotcs  , eft  la  même  dans  ces 
deux  figures.  Or  l’angle  MIL  , complément  à deux 
droits  de  l’angle  M l C,  de  la  figure  ^ <; , ou  de  E CF  de  la 
figure  ^4,  eft  égal  a l’angle  M Kk , complément  à deux 
droits  de  l’angle  ECD  de  la  fig. ^<5,  ou  deFCFde  lafig.^4; 
& par  conféqucnt  dans  la  fig  5^  les  deux  triangles  L Ml, 
k M K,  qui  ont  l’angle  en  M commun  , & les  angles  aux 
points  /,  À,  égaux,  feront  femblables  : ce  qui  donne  LM. 
Ml  : : k M.  MK.  Et  partant  L Mx  MK=lMx  Mk  ou 
LMx  MK  de  la  figure  54.  D’où  l’on  voit  * que  les  pre- 
miers demi  diamètres  CA , CA  , des  figures  ^4  & ^ , 
font  égaux.  Il  en  eft  de  même  du  diamètre  B h ; puifque 
fa  pofition  & fa  grandeur  dépendent  de  celles  du  premier 
diamètre  A a , auquel  il  eft  conjugué. 

Comme  l’on  ne  peut  mener  qu’une  feule  ligne  cc,  qui 
falTe  avec  la  corde  df  de  part  ou  d’autre,  un  angle  égal 
à 1 angle  donné  , lorfque  cet  angle  eft  droit  ; il  s’enfuit  ' 
qu’il  n’y  a que  deux  diamètres  conjugués  A a , B b , qui 
fartent  entr’eux  un  angle  droit  ; & qu’ainfi  * ils  feront  les 
deux  axes.  Mais  le  triangle  def  ou  DCF,  étant  alors 
ifofcellc,  le  premier  axe  A a divifera  parle  milieu  l’an- 
gle D C b fait  par  les  afymptotes  ; d’où  l’on  voit  que 
pour  trouver  de  pofition  les  deux  axes,  il  n’y  a qu’à  tirer 
deux  lignes  droites  A a , B b , perpendiculaires  entr’el- 
les,  dont  lune  d’elles  A a , divife  par  le  milieu  l’angle 
' D CF, 
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DCF  , fait  par  les  afymptotes  : après  quoi  l’on  en  déter- 
minera la  grandeur , comme  on  vient  de  l’enfeigner  pour 
les  diamètres  conjugués. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
maniéré.  Soit  menée  par  le  point  donné  M une  parallèle 
MH  à 1’  une  des  afymptotes  CF , 6c  terminée  par  l’autre 
CD  au  point  H.  Soit  prife  fur  l’afymptote  CD,  la  partie 
C G égale  à la  moyenne  proportionnelle  entre  CH,  HM : 

6c  foit  tirée  par  le  point  G une  parallèle  ABk  CF , telle 
que  chacune  de  fes  parties  G A , G B , foit  égale  à CG. 

Il  cft  évident  que  les  lignes  CA,  CB,*  feront  les  deux  * d rt • 101  £' 
demi -axes  de  policion  6c  de  grandeur. 

Corollaire. 

129.  T L eft  donc  évident,  i*.  Qu’il  n’y  a que  deux 
diamètres  conjugués  qui  fartent  entr’eux  un  angle  droit; 

6c  qu’ainli  il  ne  peut  y avoir  que  deux  axes.  i°.  Qu’on 
peut  toujours  trouver  deux  différens  diamètres  conju- 
gués qui  fartent  entr’eux  un  angle  égal  à un  angle  donné, 
lorfque  cet  angle  n’elt  pas  droit  ; que  les  deux  premiers 
ont  une  pofition  femblable  par  rapport  à une  afymptore  , 
à celle  des  deux  autres  par  rapport  à l’autre  afymprotc  ; 
d’où  il  fuit  qu’ils  font  fcmblablement  pofés  de  part  6c 
d’autre  des  deux  axes  , puifque  les  deux  axes  divifent  par 
le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotes  ; & qu’enlin 
leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces  deux  diffé- 
rentes polirions. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

130.  Deux  diamètres  conjugués  quelconques  étant 
donnés,  & fçaekant  lequel  des  deux  ejl  le  premier  ; ou  ce 

qui  ejl  la  même  chofe  * les  afymptotes  de  deux  Hyperbo-  » Art.  114. 
les  oppojées  étant  données  avec  un  de  leurs  points  quelcon- 
que : décrire  ces  Hyperboles  par  un  mouvement  continu. 
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Première  Maniéré. 

On  cherchera  les  deux  axes,  comme  l’on  vient  d’en- 
feigner  dans  la  Propofition  précédente  ; & l’on  décrira: 
cnluitc  les  Hyperboles  oppofées  félon  l’article  7 G, 

Seconde  Maniéré. 

ic.  jS.  Soient  A a , B b,  les  diamètres  conjugués  donnes  , en- 

tre lefquels  le  diamètre  A a elt  le  premier  j ou  bien  CG , 
Cg , les  afymptotes  données,  avec  le  point  A,  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donnée  une  parallèle  AG,  h.  l’une  des  afymptotes  Cgt 
& terminée  par  l’autre  en  G , on  fera  glilfer  le  long  de 
Tafymptote  CG , indéfiniment  prolongée  de  part  & d’au- 
tre du  centre  C , une  droite  H K égale  h CG,  qui  entraî- 
ner! par  fon  extrémité  H une  parallèle  H M à l’afymp- 
tote  Cg,  & par  fon  autre  extrémité  K , une  droite  K A 
mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis  que  l’intcrfeétion 
continuelle  M des  droites  AK,  HM,  décrira  dans  ce 
mouvement  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu’on  de- 
mande. 

Car  à caufè  des  triangles  femblables  K H M , KG  A 
on  aura  toujours  KH  ou  CG.  H M::  KG  ou  CH . GA. 
Et  partant  CHxHM=CGx  GA.  Le  point  M fera 
An.  101.  donc  * un  des  points  de  l’Hyperbole  qui  paffe  par  le 
point  donné  A,  & qui  a pour  afymptotes  les  droites, 
données  CG,  Cg;  ou  de  l’Hyperbole  oppofée. 

PROPOSITION  XV. 

Problème. 

ij j.  Les  mêmes  ckofcs  étant  données  que  dans  la 
Proportion  précédente;  décrire  Us  Hyperboles  oppofées 
par  plufieurs  points. 

Première  Maniéré, 
ig.  59.  Soient  C D , C E , les  afymptotes  données,  & A le 
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point  donné.  Ayant  mené  par  ce  pointé  autant  de  lignes 
DE,  DE,  DE,  ôte.  qu’on  voudra  , terminées  par  les 
afymprotes  ; & ayant  pris  fur  ces  lignes  droites  les  parties 
EM,  EM,  EM,ôtc.éga\csaA  D,  AD,  AD, ôte ; fçavoir 
chacune  à fà  corrcfpond  tnte  : il  cft  clair  * i°.  Que  les  * Art.  \o6. 
points  M,  M,  M , &c.  feront  à l’Hyperbole  qui  pafTe 
par  le  point  A , lorfque  les  points  E , É , E , Ôte.  tombent 
au-defïous  du  centre.  2°  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 
afymptotcs  les  droites  CD,  CE.  Faifanc  donc  pafTer 
par  tous  les  points  M , M , M , ôte.  qui  tombent  dans 
l’angle  fait  par  les  afymptotes  , une  ligne  courbe  , & 
par  les  autres  points  M , M,  M , ôte.  qui  tombent  dans 
l’angle  oppofé  au  Commet  à celui-ci,  une  autre  ligne 
courbe;  ces  deux  lignes  feront  les  deux  Hyperboles  oppo- 
sées qu’on  demande. 

Seconde  Maniéré. 

Soient  les  lignes  A a , B b , les  deux  diamètres  conju-  F ' *•  tfo* 
gués  donnés , entre  lefqucls  A a cft  le  fécond.  Ayant 
pris  fur  le  premier  demi-diametre  CB  prolonge  indéfini- 
ment du  côté  de  B , de  petites  parties  CE,  EÈ , E E ,ôtc. 
égales  entr’elles  , autant  & de  telle  grandeur  qu’on 
voudra  ; on  mènera  par  celui  des  points  E , qui  eft  le 
plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  EP  parallèle  U B A ; 
ôt  on  prendra  fur  le  fécond  diamètre  A a de  part  & d’autre 
du  centre  C,  autant  de  petites  parties  CP , PP , PP , ôte. 
routes  égales  à CP  , qu’il  y a de  petites  parties  CE  , 

EE,E E , ôte.  Ayant  tiré  CD  perpendiculaire  ôt  égale 
à CB  , on  mènera  par  tous  les  points  P , P , P , ôte.  des 
parallèles  MPM,  M PM,  M PM,  ôte.  au  premier  dia- 
mètre B b , fur  chacune  defquclles  on  prendra  de  parc 
& d’autre  du  point  P , des  parties  PM,  PM,  égales 
chacune  à fa  correfpondante  ED.  Je  dis  que  les  deux 
lignes  courbes  qui  paflènt  par  tous  les  points  M ainfi 
trouvés  , feront  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu’on 
demande. 

Car  nommant  les  données  CA,t ; C B ou  CD,  c ; & 

L ij 
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les  indéterminées  CP,  x ; PM , y ; les  triangles  fenv 

blables  CA  D , CPE  , donneront  cette  proportion 

CA  (r).  CB  (c)  ::  CP  (x).  CE  = Et  h caufc  du 

triangle  E C D reftangle  en  C,  ( en  imaginant  chaque 
hypothénufe  E D qu’on  a omife  de  peur  de  confufion 

dans  la  figure)  le  quarré  ED  on  PM  (yy)  — CE 

-4- C D (cc).  La  ligne  PM  fera  donc  * une  ordonnée 
au  fécond  diamètre  A a , qui  a pour  conjugué  le  pre- 
mier B b \ & comme  cette  démonfiration  convient  à 
toutes  les  lignes  P JM,  puifque  chaque  CP  eft  toujours 
h la  correfpondante  CE , en  la  raifon  de  CA  h.  CB  : il 
s'enfuit , &c. 

Lorfque  les  diamètres  conjugués  Aa,  B b , font  égaux 
entr’eux , c’cfl-à-dire  * , lorfque  les  Hyperboles  qu’on, 
demande  font  équilateres  -,  la  conftruélion  devient  beau- 
coup plus  aiféc.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  & 
égaie  à CA  , & tiré  par  un  point  quelconque  P du  dia- 
mètre A a , une  parallèle  MPM  au  premier  diamètre 
B b ; il  n’y  aura  qu’à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  & 
d’autre  du  point  P , les  parties  PM,  PM,  égales  cha- 
cune à PD,  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  oppo- 
fées.  Car  à caufe  du  triangle  PCD  reétangle  en  C (en 
imaginant  chaque  hypothénufe  CD)  on  aura  toujours 

P D on  PM  — CP  -4-  CD  ou  CA  ; & partant  la 
ligne  P M fera  * une  ordonnée  au  fécond  diamètre  A a r 
qui  a pour  conjugué  le  premier  B b qui  lui  eft  égal. 

Définition.. 

*7- 

Soient  deux  Hyperboles  oppofées  AM , am  , qui 
ayent  pour  premier  axe  la  ligne  A a , & pour  fécond 
axe  la  ligne  B b ; & foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fées BS , b s , qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  B b , & pour  fécond  axe  la  ligne  A a : ces  deux 
«ouvelles  Hyperboles  B S , b s , font  appellées  Conjuguées 
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aux  deux  premières  AM,  am\  & les  quatre  cnlèmble 
font  appcllées  Hyperboles  conjuguées. 

Corollaire, 

13  a.  Tl  eft  clair  que  les  lignes  B a , Ab , font  paral- 
lèles ; puifque  les  droites  A a , Bb , terminées  par  ces 
lignes  , s’entrecoupent  * en  deux  également  au  point  C.  * Def.  4 Sr 
D’où  il  fuit,  félon  la  définition  11e , que  l’Hyperbole  BS  5- 
conjuguée  iA  M,  a pour  l’une  de  fes  afymptotes  la  ligne 
C G afymptotc  de  l’Hyperbole  AM-,  & pour  l’autre , la 
ligne  Cg  autre  afymptote  de  l’Hyperbole  AM  indéfini- 
ment prolongée  du  côté  de  C : puifque  ces  deux  lignes 
palfent  par  le  centre  C,  & font  parallèles  aux  deux  droites 
B a , B A , menées  de  l’extrêniitc  B du  premier  axe  B b 
de  l'Hyperbole  B S aux  deux  extrémités  A , a , du  fé- 
cond. Il  eft  donc  évident  que  les  deux  droites  CG,  Cg , 
parallèles  h Ab , AB,  indéfiniment  prolongées  de  part 
& d’autre  du  centre  C,  font  non-feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofées  A M,  a ni;  mais  aufii  des  deux 
autres  BS  ,bs , qjji  leur  font  conjuguées. 

PROPOSITION  XVI, 

Théorème. 

133.  S 1 Bon  mené  par  un  point  quelconque  H d’une 
afymptote  CG  commune  aux  deux  Hyperboles  A M , BS , 
une  parallèle  M S à l’autre  afymptotc  Cg-,  je  dis  quelle 
rencontrera  ces  deux  Hyperboles  en  des  points  M , S , qui 
feront  également  éloignés  de  part  & d’autre  du  point  H. 

Car  , i°.  la  ligne  MS  rencontrera  * chacune  des  Hy-  * Art.  104;- 
perboles  A M,  B S,  en  un  point.  20.  A caufe  de  l’Hyper- 
bole A M,  le  re&anglc  * CHxHM=CGxGA  y * Art.  icn.- 
eaufe  de  l’Hyperbole  BS  , le  reâangle  C H x H S = 

CGxG  B.  Donc , puifque  * G B = GA , il  s’enfuit  que  * Are.  S 8.. 
CHx  HS  = CHx  HMi  &t  qp’aiaCi  H S=H  M.  Ce 
qu’il  falloit  démontrer-  ' 
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Corollaire  I. 

134.  Si  l’on  mène  des  poinrs  M,  S , des  deux  Hyper- 
boles A M , B S,  les  diamètres  MCm , SCs , terminés  par 
.114.  les  deux  autres  Hyperboles  a m , bs]  il  eft  clair  * que  le 
diamètre  S s fera  le  fécond  diamètre  conjugué  au  premier 
Mm  des  deux  Hyperboles  oppofées  A M ,am\  S réci- 
proquement que  le  diamètre  Mm  fera  le  fécond  diamètre 
conjugué  au  premier  S s des  deux  Hyperboles  oppofées 
BS , bs.  D’où  l’on  voit  que  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  Mm,  S s , de  deux  Hyperboles  oppofées 
A M , a m , font  aufîi  deux  diamètres  conjugués  des  deux 
autres  Hyperboles  BS,  bs,  qui  leur  font  conjuguées  ; avec 
cette  différence  que  le  premier  diamètre  Sim  devient 
le  fécond , & qu’au  contraire  le  fécond  S s devient  le 
premier. 

Corollaire  II. 

13^.  De-la  il  eft  manifefte  que  les  Hyperboles 
conjuguées  B S , b s , aux  deux  A M , a m , panent  par 
les  extrémités  S,  s,  de  tous  Içs  féconds  diamètres  SCs 
de  ces  Hyperboles  : & réciproquement  que  les  Hyper- 
boles AM,  a m , pafTent  par  les  extrémités  M,  m,  de  tous 
les  féconds  diamètres  M Cm  des  deux  Hyperboles  BS,  bs> 
qui  leur  font  conjuguées. 
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QUATRIEME  LIVRE. 

DES  TROIS  SECTIONS  CONIQUES. 
Définition. 

ON  entend  par  le  terme  général  de  Section  Conique , 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  l’on  vient 
de  parler  dans  les  Livres  précédens  ; fçavoir , la  Parabole , 

Y Ellipfe , l’ Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

PROPOSITION  I. 

Théorème» 

136.  Si  par  T extrémité  A d’un  diamètre  quelconque  Fis.  Se  <>4. 
A a d’une  Ellipfe , ou  d’un  premier  diamètre  A a d'une 
Hyperbole  y T on  mené  une  parallèle  A G à fes  ordonnées 
P M , qui  j'oit  égale  à fon  paramétré  ,•  & qu'on  tire  de 
Vautre  extrémité  a,  la  droite  a G,  qui  coupe  en  O une 
ordonnée  quelconque  PM  prolongée  s'il  efl  nécejfaire  : je 
dis  que  le  quarré  de  V ordonnée  PM  ejl  égal  au  rectangle 
de  A P par  P O.- 

II  faut  prouver  que  PM  «=  A P X P O. 

Selon  les  articles  41  6c  5 <;  du  fécond  Livre,  81  & 118 
du  troificme,  on  aura  Aa.  AG  ::  A P xPa.  PM.  Or 
à caufc  des  triangles  femblables  a AG,  aP  O , il  vient 
A a.  AG  : : P a . P O : : A P x P a . A P x P O.  Donc 

P M =*A  P xP  O.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

r37*  Dh-LA  il  eft  évident  que  le  quarré  d’une  or- 
donnée quelconque  PM  à un  diamètre  A a , cft  tou- 
jours moindre  dans  l’Ellipfe  , & toujours  plus  grand  dans 
l’Hyperbole  , que  le  re&angle  fait  du  paramétré  A G 
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par  la  partie  AP  de  ce  diamètre  , prife  entre  fort  ori- 
gine ou  extrémité  A , & la  rencontre  P de  l’ordounée  ; 

* An.  7 & au  lieu  que  dans  la  Parabole  * ils  l'ont  égaux.  Or  c’elt  à 
10.  caufc  de  cette  propriété , que  Apollonius  , furnommé  le 

Ti  o.  tfj.  Grand  Géomètre  , a impofé  aux  Serions  Coniques  les 

noms  que  nous  avons  marqués  : car  il  a voulu  donner 
k entendre  par  celui  de  Parabole,  la  juftefle  ou  exacti- 
tude ; par  celui  d 'Ellipfe  , le  défaut  ou  manquement  ; & 
par  celui  à! Hyperbole , l’excès  qui  fc  trouve  dans  la  com- 
paraifon  des  quarrés  des  ordonnées  PM,  avec  les  rec- 
tangles correfpondans  A P x AG. 

PROPOSITION  II. 

Théorème. 

fi  g.  66  sc  138.  Dans  une  Ellipfe  tout  diamètre  A a , & dans 
67.  les  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  A a ejl 
divi/e  en  deux  également  par  le  centre  C , & ne  rencontre 
la  Seclion  qi/en  deux  points. 

On  a démontré  cette  Fropofition  dans  les  articles  50 
(du  fécond  Livre  j 96  & 103  du  troifieme. 

PROPOSITION  III. 

Théorème. 

139.  Tl  ne  peut  y avoir  qu'une  feule  tangente  LAL 
qui  pajfe  par  un  point  donné  A fur  uneSedion  Conique. 

Cette  Propofition  fe  trouve  démontrée  dans  les  arti- 
cles 2 1 du  Livre  premier  ; 5 6 du  Livre  fécond  ; & 1 07  du 
troifieme. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème, 

140.  Les  tangentes  LAL,  lal,  qui paffent par  les  extré- 
mités A,  a,  d’un  diamètre  quelconque  dé  une  Ellipfe , ou  de 

deux 
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deux  Hyperboles  oppofées  ; fout  parallèles  entr’elles. 

Ccci  a été  démontré  dans  les  articles  44  & du 
■Livre  fécond  , & 1 1 o du  Livre  troifiemc. 

PROPOSITION  V. 

Théorème. 

141.  Un  diamètre  quelconque  étant  donné  dans  l' El- 
it pfe  ou  dans  les  Hyperboles  oppofées  } je  dis  que  la 
pofition  du  diamètre  qui  lui  ejl  conjugué,  ejl  déterminée, 
de  maniéré  qu’il  ne  peut  y en  avoir  qu'une  Jcule. 

Car,  i°.  fi  la  Seïlion  cil  une  Ellipfe , ou  qu’étant  les 
Hvperboles  oppofées  le  diamètre  donne  A a (bit  un  pre- 
mier diamètre  ; il  eft  clair  félon  l’article  56  du  Livre  fé- 
cond , & la  définition  1 3'  du  troifiemc  Livre , que  fon 
conjugué  B b fera  parallèle  à la  tangente  LA  L , qui  pafle 
par  l’une  de  fes  extrémités  A.  Donc  * , &c.  * Art.  ij}. 

2°.  Si  la  Seftion  étant  les  deux  Hyperboles  oppofées,  le 
diamètre  donné  B b eft  un  fécond  diamètre  ; la  chofe  a 
été  démontrée  dans  l’article  1 1 5 du  troifiemc  Livre. 

Corollaire. 

142.  Tl  eft  donc  évident  qu’une  Seétion  Conique 

étant  donnée  avec  un  de  fes  diamètres  , la  pofition  des 
ordonnées  à ce  diamètre  , fera  déterminée  de  maniéré 
que  chacune  n’en  peut  avoir  qu’une  feule  , & qu’edes 
font  toutes  parallèles  entr’ellcs.  Car  elles  doivent  être 
parallèles  dans  la  Parabole  * à la  tangente  cfui  pafle  par  * Art.  11. 
l'origine  du  diamètre  donné , & dans  les  autres  * Sections  * De f.  1»,  II. 
au  diamètre  conjugué  au  diamètre  donné.  & *4»  HL 

PROPOSITION  VI. 

Théorème. 

143. Dans  une  Ellipfe  tout  diamètre  A a , & dans 
les  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  A a di  .ij'e 

M 


. 
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/a  Seclion  en  des  portions  AM,  am  , qui  étant prifes  dè 
part  & d’autre  de  ce  diamètre  dans  des  portions  contrai- 
res ,Jont  parfaitement Jtmblablzs  & égales  entr’clks. 

Car  ayant  pris  fur  !e  diamètre  A a (prolongé  lorfqu’il 
s’agit  des  Hyperboles  oppofées,)  de  part  & d’autre  du 
centre  C deux  parties  quelconques  CP , Cp  , égales  en- 
tr’clles  ; & mené  de  part  & d’autre  les  ordonnées  P Mt 
pm , il  eft  clair  que  ces  ordonnées  font  * égales  entr’ellcs, 
& que  les  angles  CP  M,  Cp  m , font  * égaux.  Si  donc 
l’on  conçoit  que  le  plan  Cp  m féparé  de  celui  qu’on  voit 
ici , foit  placé  de  l’autre  côté  du  diamètre  A a dans  une 
pofition  contraire , en  forte  que  la  droite  Cp  tombe  fur 
CP,  & ptn,  fur  PM-,  il  eft  vifiblc  que  le  point  a tom- 
bera * fur  le  point  A , de  le  point  m fur  le  point  M.  Ec 
comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu’on 
puifle  prendre  les  parties  CP , Cp  -,  il  s’enfuit  que  tous  les 
points  m de  la  portion  a m , tomberont  exactement  fur 
tous  les  points  M de  la  portion  AM ; & qu’ainfi  ces 
deux  portions  fe  confondront  l’une  avec  l’autre.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION  VIL 
Théorème. 

144.  Si  Von  mené  par  un  point  quelconque  P d’un 
diamètre  Aa  d'une  S edi  on  Conique  ( prolongé  lorfque  la. 
Scclion  étant  une  Hyperbole  , c'ejl  un  premier  diamètre  ) 
une paratieli  M PM  aux  ordonnées  à ce  diamètre  ; je  dis 
quelle  rencontrera  la  Seclion  en  deux  points  M , M , éga- 
lement éloignés  de  part  & d’au  re  du  point  P,  & non  en 
davantage:  & réciproquement  que  fi  une  ligne  MM  ter- 
minée par  une  Seclion  Conique ,.efl  coupée  en  deux  égale- 
ment par  un  diamètre  A a.  en  un  point  P,  autre  que  le 
centre  , elle  fera  parallèle  aux  ordonnées  à ce  diamètre. 

Ceci  a été  démontré  dans  les  articles  9 , 1 1 de  20  du 
Livre  premier  ; 43 , 45  & 5 5 du  Livre  fécond  ; 83,  8^  & 
118  du  Livre  troifieme.. 
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1 

Corollaire  I. 

*41-  De-la  il  eft  manifefte  que  fi  une  ligne  quel- 
conque MM  terminée  par  une  Seétion  Conique,  cft 
coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A a en  un 
point  P autre  que  le  centre  ; toutes  les  parallèles  à cette 
ligne  terminées  par  la  Section  , le  feront  aufli. 

PROPOSITION  VIII. 
Problème. 

146.  U ne  SeSion  Conique  étant  donnée,  en  trouver 
un  diamètre. 

Ayant  mené  deux  droites  MM,  N N , parallèles  en- 
tr’elles,  & terminées  par  la  Seétion  ; on  'ire  a par  leurs 
points  de  milieu  P,  Q,  une  ligne  droite  A a qui  fera  un 
diamètre. 

Car  * le  diamètre  qui  pafic  par  le  point  P milieu  de 
MM , doit  auffi  pafier  par  le  point  Q milieu  de  iV xV. 

Corollaire  I. 

147.  Si  l’on  mené  en  même  forte  un  a Te  J'ametre 
quelconque  D d -,  il  cft  flair  que  la  Scft  on  conique  fera 
une  parabole  * lorfque  D d cft  parallèle  à Aa  ; une  El- 
lipfe  * lorfque  Dd  rencontre  Au  au  dedans  de  laSc&ion  ; 
& enfin  une  Hyperbole  * ou  les  Hyperboles  oppofées  lorf- 
que les  diamètres  D d , A a , fe  rencontrent  en  un  point 
C hors  de  la  Seétion  ; & que  dans  ces  deux  derniers  cas 
le  point  de  rencontre  C eft  le  centre  Cela  eft  une  fuite 
des  définitions  des  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes. 

Lorfque  l’Ellipfe  eft  donnée  toute  entière , il  fuffic  pour 
avoir  le  centre  de  mener  un  diamètre  A a ; car  fa  gran- 
deur étant  déterminée  par  la  rencontre  de  l’Ellipfe,  il 
n’y  a * qu’à  ledivifer  par  le  milieu  en  C.  Il  en  eft  de  même 
lorfque  * les  Hyperboles  oppofées  font  données. 

M ij 


Art.  145! 


DA-  7-  C 
DA  i'. 
Déf.  ÿ.lll. 


* Art.  5»>  1 
î Au.  -j  6. 
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Corollaire  II. 

i43.  Dh-la  il  fuit  qu’une  Seélion  Conique  étant 
donnée , avec  un  point  O lur  le  même  plan  , on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  D d qui  parte  par  ce  point.  Car 
il  ne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donné 
O une  parallèle  Ddb  un  diamètre  quelconque  A a ; & 
dans  l’ElIipfe  , ou  dans  l’Hyperbole , ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofecs  , une  ligne  droite  D d qui  parte  par  le 
point  donné  O , & par  le  centre  C que  l’on  aura  trouvé 
par  le  Corollaire  précédent. 

Corollaire  III, 

149.  De-la  il  eft  évident  qu’une  ligne  droite  M M , 
ne  peut  rencontrer  une  Seftion  Conique  qu’en  deux- 
points  M y M ; & jamais  en  davantage.  Car  fr  l’on  mene 
par  le  point  de  milieu  P de  la  ligne  MM  un  diamètre 
A a , il  eft  clair  félon  l’article  r44,  qu’elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à ce  diamètre  ; d’où  il  fuit  félon  Te  même 
article  qu’elle  11c  peut  rencontrer  la  Section  qu’aux  deux 
. points  M , M. 

Si  la  ligne  droite  paftbit  par  le  centre  C ; on  auroic 
recours  à l’article  138  , où  cela  a déjà  été  démontré. 

Corollaire  IV. 

1 <5  o.  LJ n e EU ipfe  ou  une  Hyperbole  (fig.  69,70.)  étant 
donnée  ; trouver  deux  de  fes  diamètres  conjugués  A a r 
Bby  & de  plus  mener  les  afymptotcs  CG , Cg,  lorfquc 
c’cft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  un  diamètre  A a par  le  moyen  des  deux 
parallèles  MM,  N N , & mené  par  le  centre  C une  paral- 
*Déf.  1 1.  IL  Icle  B b , à ces  deux  lignes  r il  eft  clair  * que  les  diame- 
é 14.  UL  trcs  ^ a ^ fi  fr } feront  conjugués  ; puifque  les  lignes  MM, 
N N , étant  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre 
* drt.  144.  Aa  aux  points  P , Q , feront  * ordonnées  de  parc  & 
d’autre  à ce  diamètre. 
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Maintenant  pour  mener (fig.  70.)  les  afymptotes  CG, 

C g ; on  fera  A P X P a.  P J.V. i : : C A . C B ou  C b . ou 
( ce  qui  eft  la  môme  chofe)  comme  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  A P , P a , cil  a P M , de  même  C A eft  à 
CB  ou  Cb.  Et  ayant  tiré  les  droites  AB , Ab , on  leur 
mènera  par  le  centre  C les  parallèles  indéfinies  Cg  , CG, 
qui  feront  les  afymptotes  cherchées.  Car  il  eft  clair  que 
B b fera  * la  grandeur  du  fécond  diamètre  conjugué  au  * Art.  81  &■ 
premier  A a ; & le  refie  eft  évident  félon  les  définitions  1 ,8- 
13  & 14  du  troificme  Livre. 

PROPOSITION  IX. 

Problème. 

i*i.  U n e Sedion  Conique  étant  donnée  , avec  ntt 
de  fes  diamètres  A a)  trouver  la  pojition  des  ordonnées 
P M à ce  diamètre. 

Ayant  mené  deux  parallèles  au  diamccre  donné  A a Fig.  68,69, 
qui  en  foient  également  éloignées  de  part  & d’autre^,  & 7°  & 71- 
qui  rencontrent  la  Scâion  en  des  points  M , AI;  je  dis 
que  la  ligne  MM  qui  coupe  le  diamètre  donné  au  point 
P,  eft  ordonnée  de  part  & d'autre  à ce  diamètre  , pourvu 
que  le  point  P ne  tombe  point  fur  le  centre. 

Car  par  la  conftru&ion  la  ligne  MM  fera  coupée  en 
deux  également  par  le  diamètre  A a au  point  P;  & par 
conféquent  elle  fera  * ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  « Art.  144. 
diamètre. 

On  peut  toujours  par  cette  maniéré  trouver  la  pofitiorr 
d’une  ordonnée  PM  à un  diamètre  donné  A a.  Car, 

1».  dans  la  Parabole  & l’Hyperbole  ( fig.  C'a  & 70.)  lorf- 
que  le  diamètre  donné  Au  ctt  un  premier  diamerre  ; il 
eft  clair  qu’à  quelque  dittancc  qu’on  mene  de  part  & 
d’autre  les  deux  parallèles  au  diamètre  A a , elles  rencon- 
treront chacune  la  Scâion  en  un  point  M ; puifque  * la  *Arr.  ic-.îo, 
Scétion  s’éloigne  toujours  de  plus  en  plus  à l’infini  du  dia-  84  & * 18. 
métré  A a.  2“.  Dans  l’Lllipfe  [fig.  69.)  , & dans  les  Hy- 
perboles oppofées  (fig.  71.)  lorfque  le  diamètre  donné 
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cft  un  fécond"  diamètre  : il  eft  clair  qu’on  peut  tou- 
jours mener  deux  parallèles  de  part  & d’autre  du  dia- 
mètre A a , qui  coupent  la  Section  chacune  en  un  point 
M , en  forte  que  la  ligne  M M rencontre  le  diamètre 
donné  A a en  un  point  P autre  que  le  centre  ; puifque 

• Art.  44  & dans  l’Ellipfc  * les  ordonnées  du  diamètre  A a vont  tou- 

5 5*  jours  en  diminuant  depuis  le  centre  C jufqu’en  A , de 

* An.  84  & qu’au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppofées  * elles  vont 

1 1 8.  toujours  en  augmentant  à mefure  qu’elles  s’éloignent  du 
centre  C. 

Corollaire  T. 


IS2.Dh-L  a on  tire  ( fig.  68,69,  7e*)  unc  nouvelle 
manière  de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  A fur 
* Art.  148.  «ne  Seétion  Conique  donnée.  Car  * ayanc  mené  par  ce 
point  un  diamètre  A a , & trouvé  unc  double  ordonnée 
*Art.  10,  zo,  MPMb.cz  diamètre;  il  cft  clair  * que  fi  l’on  mené  par  le 
4+8*  5 ' D4/.  P°'nc  ^ une  Para^e  è MM,  elle  fera  tangente  en  A. 

Corollaire  IL 

7 » UI* 


1^3.  De-la  on  voit  encore  comment  unc  Ellipfe  ou 
les  Hyperboles  oppofées  (fig.  6 9 ,70,7t.)  étant  données 
avec  un  de  leurs  diamètres  quelconques  A a ; on  peut 
trouver  le  diamètre  B b qui  lui  cft  conjugué.  Car  il  n’y 
a qu’à  mener  par  le  centre  C une  parallèle  B b aux  ordon- 
nées à ce  diamètre. 

Ou  bien;  foit  B b le  diamètre  donné,  & qu’il  faille 
trouver  fon  conjugué  Aa.  Ayant  tiré  MM  parallèle  à Bb 
Sx  terminée  par  la  Seétion , on  mènera  par  fon  point  de 
milieu  P , Sx  le  milieu  C de  B b , le  diamètre  cherché  A a. 


Corollaire  III. 

M4-  U ne  Hyperbole  MAAf  (fig.  70.)  étant  donnée, 
avec  un  de  fes  féconds  diamètres  B b de  pofition  ; en 
terminer  la  grandeur  , Sx  trouver  en  même  tems  la  pofi- 
tion de  fes  ordonnées. 
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On  cherchera  le  premier  diamètre  A a conjugué  au 
fécond  B b , par  le  moyen  de  la  fécondé  manière  du 

- ■ - x 

Corollaire  précédent  ; & ayant  fait  AP  x Pû_.  B M : : 
CA  . CB  ou  C b . Il  eft  clair  * que  B b fera  la  grandeur 
du  fécond  diamètre  B b , & que  fes  ordonnées  feront 
parallèles  au  diamètre  A a. 

PROPOSITION  X. 
Problème. 

. M5*  D’ü  N point  donne  T hors  une  -Section  Conique 
donnée,  mener  deux  tangentes  TM,  TM,  à cette  Seclion. 

Pour  la  Parabole. 

Ayant  mené  (fig.  72.)  parle  point  donné  T * un  dia- 
mètre qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A , & pris  fa 
partie  A P égale  à A T ; on  tirera  par  le  point  P * une 
parallèle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  * la  Parabole  en 
deux  points  M , M ; par  lcfquels  & par  le  point  donné  T 
ç>n  tirera  les  droites  T M,  T M,  qui  feront  * les  tangentes 
cherchées. 

Pour  l’  Ellipse. 

Ayant  mené  ( fig.  73.  ) par  le  point  donné  T * le  dia- 
mètre Aa,  &c  pris  CP  troifieme  proportionnelle  à CT, 
C A \ on  mènera  par  le  point  P , une  parallèle  aux  ordon- 
nées qui  rencontrera  * l’Ellipfe  en  deux  points  M ,Mi 
par  lefquels  & par  le  point  donné  T on  tirera  les  droites 
TM,  TM,  qui  feront  * les  tangentes  cherchées. 

Pour  l’Hyperbole  & les  Hyperboles  opposées. 

Ayant  mené  (fig. 74..  ) par  le  point  donné  T , * le  dia- 
mètre An  , don:  on  déterminera  la  grandeur  * s’il  eft  un 
fécond  diamètre  ; ou  prendra  CP  troifieme  proportion- 


* Art.  81  & 
118. 


Fig.  7i,7y 
& 74- 


* Art.  148. 

* Art.  1 j i. 

* Art.  144. 

* Art.  il  & 


* Art.  148. 


* Art.  144. 

* Art.  j7  Gr 

58. 

* Art.  14S. 

* Art.  1 54. 
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nclle  à C T,  CA  ( du  môme  côté  du  point  donné  T , 
par  rapport  au  centre  , lorfque  ce  point  tombe  dans  l’un 
des  angles  faits  par  les  afymptotcs  ; & du  côté  oppofc  , 
lorfqu’il  tombe  dans  l’un  des  angles  à côté  ) : & l’on  mè- 
nera par  le  poinr  P une  parallèle  aux  ordonnées  qui  ren- 
contrera * l’Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  en 
deux  points  M,  M ; par  lefquds  de  par  le  point  donné 
T,  on  tirera  les  droites  TM , TM , qui  feront  * les  tan- 
gentes cherchées. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  C , les  deux 
tangentes  feraient  alors  * les  afymptotcs  CG , Cg  ; & on 
les  tirerait  comme  l’on  a enfeigné  dans  l’article  1^0.  Et 
enfin  fi  le  point  donné  tomboit  fur  une  afymptoce  comme 
en  S , on  tirerait  par  le  poinc  H milieu  de  CS  , une  pa- 
rallèle H M'a  l’autre  afymptore  CG  , laquelle  rencon- 
trerait * l’Hyperbole  en  un  point  M , par  où  & par  le 
point  donné  S , on  tirerait  une  droite  SM  qui  ferait  * 
une  des  tangentes  cherchées  ; & l’autre  ferait  l’afymptotc 
même  Cg  fur  laquelle  fe  trouve  le  point  donné  S. 


Corollaire  I, 

156.  Comme  la  ligne  Al  PM  parallèle  aux  ordon- 
* Art.  144.  nées  rencontre  toujours  * la  Se&ion  en  deux  points  M , 
M y également  éloignés  de  part  & d’autre  du  point  P , 
& non  en  davantage  ; il  s’enfuit  qu’on  ne  peut  mener 
d’un  point  donné  T hors  une  Seétion  Conique  que  les 
deux  tangentes  TM,  TM.  D’où  il  eft  évident  que  le 
diamètre  qui  pafle  par  le  point  de  rencontre  T de  deux 
tangentes , coupe  par  le  milieu  en  P la  ligne  MM  qui 
joint  les  points  touchans  ; & réciproquement  que  le  di.ir- 
métré  qui  coupe  par  le  milieu  en  P une  ligne  droite  MM 
qui  joint  les  points  touchans  de  deux  tangentes  M T, 
MT , pafle  par  leur  point  de  rencontre  T. 


Corollaire  II; 
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Corollaire  IL 

1^7.  Toutes  les  tangentes  de  la  Parabole  (fig.  72.) 
fe  rencontrent  deux  à deux  , étant  prolongées  autant 
qu’il  cft  néccflaire  Car  fi  l’on  joint  deux  points  touchans 
quelconques  M , M,  par  une  ligne  droite  , & qu’après 
l’avoir  coupée  par  le  milieu  en  P , on  prenne  fur  le  dia- 
mètre qui  pafl'e  par  ce  point , & qui  rencontre  la  Para- 
bole en  A , la  partie  A T égale  h AP-,  il  efb  clair  que 
les  deux  tangentes  MT,  MT,  qui  paflent  par  les  points 
M,  M , fe  rencontreront  en  ce  point  T. 

Corollaire  III. 

i<$8.  Il  eft  encore  évident  (fig.  74.)  que  toutes  les 
tangentes  d’une  Hyperbole  fe  rencontrent  deux  à deux  , 
étant  prolongées  autant  qu’il  cft  néceflaire  ; & toujours 
au  dedans  de  l’angle  fait  par  les  afymptotes.  Car  fi  l’on 
joint  deux  points  touchans  quelconques  M,  M,  par  une 
ligne  droite  , & qu’aprês  l’avoir  coupée  par  le  milieu  en 
P , on  prenne  fur  le  diamètre  qui  pafl'e  par  ce  point  & 
qui  rencontre  l’Hyperbole  en  A , la  partie  CT  troificme 
proportionnelle  k CP , CA  ; il  eft  clair  que  les  deux 
tangentes  MT,  MT,  fe  rencontreront  en  ce  point  T, 
lequel  fera  toujours  * au  dedans  de  l’angle  fait  par  les  * Art.  ioj. 
afymptotes,  puifque  le  demi-diainetrc  CA  tombe  au 
dedans  de  cet  angle. 

Corollaire  IV. 

1^9.  Toutes  les  tangentes  d’une  Ellipfe  ou  des  Hy- 
perboles oppofées  {fig.  73 , 74.  ) fe  rencontrent  deux  k 
deux  , lorfque  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  pafl'e  point  par  le  centre  : fçavoir  , celles  de  l’Ellipfc 
* du  même  côté  du  centre  par  rapport  k cette  ' ligne  , & 
celles  des  Hyperboles  oppofées  de  l’autre  côté.  Cela 
fe  prouve  par  le  moyen  de  la  Propolicion  ci  - deflus  , 


Digitized  by  Google 


98  Livre  Quatrième. 

comme  l’on  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 

préccdens. 

PROPOSITION  XI. 
Problème. 

160.  U u h St 3: on  Conique  étant  donnée , en  trouver 
un  diamètre  qui  fajfe  de  part  ou  d’autre  avec  Jes  ordon- 
nées des  angles  égaux  à un  angle  donné. 

Pour  la  Parabole. 

* Art.  14 r>.  Ayant  trouvé  * un  de  fes  diamètres  A P , on  mènera 

FiG.75  & 76.  par  fon  originel,  la  ligne -V,  qui  taffeovecAP  de 

part  ou  d’autre  l’angle  PA  N égal  à l’angle  donné , 6c 
qui  renconrre  la  Parabole  au  point  N.  Ayant  divifé  A N 
par  le  milieu  en  0 , 6c  tiré  OM  parallèle  a AP ; je  dis 
que  la  ligne  M O cft  le  diamètre  qu’on  cherche. 

Car,  i°.  Tous  les  diamètres  d’une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr’eux  , félon  la  définition  feptieme  du 
premier  Livre,  11  s’enfuit  que  MO  fera  un  diamètre;, 
puifque  A P en  eft  un. 

2°.  La  ligne  A N terminée  par  la  Parabole  étant  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  M O , elle  lui 

* Art.  144.  fera  * ordonnée  de  part  6c  d’autre. 

30.  A caufe  des  parallèles  M O , A P , l’angle  M OA 
que  fait  le  diamètre  MO  avec  fon  ordonnée  OA,  fera 
égal  à l’angle  PA  N qui  a été  fait  égal  à l’angle  donné- 
Donc , 6cc. 

Si  l'angle  donné  cft  droit , il  cft  manifefte  que  le  dia- 

* Art.  23.  metre  M O qu’on  trouvera  par  cette  méthode  fera  * l’axe 

de  Parabole. 

. Pour  les  autres  Sections. 

* Art.  i4g.  Ayant  trouvé  * un  de  leurs  diamètres  Aa,  6c  décrit 
- Fig.  77  > -.g  fur  ce  diarhetre  de  part  ou  d’autre  un  arc  de  cercle  A Na 

7? , 80.  capable  de  l’angle  donné  ou  de  fon  complément  h deux 
droits  ; on  mènera  du  point  N où  il  rencontre  la  Sec- 
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tion,  aux  deux  extrémités  A , a , du  diamètre  A a,  les 
lignes  NA,  Na  ; par  les  milieux  dcfquelles  O,  Q,&  par 
le  centre  C , on  tirera  deux  diamètres  Mm,  S s.  Je  dis 
que  chacun  de  fes  diamètres  fera  de  parc  ou  d’autre  avec 
fes  ordonnées  des  angles  égaux  à l’angle  donné. 

Car  la  ligne  A N terminée  par  la  Sc&ion  , étant  cou- 
pée en  deux  également  au  point  O par  le  diamètre  Mm, 
elle  fera  * ordonnée  de  part  & d’autre  h ce  diamètre. 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  h la  ligne  Na  , puifqu’il 
divife  par  le  milieu  aux  points  C,  O,  les  lignes  Au,  A N ; 
& partant  l’angle  m OA  que  fait  le  diamètre  Mm  avec 
fon  ordonnée  A O , fera  égal  à l’angle  a NA , qui  par  la 
conftrudion  eft  égal  à l’angle  donné , ou  à fon  complé- 
ment a deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre S s fait  avec  fon  ordonnée  Q N un  angle  •Égal  k 
l’angle  donné  , ou  k fon  complément  à deux  droits. 
Donc , &c. 

Il  clt  vifîble  i°.  Que  le  diamètre  S s eft  * conjugué  au 
diamètre  Mm  ; puifqu’il  eft  parallèle  à fon  ordonnée 
ON.  2°.  Que  les  diamètres  conjugués  Mm  , S s , devien- 
nent * les  deux  axes , lorfquc  l’angle  donné  eft  droit. 


* Art.  *1 44. 


*Déf.  1 1,  II. 
& i4,lll. 


* Art.  58  & 
US. 


PROPOSITION  XII. 


Problème. 

161.  U N diamètre  d’une  Section  Conique  étant  don- 
né, avec  fon  paramétré , & la  pofition  de  fes  ordonnées , 

& J'çachant  de  plus  fi  c'ejl  un  premier  ou  fécond  diamè- 
tre lorfqu’il  s’agit  de  l’Hyperbole  ; décrire  la  Scdion 
par  une  méthode  un  iforme  pour  toutes  les  trois. 

Première  Maniéré. 

Pour  la  Parabole.  Ayant  trouvé  * l’axe  AP,  fon  ori-  * ^rt‘ 
gine  A , & fon  paramétré  A G que  l’on  prendra  fur  l’axe  F16-  8l* 
prolongé  du  côté  de  fon  origine  ; on  mènera  par  le  point 
G une  ligne  droite  indéfinie D D perpendiculaire  à PG. 

N ij 
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*DJf.  iy,II. 

& I 5.  y 111. 
* Art.  64  6 
118» 
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On  fera  mouvoir  enfuite  une  ligne  droite  indéfinie  DM 
le  long  de  GD  toujours  parallèlement  à A G , en  entraî- 
nant par  fon  extrémité  D le  côté  D A de  l’angle  droic 
DAM,  mobile  fur  fon  fommet  A autour  de  l’origine 
A de  l’axe  AP.  Je  dis  que  l’interfeéfion  continuelle  /Vf 
de  la  ligne  DM  & du  côté  AM,  décrira  dans  ce  mou- 
vement la  Parabole  qu’on  demande. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  à l’axe,  les  trian- 
gles rcétanglesvf  GD  , MPA,  feront  femblablcs  ; puif- 
que  chacun  des  angles  G AD , PMA  , étant  joint 
h l’angle  P AM,  vaut  un  droit.  On  aura  donc  AG. 

GD  ou  PM::  PM.  A P.  D’où  il  fuit  que  P~M  = 
GAx  AP  i & qu’ainfi  P M eft  une  * ordonnée  à l’axe 
AP. 

ÜiHl  déjk  donné  cette  conflruétion  dans  le  Livre  pre- 
mier, article  29  , d'une  manière  qui  convient  k tous  les 
diamètres  : on  ne  la  répété  ici , & on  ne  la  reftraint  à 
l’axe , que  pour  en  faire  voir  la  liaifon  & le  rapport  qu’elle 
a avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  Sections. 

Pour  les  autres  SeJions.  Ayant  trouvé  entre  le  diamè- 
tre donné  & fon  paramétré  une  moyenne  proportion- 
nelle , & l’ayant  placée  en  forte  qu’elle  foit  parallèle  aux 
ordonnées , & coupée  en  deux  également  par  le  centre  ; 
il  efl clair  * qu’on  aura  deux  diamètres  conjugués;  par  le 
moyen  defqacls  on  cherchera  * les  deux  axes  , de  en- 
fuite  le  paramétré  de  celui  des  deux  qu’on  voudra 
dans  l’Eiiipl'e , de  du  premier  dans  l’Hyperbole.  Cela 
fait. 

On  prolongera  dans  l’Ellipfe  , & on  coupera  dans 
l’Hyperbole  l’axe  A a en  G ; en  forte  que  a G foit  à GA  r 
comme  l’axe  A a cft  à fon  paramétré.  Ayant  tiré  par  le 
point  G une  perpendiculaire  indéfinie  D D 'a.  l’axe  A a r 
on  fera  mouvoir  le  point  D le  long  de  cette  ligne  , ca 
entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  Da  mobile  autour  de 
l’extrômiré  a de  l’axe  Au , & le  côté  D A de  l’angle 
droit  DA  Ai  mobile  fur  fon  fommet  A autour  de  l’au- 
tre extrémité'  A de  l’axe  A a.  Je  dis  que  L’intcrfeétion 
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continuelle  M des  lignes  A M,  aD , décrira  dans  ce 
mouvement  la  Seâion  requife. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  fur  l’axe  A a , les 
triangles  femblables  a PM,  aGD , donnent  a P.  PM  :: 
a G.  G D.  Or  les  triangles  rcûangles  A G D , M PA  , 
font  femblables;  puifque  chacun  des  angles  G AD, 

PMA  i étant  joint  k l’angle  P AM,  vaut  un  droit; 

& partant  A P.  P M ::  G D . G A-  Si  donc  l’on  mul- 
tiplie les  Antecédens  & les  Conféquens  des  deux  pre- 
mières raifons  , par  ceux  de  ces  deux  dernières  ; on 

aura  aPx  PA.  tM  ::  aGxGD.  GDxGA  : : aG.  GA, 
c’elt-à-dire , comme  l’axe  A a cft  k fon  paramétré.  Donc, 

♦ &c.  * Art.  +i  & 

11  eft  k remarquer  que  plus  le  point  D s'éloigne  du 
point  G fur  la  ligne  DD  ,*  plus  l’angle  PaM  augmente, 

& plus  au  contraire  l’angle  PAM  diminue  ; de  forte 
que  les  lignes  aM,  AM,  deviennent  parallèles  dans 
FHyperbo’e,  & fe  coupent  enfuite  de  l’autre  côté  delà 
ligne  DD  , où  elles  décrivent  par  leur  interlêûion  conti- 
nuelle l’Hyperbole  oppofée. 

Si  l’on  conçoit  dans  l’Ellipfe  & dans  l’Hyperbole,  que- 
le  point  a s’éloigne  k l’infini  du  point  A , ou  ( ce  qui  cft  la 
même  chofe)  que  l’axera  devienne  infiniment  grand  ; les 
lignes  G A , D a , qui  ne  fe  rencontrent  que  dans  l’infini  r 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  : ainfi  cette  •** 
derniere  conftruûion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé- 
dente. C’eft  pourquoi  l’Ellipfe  ou  l’Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  aurait  pour  paramétré  la  li- 
gne A G ; & par  conféqucnt  on  peut  regarder  une  Para- 
bole , comme  une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  dont  l’axe  eflr 
infini  : fçavoir  , le  premier  dans  l’Hyperbole , & celui  des 
deux  qu’on  voudra  dans  l’Ellipfe. 

Seconde  Maniéré. 

Pour  la  Parabole.  Soit  un  triangle  ifofcelle  H AL, 
dont  l’un  des  côtés  A H foit  fitué  fur  le  diamètre  don- 
né A P prolongé  indéfiniment  de  part  & d’autre  de  fotv 
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origine  A , & l’autre  côté  A L fur  la  tangente  indéfinie 
LA  L qui  pafTe  par  le  point  A.  Soit  conçue  là  bafc  H L 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à cllc-mcmc  en  en- 
traînant par  l’une  de  fes  extrémités  L la  ligne  indéfinie 
L M parallèle  à AP , & par  l’autre  extrémité  H la  li- 
gne H F parallèle  à A L & égale  au  paramétré  donné 
. du  diamètre  A F,  laquelle  entraîne  aufli  par  fon  extrémité 

F la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis 
que  l’interfe&ion  continuelle  M des  deux  droites  FA, 
LM,  décrit  pendant  que  la  ligne  HL  fe  meut  dans 
Fangle  H A L & fon  oppofé  ou  fommet , la  Parabole 
M A M qu’on  demande. 

Car  menant  l’ordonnée  MP  au  diamètre  A P,  les 
triangles  fcmblables  A H F, AP  M,  donnent  AH  ou 

A L ou  PM.  H F ::  AP.  PM , & partant  PM  => 
* Art.  7 & AP  x H F.  Donc,  * &c. 
zo’  On  doit  obferver  que  le  point  H doit  tomber  au-dclk  de 

l’origine  A du  diamètre  A P y lorfque  les  points  F , L, 
tombent  de  part  & d’autre  de  ce  diamètre. 


fia.  8$  , 8tf.  Pour  les  autres  Sections.  La  conftruétion  eft  la  même 
que  pour  la  Parabole , à l’exception  que  la  ligne  L M 
doit  tourner  autour  de  l’autre  extrémité  a du  diamètre 
donné  A a ; au  lieu  que  dans  la  Parabole  elle  lui  eft  paral- 
lèle. On  fuppofe  dans  l’Hyperbole  que  le  diamètre 
donné eft un  premier  diamètre  ; car  fi  c’étoit  un  fécond, 
on  trouveroit  félon  l’article  1 1 ç du  Livre  troifiemc , le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  6c  fon  paramètre. 

Car  menant  MP  ordonnée  au  diamètre  A a , les 
triangles  femblables  a P M , a A L , & A PM,  A HF, 
donnent  a P.  PM  ::  a A.  A L ou  A H.  Et  A P.  PM  : : 
A H.  H F.  Et  partant , fi  l’on  multiplie  les  Antecédens 
& les  Conféquens  des  deux  premières  raifons  par  ceux 


des  deux  fécondes , on  aura  aPx  PA.  : : a Ax  AH. 
*Art.  41,55,  AHxHF::aA.  H F.  Donc,  * &c. 

Si  d- 1 18.  jj  £au£  0kfcrver  qUC  |cs  p0intS  H ,a,  doivent  tomber 
de  part  ôc  d’autre  du  point  A dans  l’EIlipfe  , & du  même 
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côté  dans  l’Hyperbole  , lorfque  les  points  F , L , tom- 
bent de  part  & d’autre  du  diamètre  A a. 

Corollaire  I. 

162.  De  -la  on  voit  comment  un  diamètre  Aa  étant 
donné  avec  une  de  fés  ordonnées  P M-,  on  peut  trouver 
fon  paramètre  H F.  Car  i°.  Dans  la  Parabole  on  pren-  Ftg.  84. 
dra  fur  le  diamètre  A P la  partie  A H égale  à P M ; & 
ayant  tiré  la  ligne  H F parallèle  à P AI,  & terminée 
en  F par  la  ligne  A M tirée  de  l’origine  A du  diamètre 
par  l’extrémité  AI  de  l’ordonnée , il  eft  clair  que  cette 
ligne  H F îera  le  paramétré  du  diamètre  A P. 

2°.  Dans  les  autres  Scftions,  on  mènera  par  l’une  des  Fig.  8 j6c  8Æ 
extrémités  a du  diamètre  donné  A a la  ligne  a AI  qui  ren- 
contre la  tangente  AL , qui  pafle  par  l'autre  extrémité  A, 
au  point  L ; & ayant  pris  fur  le  diamètre  A a la  partie  AH 
égale  kAL,  on  tirera  H F parallèle  à P AI,  laquelle  ren- 
contrant en  P’ la  ligne  AM,  fera  le  paramétré  du  diamètre 
Aa. 

Corollaire  II. 

T63.O  n tire  de  la  fécondé  nfaniere  qu’on  vient  d’ex- 
pliquer , une  méthode  uniforme  & très  - exa&e  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Seftion  Conique  par  plufieurs 
points.  La  voici  dans  l’Ellipfe  : & elle  fervira  de  Réglé 
pour  les  autres  Serions. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  AL , qui  pafle  par  l’une  des  F 1 c.  I7. 
extrémités  A du  diamètre  donné  A a , la  partie  A G égale 
à fon  paramètre,  & mené  une  parallèle  indéfinie  GF 
à A a ; on  tirera  librement  par  le  point  A autant  de  li- 
gnes droites  A F,  A F,  &.c.  qu’on  voudra.  Ayant  pris  fur 
la  tangente  indéfinie  AL,  les  parties  AL,  AL,  &c. 
égales  aux  correfpondantcs  GF,  GF,  &c.  & mené  les 
droites  aL,a  L , &c;  je  dis  que  les  interférions  M , M, 

&c.  des  droites  correfpondantcs  FA , La,  FA,  La,  &c. 
feront  des  points  de  l’Ellipfe  qui  a pour  diamètre  la  ligne 
A a , pour  tangente  la  ligne  AL,  & pour  paramétré  du 
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diamètre  Aa  la  ligne  A G.  Cela  eft  vilible  en  menant 
F H parallèle  à AG , 6c  tirant  la  ligne  H L par  le  point 
L correfpondant  au  point  F.  Car  le  triangle  H A L fera 

• Hyp.  ifofcclle  ; puifque  * A L eft  égale  à G F ou  AH,  & 

H F fera  égale  au  paramétré  du  diamètre  Aa:  c’cft 
pourquoi  cette  conftrudion  retombe  dans  celle  de  la  fé- 
condé des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  G F , A L , deviennent  fort  grandes  , 
lorfqu’il  s’agit  de  trouver  des  points  M qui  foient  pro- 
ches du  point  a ; on  pourra  fe  fervir , pour  trouver  ces 
points,  de  la  tangente  a l qui  pafle  par  l'autre  extrémité  a 
du  diamètre  Aa,  & de  la  ligne  gf  parallèle  à A a , 
comme  l’on  voit  dans  cette  figure. 

Si  l’on  mené  les  ordonnées  MP,  MP,  &c.  parallèles 
à la  tangente  A L , & qu’on  les  prolonge  de  l’autre  côté 
du  diamètre  A a en  M,  M , &c.  enforte  qu’elles  foient 
coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  ; il 

* j4rt.  43*  eft  clair  * que  ces  nouveaux  points  M , M , &c.  feront 

• • encore  à la  même  Ellipfe. 

On  pourrait  fe  fervir  d’une  même  ouverture  de  com- 
pas G F ou  A L pour  marquer  fur  les  lignes  G F , AL, 
autant  de  points  F,  F ; ôcc.  L , I. , ôcc.  qu’on  voudra  ; 
car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
enrr  elles,  chaque  GF  ferait  égale  à la  correspondante 
A L ; ce  qui  eft  le  fondement  de  la  démonftracion. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème. 

Fie.  88,  Sp , 164.  S’  1 1 y a deux  droites  MN,  AR  , terminées  par 

90,91.  une  Section  Conique , Icfquelles  fe  rencontrent  en  un  point 
P , Ht  qui  foient  parallèles  à deux  droites  données  de  pofi- 
tion  ; je  dis  que  le  rectangle  MP  X PN  Jéra  toujours  au 
rectangle  AP  X PR  en  raifon  donnée , en  quelque  endroit 
de  la  Section  que  puijfent  tomber  les  droites  MN , AR. 

Pour 
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Pour  la  Parabole. 

Soient  (J%.  88.  ) les  tangentes  CB  , E B , qui  fc  ren- 
contrent au  point  B,  parallèles  aux  droites  M N , A R: 

je  dis  que  MPxPN.APxPR  ::CB\  EB. 

Car  ayant  mené  * par  le  point  G milieu  de  M N le  * Art.  r4«. 
diamètre  CG,  & tiré  par  Ton  origine  C la  parallèle  CB  à 
M N ; il  eft  clair  * qu’elle  fera  tangente  en  C.  On  me-  * Art.  < o & 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  E B parallèle  h.  A R,  xu 
que  l’on  prolongera  jufqu  a ce  qu’elle  rencontre  le  dia- 
mètre CG  au  point  K j & tirant  par  le  point  touchant  E 
l’ordonnée  EL,  on  aura  * KC—CL\  & par  confé-  * il  & 
quent  KB=  B E.  On  tirera  enfuite  A D ordonnée  , & 2J* 

A F parallèle  au  diamètre  CG  , 8c  on  nommera  les  don- 
néès  K B ou  B E , m ; B C,n  ; C K,  t ; le  paramétré 
CH  du  diamètre  CG  , p ; & les  indéterminées  A P , x ; 

PM  ,y  ; A D ,r;  CD  ,s. 

Cela  pofé,  les  triangles  femblables-OC.^PF,  donne- 
ront P F = — , A F ou  DG  — ^ : & par  conféquent 

CG  = ‘i  -+•*»  G M ou  G N=  y -4-  fl-  -4-  r,  PN  ou  GN 
-{~GP~y-+-~-\-zrÿ  MP  x P N—yy  -+-~y 
zry,GM  =yy  + .~y-i-iry-h~xx-h~x-hrr. 

Or  * CD  (s).  CG  -t--*)  AD  ( rr ).  G Al  — rr  * Art.  S ir 
-F'ijx  = rr  + ~x  > puifqu c AÏJ  (rr)=CDxCH  10’ 


(p  s).  Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  G Al\ 
on  formera  l’équation  y y -+-  y -4-  zry-\-  AJL  xx 

-+-~  * — ~ *— °t  qui  convient  également  k tous  les 


points  de  la  Parabole  , lorfque  la  ligne  A R tombe  au- 
deflus  du  diamètre  CG,  & que  le  point  d’intcrfeâion  P 
tombe  entre  les  points  A,  R. 

Maintenant  fi  l’on  fait  dans  cette  équation  y — o, 
on  aura  ( en  effaçant  tous  les  termes  où  y Ce  rencontre  ) 

c;  O 
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— xx-\-~x — — x=o.  D’où  l’on  tire  x = ~ — 

tn  ni  m m nn  n 

= ARÿ  puifque  P AI  (y)  devenant  nulle  ou  2éro  , il- 
elt  clair  que  AP  (x)  devient  À R.  Donc  APxPR 

= ~ x — — x — xx  y & par  conféquent  M P xP  A 

nn  rt  1 

::  CP  ( nn).Eli  (mm) . puifqu’cn  multipliant  les  extrê- 
mes & les  moyens , on  retrouve  l’équation  précédente. 
Or  comme  les  tangentes  CB  ,BE , demeurent  toujours- 
les  mêmes , en  quelque  endroit  de  la  Parabole  que  tom- 
bent leurs  parallèles  Ai  N,  A R y il  s’enfuit , &c. 

Il  peut  arriver  diflérens  cas , félon  les  différentes  po- 
fïrions  des  droites  AIN,  A R y mais  comme  la  démonf- 
trarion  demeure  toujours  la  même  , & qu’il  ne  peu?  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes , ou  dans 
quelques  termes  qui  s’évanouiffent,  je  ne  m’arrêterai  point 
à les  expliquer  en  détail.  On  doit  obferver  la  même  chofe 
dans  les  deux  autres  Sedt  ions. 

Pour  les  autres  Sections. 

Ayant  mené  (fig.  89, 90,  91.)  les  deux  demi-diame- 
tres  CO,  CB,  parallèles  aux  droites  AI  N,  A R -f  je 

dis  qu  e MPxPN.  APxPR::'CÔ\  Cü\ 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
donnée AIN,  fur  lequel  foient  abaiffees  les  droites  RE, 
AD,  parallèles  à AI  N ; & ayant  tiré  A F parallèle  à 
C G , foient  nommées  les  données  C B,  m y BE,  n y CE,  c; 

& le  demi-diametre  CK,  t y fon  demi-conjugué  CO,cy 
& les  intermin'ées  AP , x;  P AI,  y y A D,  r y CD , s. 

Cela  pofe , les  triangles  femblables  CBE , AP F , don- 
neront PF=a^£  , AF  ou  D G =5  -* . Par  conféquent 
dans  l’Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  (jig.  90 
& 91.)  on  aura  CG  = ‘^  A-  s , GM  ou  GN=y 
-tp  — — r,  P N ou  GN-\-GP=y-+-  _2r  y AIPxBN 

m.  * — m 
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—yy +™y-i  ry,GM==yy^ = jr-  2/7+  £** 

_“rx-4-rr.  Or  * CD+CK  (ss  + tc).  C G +.  CK 
( '“ï —x. s s 1 1\  : : AD  (rr).  G~M  = r r 

\ mm  m / 

ttrrxx  + ytmrrtjt — rr-u  f£f£jg£gf*g*f  en  mettant 

mm  xx  + mm  et  mm  te 

pour  fa  * valeur  - . Et  comparant  cnfemble  ces 

* ss+te  r* 

deux  valeurs  de  GM  , on  formera  l’équation  yy  -+-  ~ y 

_ a r y ïïL'iri£i‘  x x - x = o,  dans  la- 

quelle  mettant  k la  place  de  nntt — cccc  fa  valeur  cctc  (il 
faut  imaginer  l’Hyperbole  conjuguée  qui  pâlie  * par  l’ex- 
trémité B , lorfque  CB  elt  la  moitié  d’un  fécond  diamètre) 

tirée  de  ce  que  * CE  -t-  CE  (cc-t-tt).  E B (nn):: 
LK  (ri) . C O (cc) . on  aura  celle-ci  y y •+-  —y  — iry 
xnrtt  x==0  f qUi  convient  k tous  les 


mm  mu 

points  de -la  Section,  lorfque  les  points  R,  tombent 
de  part  & d’autre  du  diamètre  CG  , & que  le  point  d’in- 
terfeffion  P tombe  entre  les  points  A , R. 

Maintenant  fi  l’on  fait  dans  cette  équation  y—o,  on 

aura  (en  effaçant  tous  les  termes  où  y fe  rencontre)  ~ xx 

d’où  l’on  tire  x=-—-^:-^L iSl 


XX- 


m 1 


met  7“ 

— AR}  puifque  P M (y)  devenant  nulle  ou  zéro,  il  cft 
clair  que  AP  ( x ) devient  A R.  Donc  AP  x PR 
çmn ™^“six  — xxy  MPxPN  (yy-h^y~ iry) 

: ; CS*  (mm).  Cü\cc).  Car  multipliant  les  extrêmes 
& les  moyens  de  cette  proportion , on  retrouve  l’équa- 
tion précédente.  Or  comme  les  demi -diamètres  CO, 
C B , demeurent  toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit 
de  la  Se&ion  que  tombent  leurs  parallèles  M N , A R ; 
il  s’enfuit , &c.  _ ' ‘ 

Je  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcul  pour  l’Ellipfc, 
parce  qu’il  ne  différé  de  celui  de  l’Hyperbole  qu’en  quel- 
ques lignes.  O ij 


* Art.  81  tf 
118. 


* An.  81  & 

118. 


* An.  1 j 4- 

* Art.  8 1 St 

1 1 S. 
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Corollaire  I. 

fie.  si.  165.  S’ll  y a deux  lignes  droites  MN,A  R,  termi- 
nées par  une  Seétion  Conique , Icfquelles  fe  reneonrrent 
en  un  point  P y & qu’on  mene  par-tout  où  l’on  voudra 
deux  autres  droites  FG,  B D,  parallèles  aux  deux  pre- 
mières , & terminées  aufli  par  la  Seétion  , Icfquelles  fe 
• rencontrent  en  un  point  Q : il  eft  clair  que  M P x P N. 

AP  x PR  : : FQ  x QG  .BQx  QD.  Car  les  deux  droites 
AR,  B D , étant  parallèles  entr’ elles  , feront  parallèles 
à la  même  droite  CZ  donnée  de  pofition  ; comme  aulfi 
les  deux  droites  M N,  F G , à la  même  droite  CY  donnée 
pareillement  de  pofition. 

Corollaire  II. 

xGG.  S’il  y a deux  parallèles  AR,  BD,  terminées 
par  une  Scètion  Conique  , Icfquelles  rencontrent  aux 
points  E , Q , une  ligne  droite  F G terminée  par  la  même 
Sc&ion  ; je  dis  que  FE  x EG . AEx  ER : : FQx  QG. 
B Q_x  QD.  Car  concevant  dans  le  premier  Corollaire 
que  M -V  tombe  fur  F G , il  eft  clair  que  les  rectangles 
MP  x PN , APx  PR , deviennent  FE  x EG,  AExER, 

Corollaire  HI.  Pour  le  Cercle. 

Trc.  yj.  167  On  peut  tirer  de  ce  Théorème  la  propriété 
du  cercle  , qui  eft  fi  connue  de  tous  les  Géomètres  ; fea- 
voir  que  fi  par  un  point  quelconque  P pris  au  dedans 
ou  au  dehors  d’un  cercle  , on  mene  autant  de  lignes 
qu’on  voudra  A R,  M N , HL,  &c.  terminées  par  la 
circonférence,  les  redangles  APxPR,  MPx  P N, 
HP  xP  L,  &c.  feront  tous  égaux  entr’eux.  Car  menant 
les  demi  - diamètres  C P , C O,  CD , &c.  parallèles  à ces 
lignes , il-  eft  clair  par  le  Théorème , que  tous  ces  re&an- 
gles  feront  entr’eux  , comme  les  quarrés  de  ces  demi- 
diametres  ou  rayons , lefquels  par  la  propriété  eflentielle 
du  cercle  font  tous  égaux  entr’eux. 


* 
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Corollaire  IV.  Pour  u Parabole. 

168.  S’il  y a une  ligne  droite  M N terminée  par  Fig.  94. 
une  Parabole  , & qu’on  mène  par  un  des  points  quel-, 
conques  A de  la  Parabole  un.  diamètre  AF  qui  ren- 
contre cette  ligne  au  point  F : je  dis  que  le  reftangle 

M F xF  N cft  égal  au  re&angle  de  A F par  le  paramétré 
C H du  diamètre  CG,  qui  pâlie  par  le  milieu  de  M N. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  que  A F tombe  fur 

AF,  il  cft  clair  que  la  ligne  P F ( £ x ) devient  nulle 

ou  zéro,  & qu'ainfi  ^ —0.  C’eft  pourquoi  effaçant  dans 

l’équation  k la  Parabole  y y -4-  - ~y  -4-2  ry  -t-  ~xx 

•4-  x — — x = 0 , tous  les  termes  où  " fe  rencontre  , 

on  en  formera  celle-ci  y y -4-2  ry  — > ^ x = o.  Or  AF 

— CH— p,  & MFxFN—yy  -t-iry.  Donc,&c. 

Ce  n’eft  que  pour  faire  voit  la  généralité  du  Théo- 
rème , que  j’en  déduis  cette  propriété  ; car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifément  fans  y avoir  recours , en  cette  ^ 

forte.  GM  = GCxCH,  AD  au  GF  =D  Cx  CH, 

& partant  GM  — GF  ou  MFxFN=GC — DCx  CH 
= AFxCH.  * 

•Corollaire  V.  Pour  la  Parabole. 

169.  Db-la  il  eft  évident, 

' i».  Que  s'il  y a deux  droites  M N , EL,  terminées 
par  une  Parabole , & parallèles  entr’elles  ; & qu’on 
mene  par  deux  points  quelconques  A , B , de  cette  Para- 
bole , deux  diamètres  AF,  BP,  qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F,  P : il  ell  évident,  dis -je,  que 
MFxt  N.  E P xP  L : : AF.  BP.  Car  le  diamètre  CG 
qui  palfe  par  le  milieu  àcMN , palfe  auflï  par  le  milieu 
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d ç.  EL  ÿ & par  conféquent  le  re&anglc  E P x P L = 
B P x CH , de  même  que  MFx  F N=A Fx  CH. 

2°.  Que  s’il  y a une  ligne  droite  il/  N terminée  par 
une  Parabole  , & qui  rencontre  deux  de  fes  diamè- 
tres AF,  B K , aux  points  F , K ; on  aura  M F x F N. 
MKx  K N ::  AF.  B K. 

y.  Que  s’il  y a deux  lignes  droites  M N , E L , termi- 
nées par  une  Parabole , & parallèles  entr’cllcs , qui  ren- 
contrent un  de  fes  diamètres  quelconques  B P aux  points 
K,  P ; on  aura  MKx  K N.  EPxPL ::  B K.  BP. 

Corollaire  VI.  Pour  la  Parabole. 

170.  De-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  paiîe  par  trois  points  donnés  A , Al,  jV 
& donc  les  diamètres  AF,  CG,  foient  parallèles  à une 
ligne  droite  donnée  de  pofition  ; & démontrer  qu’il  ne 
peut  y en  avoir  qu’une  feule. 

Car  ayant  mené  une  ligne  M N qui  joigne  deux  des 
points  données  M,  N;  on  tirera  par  le  troifiemc  A un 
diamètre  A F parallèle  à la  ligne  donnée  de  pofition  , 
& qui  rencontre  la  ligne  MN  au  point  F , & par  le 
point  de  milieu  G de  M N une  parallèle  GC  à A F.  On 
fera  enfuite  MFx  FN.  MG  x G N.  ou  GM  : : AF.  GC. 
Et  ayant  pris  CH  troificme  proportionnelle  à CG,  GM, 
r on  décrira  * du  paramétré  CH , & du  diametre  CG 
dont  l’origine  eft  en  C , une  Parabole  dont  les  ordonnées 
foient  parallèles  à M N ; elle  fatisfera  k la  queltion.  • 
f Car  i°.  Elle  paflcra  * par  les  points  M,  JVj  puifquepar 

la  conftruction  C H x C G = G M ou  GH  . z°.  Elle  paf- 
fera  par  le  pointé;  puifque  MGx  GN.  MFxFN  ::  CG. 
FA.  3U.  Les  diamètres  A F,  CG,  feront  parallèles  k la 
droite  donnée  de  pofition. 

Comme  la  Parabole  qui  fatisfait  au  Problème,  a néce£  ' 
fairement  pour  diametre  la  ligne  C G , qui  a pour  origine 
le  point  C,  & pour  paramétré  la  ligne  déterminée  CH  ; 
il  s’enfuit  qu’il  ne  peut  y en  avoir  qu’une  feule. 
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Corollaire  VII.  Pour  la  Parabole. 

• # 

171.  S’il  y a deux  droites  AR,  AIN , terminées  Fig-  &3. 
par  une  Parabole  , lesquelles  fe  rencontrent  en  un  point 
P ; & qu’ayant  lait  APx  PR.  AI  P x P N : : A P . PF  . 
on  tire  la  ligne  AF:  je  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia- 
mètre. Car  ayant  mené  les  tangentes  CB,  E B,  paral- 
lèles aux  droites  M N , A R , de  par  le  point  touchant 
C le  diamètre  C G qui  rencontre  E B prolongée  en  K j 

on  aura  E B ou  K B . B C : : A P x P R.  AIP  xP  N :: 

A P . P F , de  par  confcqucnt  K B . C B : : A P . P F. 

Les  triangles  K B C , AP  F , feront  donc  femblables,  de 

leurs  côtés  AF,  KC,  parallèles  entr’eux  : d’où  il  fuit 

que  la  ligne  AF  qui  fe  trouve  ainfi  parallèle  au  diamètre 

CG',  fera  un  diamètre  ; puifque  dans  la  Parabole  * tous  * Dtf.  7.  ï, 

les  diamètres  font  parallèles  entr’eux. 

Corollaire  VIII.  Pour  la  Parabole. 

172.  O N tire  du  Coroljairc  précédent  une  maniéré 
de  décrire  une  Parabole  qui  pâlie  par  quatre  points- 
donnes  A,  AI,  R , N. 

Car  avant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
AR,  Ad  N,  qui  s’entrecoupent  en  un  point  P , & fait 

APx  PR.  AIPx  P AJ  : : AP  . PF  ; on  tirera  la  UgneAF, 
de  on  décrira  * une  Parabole  qui  pafl'e  par  les  trois  points  * 4rt.  170. 
A , AI,  N r de  dont  les  diamètres  foient  parallèles  à la 
ligne  A F.  Elle  fera  celle  qu’on  demande  ; car  félon  le 
Théorème  la  ligne  AP  doit  rencontrer  cette  Parabole 

en  un  point  R , tel  que  APx  PR.  AIPx  P N ::  E B 
ou  KB\  ’ÏÏC:  : ÂT\  F?'. 

Si  l’on  eut  pris  le  point  F de  l’autre  côté  du  point  P , p1Gi  ? ^ 
on  auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  aurait  encore 
pafle  par  les  quatre  points  donnés.  Mais  l’on  doit  remar- 
quer que  lorfqu’un  de  ces  points  F tombe  fur  l’un  des- 
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points  donnés  M ou  N , il  ne  peut  y avoir  qu’une  Pa- 
rabole qui  fatisfafle  ; & que  lorfquc  tous  les  deux  tom- 
bent fur  les  points  M,  N,  il  n’y  en  peut  avoir  aucune: 
puifqu’alors  le  diamètre  AF  de  la  Parabole  pafTeroit  par 
* An.  toi  deux  de  Tes  points , ce  que  l’on  a démontré  + être  im» 
podible. 

COROLLAIRE  IX. 

Pour  l’Hyfhrbole  ou  les  Hyperboles  opposées. 


Fig.  96,  97. 


* Art,  ioi. 


* Art.  il). 


173.  S’il  y a une  ligne  droite  MN  terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées  , laquelle 
rencontre  une  afymptote  C B au  point  Q , & qui  foit 
parallèle  à une  ligne  donnée  de  pofition  ; & qu’on  tire 
par  un  point  quelconque  A de  la  Setiion  une  droite 
A P paral^Ie  à cette  afymptote  , & qui  rencontre  aû 
point  P la  ligne  MN  : je  dis  que  le  reétangle  MP  x P N 
fera  toujours  au  reétangle  2 AP  x PQ  en  raifon  donnée, 
en  quelque  endroit  de  la  Sc&ion  que  tombent  les  droites 
MN,  AP. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  (fig.  90,91.)  que 
le  demi-diametre  CB  devienne  une  afymptote,  il  eft 
clair  * qu’alors  les  trois  côtés  du  triangle  CBE  deviennent 
chacun  infini.  C’cft  pourquoi  menant  Cfe  96 , 97.)  par 
l’extrémité  K du  diamètre  LK  qui  pafTc  par  le  milieu 
de  MN , une  parallèle  K S à M N , qui  rencontre  l’a- 
fymptote  CB  en  S,  on  formera  un  triangle  CKS  dont 
tous  les  côtés  feront  finis,  & qui  fera  femblable  au  trian- 
gle CB  E ; & partant  on  aura  C K (r) . K S ou  * CO  (c) 

CE  (e).  E B (n).  Ce  qui  donne  ct—nt.  Si  l’on  mec 
h la  place  de  ce  fa  valeur  nt  dans  l’équation  h l’Hyper- 


bole y y -+-  y — 2 r y-+-  ‘£îf  x x 

J J m J J mmit 


inrtt  xtccs 
mrt 


X = 0 


que  l’on  a trouvée  dans  le  Théorème  , on  en  formera 
celle-ci  yy  H-  == y-iry - x=o  ou  yy+  = y 


— iry=  x.  Or  en  prolongeant  A D , s’il  eft  né- 

ccfiaire, 


» 


,9 
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-flaire,  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  l’afymptote  CB 
en  H , les  triangles  femblables  CKS , CD  H , don- 
neront CK  (r).  K S (c)  ::  CD  (j).  DH=>cj-,  Et  par- 
tant AH  ou  P Q = . On  aura  donc  MP  y.  P N 

(yy+irr— 2rr)-  i^p*pQ_  (— ~ EB  («)• 

CB(m)::  KS.CS.  Puifqu’en  multipliant  les  extrêmes 
& les  moyens  on  retrouve  l’équation  précédente.  Or  les 
lignes  K S , CS , demeurent  toujours  les  mêmes  en 
quelque  endroit  de  la  Seftion  que  tombent  les  droites 
M N , AP  ; parce  que  Je  diamètre  LK  qui  pafle  par  le 
milieu  de  MN , pafle  auiïi  * par  le  milieu  de  toutes  les  * Art.  145. 
parallèles  h MN  terminées  par  la  Section,  en  quelque 
endroit  qu’elles  fc  rencontrent.  Donc,&c. 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement  , ïic.  96. 
& fans  avoir  recours  au  Théorème,  en  cette  forte.  Soient 
les  données  C K=  t , KS  ou  C 0 = c , CS=m  , & les 
indéterminées  CD— s,  AD  ou  Dl=r,  AP=x , 

F M— y.  Les  triangles  femblables  CS  K,  AP  F,  don- 
nent P F—c-î  , AF  ou  DG=~  ; & partant  GM  ou 

GN—y-t-  ~ — r,  CG—  — -4-J.  Or  h caufe  des  trian- 
gles femblables  CKS , CD  H,  CG  Q , on  aura  CK  (t). 

KS  (c)  : : CD  (s).  DH=j ::  CG('^-4-j).  GQ 
= £-‘  -t-  —,  Et  partant  MQxQN  ou  GQ  — ~GM 

=2*  ~ rr=*AHxHI  * ^ 

ou  DH—Dl'=™  — rr  ; d’où  l’on  tire  (en  effaçant  de 
part  & d’autre  ^ — rr,  & tranfpofant  d’une  part  tous 
les  termes  où  y fe  rencontre)  cette  équation  yy- 4-  —■ 

*—2ry=3  ~~  -H  , laquelle  étant  réduite  en  propor- 
tion, donne MF*tN{yy+'&—%ry).  iAPxPQ 

P 
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-+-  2 rx^  : : K S (c) . CS  (m).  Ce  qu'il  falloit  dé- 
montrer. 

La  démonftration  eft  la  même  pour  les  Hyperboles' 
oppofées  à quelques  lignes  près. 

COROLLAIRE  X. 

Pour  l’Hyperbole  ou  les  Hyperboles  opposées. 

Eioi  98.  174.  JL  fuit  tiu  Corollaire  précédent, 

i°.  Que  s’il  y a deux  droites  parallèles  entr’ellcs  M Ny 
H G , terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées  , & qui  rencontrent  une  afymptote  CS • 
aux  points  Q,  If  & qu’on  mène  par  deux  points  quel- 
conques A , B , delà  Section  deux  parallèles  AP , BDt 
à l’afymptote  CS  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
P,  L) . les  rectangles  MP  x PN,  1 AP  x P Ç)  feront  en- 
tr’eux , comme  les  rectangles  HDx  DG,  iBD  xDI ; & 
partant  on  aura  M P x P N.  H D xD  G : : A P x P Q . - 
BDxDI. 

2°.  Que  s’il  y a deux  droites  parallèles  entr’ellcs  MN  t- 
II G , terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées,  & qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  points  Q,  I f & qu’on  mène  par  un  point  quelcon- 
que A de  la  Seétion  , une  parallèle  A O à CS  , qui  ren- 
contre ces  lignes  aux  points  P,  O : on  aura  (en  conce- 
vant dans  le  cas  précédent  que  BD  tombe  fur  A P)  cette 
proportion  , MP  x P N.  H U x O G ::  A P x P O . 
A OxOI  y.  AP.  AU.  puifque  PQ=OI. 

30.  Que  s’il  y a une  ligne  droite  H G terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées , & qui 
rencontre  une  afymptote  C S en  If  & qu’on  mené  par 
deux  points  quelconques  de  la  Seétion  A,  B , deux  pa- 
rallèles A O,  BD,  à CS,  qui  rencontrent  cette  ligne 
aux  points  O,  D : on  aura  H Ox  O G.  H D x D G :: 
A O x O I.  BDxDI.  Cela  eft  encore  une  fuite  du  pre- 
mier cas , en  concevant  que  la  ligne  MN  tombe  fur  HG. 
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Corollaire  XI. 

175.  Si  l’on  conçoit  qu’une  ligne  droite  BD  qui  Fie.  31. 
rencontre  une  Scdion  Conique  en  deux  points  B , D , fe 
meuve  parallèlement  à elle-même  jufqu’k  ce  qu’elle  rafe 
la  Sedion  , c’eft-à-dire  , jufqu’à  ce  qu’elle  devienne  la 
tangente  LS  : il  eft  clair  que  les  deux  points  d’interfee- 
tion  B , D , fc  réunifient  alors  au  point  touchant  L ; & 
qu’ainfi  on  peut  confidérer  un  point  touchant  comme 
deux  points  d’interfedion  qui  tombent  l’un  fur  l’autre. 

Or  cela  pofé , on  voit  naître  des  Corollaires  1,2,5,  10  > 
plufieurs  cas , dont  voici  les  principaux. 

i°.  S’il  y a deux  tangentes  K S,  LS , qui  fe  rencon- 
trent en  un  point  S,  & deux  autres  droites  M N , A R , 
parallèles  à ces  taugentes  & terminées  par  la  Scdion  , 
lesquelles  fe  rencontrent  en  un  point  P ; je  dis  que 

MP*  P N.  APxPR  ::  K S . LS  . Ceci  a été  démontré 
dans  le  Théorème  k "égard  de  la  Parabole  : mais  pour 
les  autres  Sedions  , concevant  dans  le  premier  Corollaire 
que  F G tombe  fur  la  tangente  FS,  & BD  fur  L S ; 
il  eft  clair  que  les  deux  points  d’interfedion  F , G , fe 
réunifient  au  point  touchant  K , comme  aufli  les  deux 
B , D , au  point  touchant  I.  ; & qu’ainfi  les  rcdang'es 

FQxQG,  B Qx  QD,  deviennent  les  quarrés  i\S  . LS. 

20.  Si  dans  une  Ellipfe  ou  dans  des  Hyperboles  oppo- 
fées , l’on  mène  une  tangente  2 X parallèle  à F S,  éc  qui 
rencontre  S L au  point  X , on  prouvera  comme  dans  le 

nombre  précédent , que  MP  x PN . A P x PR  ::  TA  . 

LA  . D’où  il  fuit  que  KS  . LS  ::  TX  . LX  . Et  KS. 

SL  ::  TX.  LX.  C’ett-à-dire  , que  fi  deux  tangentes  pa- 
rallèles KS,  T X,  rencontrent  une  troifieme  tangente 
LS  aux  points  S , X , on  aura  KS . LS ::  TX.  LX.  ou 
KS.  TX  : : LS.  LX. 

y.  Si  dans  une  Ellipfe , dans  une  Hyperbole  ou  dans 
des  Hyperboles  oppofées , il  y a deux  tangentes  KS, 

LS , qui  fe  rencontrent  en  un  pointé,  & qu’on  mené 

Pij 
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deux  demi-diametres  CY,  CZ  , parallèles  à ces  tangen- 
ces ; je  dis  qu’elles  feront  entr’elles  comme  ces  deux 

demi-diametres.  Car  félon  le  Théorème  CY  . CZ  :: 
MP  y.  P N.  AP  y PR::  KS  . LS  , félon  le  nombre  pre- 
mier. Et  par  conféqucnt  CY.  CZ  : : KS.  LS. 

4°.  S’il  y a deux  droites  A R , FGr  terminées  par  une 
Seétion  Conique  , lefquelles  rencontrent  deux  tangentes 
Kl ,LO , qui  leur  foient  parallèles  aux  points  I,  O ; je  dis 

que-FOxOG  LO  ::  Kl  .AI  x IR.  Ce  qui  cil  évident 
en  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  BD  de- 
vient la  tangente  L 0 \ fie  M N,  la  tangente  Kl. 

5°.  S’il  y a deux  parallèles  AR,  BD,  terminées  par 
une  Section  Conique  , lefquelles  rencontrent  une  tan- 
gente K H aux  points  I , H ; je  dis  que  K I . AlylR  :: 
KH.  BHxHD,  ouTcï.  KH::  AlxIR.  BHxHD.. 
Ce  qui  eft  une  fuite  du  fécond  Corollaire , en  conce- 
vant que  la  ligne  F G tombe  fur  la  tangente  K H. 

6°.  Si  l’on  fuppofe  dans  le  nombre  précédent  que  la 
Sedion  Conique  foie  une  Hyperbole,  fit  que  la  tangente 
H K en  foie  une  afymptotc  ; les  reètangles  BHxHD , 
A I x IR  deviendront  égaux  entr’eux.  Car  le  point  cou- 
**Ait.  108.  chant  K fera  * alors  infiniment  éloigné  des  points  H,  I ,* 
fit  par  conféqucnt  les  droites  infinies  H K , IK  , qui  ne 
different  cntr’ellcs  que  d’une  grandeur  finie  H I , doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a déjà  été  dé- 
montré dans  l’article  97 , fit  on  ne  le  répété  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  à ce  que  l’on  vient  de  dire , fit  pour 
faire  voir  qu’on  arrive  fouvent  aux  mêmes  vérités  par 
des  routes  bien  différentes. 

7*.  S’il  y a deux  tangentes  K S ,LS,  qui  fe  rencon- 
trent en  un  point  S , avec  une  ligne  droite  A R termi- 
née par  la  Section , parallèle  à l’une  d’elles  LS , 6c  qui 

rencontre  l’autre  K S en  un  point  / ,•  je  dis  que  Kl  . 
A I x IR::  KS  . LS  . Cela  eft  vifible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  F G ,JB  D , tom- 
bent fur  les  tangentes  K , LS » 
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S".  S’il  y a dans  uneEiiipfc  ou  dans  les  Hyperboles  op- 
pofees  deux  tangentes  parallèles  Kl,  T K,  qui  rencontrent 
aux  points  I,F,  une  ligne  A R terminée  par  la  Scdion  aux 

points  R,  A;  je  dis  que  Kl . AlxIR  ::  I K . RHxVA. 

Cela  fuit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que 
les  parallèles  MN , FG,  tombent  fur  les  tangentes  TH, 

KJ. 

9*.  S'il  y a dans  une  Parabole  deux  parallèles  MN,  Fig.  94. 
CH , dont  l’une  foit  tangente  en  C,  & l’autre  foit  ter- 
minée par  la  Parabole  ; & qu’on  mène  par  deux  points 
quelconques  A , B , de  la  Section  , deux  diamètres  AF , 

B O qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  F , O : il  eft 
clair  en  concevant  dans  les  deux  premiers  nombres  du 
Corollaire  fixicmc  que  EL  tombe  fur  la  tangente  CH  ; 
t°.  Que  MFxFN.  CO  ::  AP.  B O.  2".  Que  fi  l’on  pro- 
longe FA  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  tangente  CH 
en  Q , on  aura  MF*  F N.  CQ  r.  AF.  AQl- 

10".  S’il  y a deux  parallèles  MN,  K T,  donc  l’une  K T F'i  g. 
touche  une  Hyperbole  en  K & rencontre  une  de  fes 
afymptotes  en  Sr  & l’autre  M N eft  terminée  par  l’une 
ou  par  l’autre  des  Hyperboles  oppofées,  & rencontre  la 
même  afymptote  en  Q ; & qu’on  mene  par  deux  points 
quelconques  A,  B , de  la  Sedion  , deux  parallèles  AP , 

B T,  à l’afymptore  CS,  lefquelles  rencontrent' ces  lignes 
aux  points  r,T;on  aura  (en  concevant  dans  les  trois  nom- 
bres du  Coiollaire  dixième,  que  la  fécanre  GH  tombe 
fur  la  tangente  R T)  i®.  Le  redangle  MPxPN.  KT 
APxPÇ).  BTxTS.  i°.  En  prolongeant  PA  jufqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  K T en  R ,-  le  redangle  MPxPN. 

KRr.  A P.  A R.  y.  Le  quarré  K~T  . TR  ::BTx  TS. 

A Rx  RS. 

ii°.  S’il  y a dans  les  Hyperboles  oppofees  deux  tan- 
gentes parallèles  KR,LF,  qui  rencontrent  une  afymp- 
totc  CS  aux  points  S , y , &.  qu’on  mené  par  deux  points 
quelconques  A,  B,  de  la  Sedion  , deux  parallèles  A R, 

B F à l’afymp.tote  C S1  lefquelles  rencontrent  ces  tangentes  • 
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aux  points  R,  F : on  aura  ( en  concevant  dans  les  deux 
premiers  nombres  du  Corollaire  dixième  , que  les  deux 
Sécantes  AIN , GH , tombent  fur  les  deux  tangentes 
KR,  LF)  i°.  Le  quarré  KR  . LF\ : ARxRS.  BF*FV.. 
a8.  Le  quarré  K R . LE::  HR.  HE. 

PROPOSITION  XI  y. 

Problème. 

Fig. 99,  ico  176.  Dfcrire  une  Ellipfc  ou  deux  Hyperboles  op- 
te 101.  ^ pofees  autour  d’un  parallélogramme  donné  FG  H K , 6' 
dont  Lun  de  fes  diamètres  A B parallèle  aux  deux  cotés 
F K , G H ,Joit  à fon  conjugué  DE,  en  la  raifon  donnée 
de  m à n.  < 

Ayant  mené  les  lignes  H B , D E , qui  coupent  par  le 
milieu  les  côtés  oppofés  du  parallélogramme  donné 

* Art.  14  6.  FG  H K,  il  eft  clair  * qu’elles  feront  fur  deux  diamètres 

conjugues  de  la  Seétion  qu’on  demande  ; & qu’ainfi  leur 
point  d’intcrfection  en  fera  le  centre  ; puifque  félon  l’une 
des  conditions  du  Problème  , les  parallèles  FG,  KH, 
doivent  être  terminées  par  la  Section , aufli  bien  que  les 
deux  autres  parallèles  F K , G H.  Or  cela  pofé  , fi  l’on 
prend  H B , D E,  pour  ces  deux  diamètres  conjugués , & 
qu’on  nomme  ( les  points  L,  ü , coupent  en  deux  parties 
égales  les  lignes  Fù,  K H,)  les  données  CL  ou  Cü , a ; 
LF  ou  O K,b  ; & l’inconnue  CA  ou  CB,  t;  on  aura. 

* Art.  41  <5-  j»,  Lorfquc  ' la  Seétion  eft  une  Ellipfc,  BLxLA  ( tt — aa)m 

L F {b  b)::  H B . L)  E y.mm.nn.  Et  partant  tt— a a 

* ^8  81  ^ ~TfT  ' 2°'  Lorf-juc  * la  Scélion  doit  être  deux  Hyper- 

boles oppofées , C L +Crl  (aa  + tt).  LF  (/•£):;  slB  . 
DE  ::  mm.  nn  , ce  qui  donne  tt~  a a — ou  tt 

* nn 

mmbb  f • mrnbb  • « •• 

a a y lçavoir  tt=aa — - lorique  la  ligne 

H B eft  un  premier  diamètre , & 1 1 = — a a lorf- 
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que  c’eft  un  fécond.  D’où  l’on  tire  la  conftruétion  fui- 
vante  , que  je  diftingue  en  trois  differens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  la  Stclion  eft  une  Ellipfe  ; foit 
fait  un  triangle  rectangle  VS  T,  dont  l’un  des  côtés 

ST=CL  , & l’autre  S V=—  LF  ; &c  foit  décrit  du 

n 

demi-diametre  CA=  TV , qui  foit  ù fon  dcmi-conju- 
gué CD,  comme  m eft  à n une  Ellipfe  : je  dis  qu’elle 
fatisfera  au  Problème.  Car  iw.  Le  diamètre  AB  paral- 
lèle aux  côtés  F K,  G II , eft  ù fon  conjugué  DE,  en  la 
raifon  donnée  de  m à n.  2y.  A caufe  du  triangle  T S V 
rectangle  en  S , le  quarré  TV  ou  CA  ( tc)  — TS • 
(aaJ+é'C  (~)  i & partant  B L x L A (tt — aa) 
— c’eft  pourquoi  l’on  aura  BLyLA  ("-).• 

LF  (b  b)  mm.  nn  ::  AB  . DE  . D’où  l’on  voit  que 
LF  eft  une  ordonnée  au  diamètre  AB  ; & qu’ainfi  la 
Section  pâlie  par  le  point  F.  On  prouvera  de  même  que 
la  Section  palfcra  par  les  points  G,  H,  K;  puifquc 
G L = LL  — O K=  O H . & que  C Ü = C L. 

Second  cas.  Lorfque  la  Seètior.  doit  être  deux  Hyper- 
boles oppofées,  & que  CL  eft  plus  grande  que  ^ Fï  : 
foit  formé  un  triangle  TSV reétangle  en  S,  dont  l’un 
des  côtés  S /'=  LF,  & I’hypothénufe  V T=  CL  ; 

& foient  décrites  du  premier  demi-diametre  CA  — T S , 
qui  foit  à fon  dcmi-conjugué  CD , comme  m eft  à n , 
deux  Hyperboles  oppofées. 

Troïfieme  cas.  Lorfque  la  Seétion  doit  être  deux 
Hyperboles  oppofées  , & que  CL  eft  plus  petite  que 

^ LF:  on  formera  un  triangle  TSV reétangle  en  T dont 

l’un  des  côtés  TS=CL,  & l’hypothénufciS’F=  ^ LF. 
On  décrira  enfuite  du  fécond  demi-diametre  C4=  TV, 
qui  foit  à fon  dcmi-conjugué  C D , comme  m eft  à n , 
deux  Hyperboles  oppofées. 

La  démonftration  de  ces  deux  derniers  cas  eft  fem- 


? Arc.  164. 
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blable  à celle  du  premier  ; mais  il  faut  remarquer  que 
lorfque  C L = ~ L F , le  Problème  eft  impoflible. 

Corollaire  I. 

177.  Comme  la  nofition  des  deux  diamètres  con- 
jugués A B , D E , elt  déterminée,  aufti  bien  que  leur 
grandeur;  puifque  félon  les  conditions  du  Problème  ils 
doivent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du  paral- 
lélogramme , & qu’on  ne  trouve  pour  le  demi-diametre 
ÇA  ou  CB  qu’une  feule  valeur  : il  s’enfuit  qu’il  ne  peut 
y avoir  qu’une  feule  Section  qui  fatisfafle. 

Corollaire  IL 

178.  De  l a on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Scétion  Conique  autour  d’un  parallélogramme  donné 
F GH  K , & qui  p.afTe  par  un  point  donné  M. 

Car  ayant  mené  les  deux  diamètres  conjugués  AB, 

D E , qui  coupent  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du 
parallélogramme  , & du  point  donné  M l’ordonnée 
JS/l  F au  diamètre  A B , laquelle  rencontre  les  côtés  op- 
pofés F K,  GH,  aux  points  R , Q , & la  Section  (que  je 
fuppofe  décrite)  au  point  N j il  elt  clair  que  PN=  P JH, 

&.  qu’ainfi  RN=  QM , puifque  PR=  PQ  Le  rectan- 
gle RMx  MQ  fera  donc  égal  au  reétangle  RAlx  R N.  • 

Or  * FRxRK.  AIR  x RN  ou  RMxMÇ)::  ÂÏÏ\  DE, 

Et  par  conféqucnt  la  raifon  du  diamètre  AB  parallèle 
aux  côtés  F K,  G H , à fon  conjugué  D E,  cil  donnée , 
puifque  les  reCtanglcs  FR  xRK,RMxMQ,  font  don- 
nés. De  plus  la  SeCtion  fera  une  EUipfe , lorfqu’entre 
les  deux  ordonnées  M P , K O , au  diamètre  AB,  qui 
tombent  du  même  côté  du  centre  C , celle  qui  eft  la 
plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que  la  plus 
éloignée  ; & au  contraire  deux  Hyperboles  oppofées , 
lorfqu’clle  eft  plus  petite.  D’où  l’on  voit  que  cette 
queftion  fe  réduit  au  Problème  précédent, 

7 Si 
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Si  le  point  donné  M tomboit  fur  l’un  des  côtés  du 
parallélogramme  , prolongé  à difcrétion  ; il  eft  clair 
que  ce  Problème  feroic  alors  impoflible  , puifquc  çe 
côté  rcncontreroit  la  Section  en  trois  diftcrens  points  ; ce 
qui  ne  peut  * être.  * Art.  14,; 

Corollaire  III. 

179.  De -la  on  tire  encore  la  maniéré  de  décrire 
-une  Scétion  Conique , qui  ait  pour  diamètre  une  ligne 
A B donnée  de  pofition  , pour  centre  le  point  donné 
C , ôc  pour  deux  ordonnées  à ce  diamètre  les  droites 
MP,  KO. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  A B la  partie  C L 
égale  h CO,  & mené  LF  parallèle  & égale  à O K ; il 
eft  clair  qu’elle  fera  * une  ordonnée  au  diamètre  AB  , *Art. 4^5  j, 
& qu’ainfi  prolongeant  KO  en  H , ôc  FL  en  G , cnforte  85  & 1 1 S. 
que  O H=0  K,  & LG=  L F , les  droites  égales  de 
parallèles  KH,  F G , feront  * deux  doubles  ordonnées  * Are.  14+.' 
au  diamètre  A B.  D’où  l’on  voie  que  la  Seéfion  doit  ' . * 
être  décrite  autour  du  parallélogramme  FGHK,  ôc 
pafter  par  le  point  donné  M y ce  qui  fe  fera  par.  le 
moyen  du  Corollaire  précédent. 

Comme  cette  queftion  fe  réduit  à celle  du  Corollaire 
précédent , qui  fe  réduit  au  Problème  ; ôc  que  félon  le  * ' 
Corollaire  premier  , on  ne  peut  trouver  qu’une  feule 
Seftion  qtfi  y fatisfafle  : il  s’enfuit  de  même  qu’on  ne 
peut  décrire  qu’une  feule  Seftion  qui  rempliffe  les  con- 
ditions de  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION  XV. 

Problème. 

180.  Décrire  une  ScSion  Conique  qui  pajfe  par  Fis.  101  ; 
cinq  points  donnés  F,  M , K , G,  N ; & démontrer  qu’il  ioj. 
n’y  en  peut  avoir  qu'une  feule. 
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Ayant  joint  quatre  des  points  donnés  par  deux  ligne* 
droites  FG,  MN,  qui  fe  rencontrent  au  point  R,  on 
ir*nera  par  le  cinquième  point  donné  K deux  droite* 
KD  ,K  H , parallèles  aux  droites  FG,  MN , & qui  les- 
rencontrent  aux  points  E , Q.  On  prendra  fur  ces  deux 
lignes  prolongées  , s’il  efl  néceflairc  , les  points  D , H r 
tels  que  MRxRN.  GRxRf::  MExEN.  KExED.  Et 
FRxRG.  MRxRN::  FQxQG.  HQxQk.  en  obier-  * 
vant  que  les  points  K , D , ou  K , H , doivent  tomber 
de  part  & d’autre  du  point  de  rencontre  E , ou  Q , lorf- 
que  les  points  M , N,  ou  F , G , tombent  aufli  de  parc 
& d’autre  de  ce  meme  point  ; & au  contraire.  On  mè- 
nera enfuite  par  les  points  de  milieu  des  parallèles  D K r 
F G , & MN,  KH,  les  droites  L 1 , À B , qui  s’entrc=- 
coupent  au  point  C.  On  décrira  enfin  * la  Seélion  Co- 
nique qui  a pour  diamètre  la  ligne  A B donnée  de  pofi- 
tion , pour  centre  le  point  donné  C , & pour  ordonnées- 
les  deux  droites  MF,  K O.  Je  dis  qu’elle  fatisfèra  au 
Froblême , & qu’il  ne  peut  y avoir  que  celle-là. 

Car  les  deux  points  D , H , feront  * à la  Scélion  qui 
pafi'e  par  les  cinq  points  donnés  F,  M , K , G , N ; & 
ainfi  les  lignes  LI,  AB,  en  feront  * deux  diamètres r 
qiii  en  détermineront  par  conféquent  le  centre  par  leur 
point  d’interfeélion  C.  Il  eft  donc  évident  que  la  Scélion 
Conique  qui  pâlie  par  les  cinq  points  donnés , doit  avoir 
néccfl virement  pour  diamètre  la  ligne  A B donnée  de 
pofition  pour  centre  le  point  C , & pour  ordonnées  au 
diamètre  A B les  droites  MF , K O-  ür  comme  il  n’y  a 
qu’une  feule  Scélion  Coniquo  qui  puifle  remplir  ces  con- 
ditions , il  s’enfuit  que  ce  fera  celle  qu’on  demande , & 
qu’il  ne  peut  y avoir  que  celle-là. 

S’il  arrive  que  les  diamètres  AB,  LI , foient  paral- 
lèles entr’eux  ; la  Seélion  fera  alors  * une  Parabole  qu’on 
décrira  par  l’articlc  17a 
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LIVRE  CINQUIEME. 

De  la  comparaifon  des  Sections  Coniques  en- 
tr  elles  , & de  leurs  Segrnens. 

L K M M E I. 

ï8i.  Si  la  différence  de  deux  quantités  diminue  con- 
tinuellement, enjorte  qu’elle  devienne  enfin  moindre  qu'au- 
cune grandeur  donnée ; je  dis  que  dans  cet  état,  ces 
deux  quantités  Jeront  égales. 

Car  li  elics  ne  feraient  pas  , on  pourrait  afligner  en- 
tr  elles  quelque  différence  ; ce  qui  eft  contre  l’hypothèfe. 

L E M M E II. 

182.  Si  la  raifi'on  de  deux  quantités  efl  telle  que' V an- 
técédent demeurant  toujours  le  meme  , fa  différence  avec 
fon  conféquent  diminue  continuellement , enjorte  qu'elle 
devienne  enfin  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  y je 
dis  que  dans  cet  état,  ces  deux  quantités  fieront  égales. 

Car  par  le  Lemme  * précédent,  l’antécédent  fera  égal 
à fon  conféquent  ; & ainfi  les  quantités  dont  ils  expri- 
ment le  rapport , feront  égales. 

Lemme  III. 

183.  S 1 Von  fuppofe  fur  une  ligne  courbe  quelcon- 
que ABG  un  arc  MN  infiniment  petit , cefil-à-dire , 
moindre  qu’aucune  grandeur  donnée  ; & qu'on  imagine 
par  les  extrémités  de  cet  arc  les  ordonnées  M P , NQ , à 
l’axe  ou  diamètre  AC , avec  les  parallèles  MR  , NS , à 
ce  diamètre  : je  dis  que  les  parallélogrammes  P Q R M , 
P Q NS  , peuvent  être  pris  chacun pourl'efpace  P Q N M 
renfermé  entre  les  ordonnées  PM,  QN,  la  petite  droite 
PQ,&fc  petit  arc  de  la  courbe  M N. 


* Art.  1*1. 


Fie.  104.' 
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Tous  les  points  d’une  ligne  courbe  ou  s'éloignent 
continuellement  de  plus  en  plus  de  fon  diamètre  , ou 
bien  s’en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus  ; 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  eft  compoféc  de  plufieurs 
portions,  dont  les  unes  s’éloignent  de  plus  en  plus,  <3c 
les  autres  s’approchent  de  plus  en  plus  de  fon  diamètre. 
Car  il  eft  évident  qu’il  ne  peut  y avoir  aucune  portion 
dans  une  ligne  courbe  , dont  tous  les  points  foient  egale- 
ment éloignés  de  fon  diamètre  ; puifqu’alors  cette  por- 
tion ne  fcroit  plus  courbe,  mais  une  ligne  droite  paral- 
lèle à ce  diamètre. 

Suppofons  i°.  Que  l’arc  MN  foit  fur  une  courbe 
A Al  B dont  tous  les  points  s’éloignent  de  plus  en  plus 
de  fon  diamètre  AC.  Si  l’on  prend  du  côté  du  point  N 
l’arc  M O d’une  grandeur  finie  , & qu’ayant  mené 
l’ordonnée  O F parallèle  à MP,  on  tire  les  droites' 
OU  , AIE , parallèles  au  diamètre  AC  y H eft  clair 
que  l’efpace  curviligne  P FO  M fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  inferit  P F E AI , ôc  moindre  que  le 
parallélogramme  circonfcrit  PFOD.  Or  fi  l’on  ima- 
gine que  le  point  O fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le 
point  M il  eft  vifible  que  le  parallélogramme  ME  O D 
qui  eft  la  différence  des  parallélogrammes  inferirs  & cir- 
confcrits  h l’arc  OM,  diminuera  continuellement  jufqu’à 
ce  qu’enfin  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l’inltanr  que  le 
point  O parvient  en  M.  D’où  il  fuit  que  lorfquc  le  point 
O eft  arrivé  en  Nj  c’cft-à-dire  , infiniment  près  de  Al, 
le  parallélogramme  MEOD , qui  devient  MUNS , fera 
moindre  qu’aucune  grandeur  donnée.  Il  eft  donc  évident 
*'  félon  le  Lcmme  * premier,  que  les  parallélogrammes 
PQRM,  PQNS,  deviennent  alors  égaux  entr’eux  -r 
& par  conféquent  aufîi  égaux  chacun  à l’cfpace  curvi- 
ligne P Q NM.  Donc  , &c. 

Suppofons  20.  Que  le  petit  arc  M N foit  fur  une 
courbe  BAI  G dont  tous  les  points  approchent  de  plus, 
en  plus  de  ceux  de  fon  diamètre  C G.  Il  eft  vifible  que 
la  dcmonftration  demeure  la  meme  que  pour  le  premier 


■ Digitized  by  Google 


De  la  comparaison  des  Seçt.  Coniq.  12% 
cas , en  obfcrvant  fimplement  que  le  parallélogramme 
circonfcrit  PQNS  devient  infcrit  dans  ce  cas-ci. 

Suppofons  30.  Qu’une  ligne  courbe  telle  qu cABG, 
foit  compofée  de  plufieurs  portions  dont  les  unes,  comme 
AB  , s’éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  AG;  6c 
les  autres  au  contraire,  comme  B G , s’en  approchent  de 
plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points , comme  B , qui  répa- 
rent ces  portions  , ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  M N : 
car  fi  cela  étoit  le  point  B feroit  plus  près  du. point  M que 
n’eft  le  point  N ,*  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Il  eft 
donc  évident  que  ce  dernier  cas  eft  nécciïairement  ren- 
fermé dans  l’un  ou  dans  l’autre  des  deux  premiers.  . 

COROEIAIRE  I. 

ï84  D e-la  il  fuit  que  fi  l'on  mené  par-tout  où  l’on 
Voudra  une  ordonnée  C B parallèle  à P M , 6c  quVm 
imagine  que  la  portion  de  courbe-  A B foit  divifée  en 
une  multitude  infinie  d’arcs  infiniment  petits  , tels  que 
MN  i l’efpace  ACB  renfermé  par  les  droites  AC,  CB , 

& par  la  portion  de  courbe  A B , lira  égal  à la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  P Ç)RM  ou 
P Ç -\  S.  11  s’enfuit  de  même  que  l’efpace  MlJ  C B ren- 
ferme par  les  droites  M P , P C , C B , 6c  par  la  portion- 
de  courbe  AJ  B , fera  égal  à la  fomme  de  tour  ce  qu’il  y' 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  j 6c  de 
même  dans  toute  l’étendue  de  la  courbe  A B G. 

CoROtLÀIRB  II. 

ï8^.  S’it  j a une  figure  quelconque  CAfDOCren-  prc  ia 
fermée  entre  deux  parallèles  CE  ,D  F,  6c  qu’on  imagine  ** 

par-tout  où  l’on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes M O,  N L , infiniment  proches  l’une  de  l’autre  , & 
qui  leur  foient  aulfi  parallèles  ; je  dis  que  l’efpace 
O MN  L qu’elles  couperont  dans  la  figure  CM  D OC , 
fera  égal  au  re&angle  d’une  d’elles  , comme  de  MO,  par 
leur  diftance MR  ou  OS.  Car  menant  la  perpendicu— 
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lairc  A B fur  les  parallèles  CE , DF,  laquelle  rencon- 
tre les  parallèles  M O , N L , aux  points  P , Q } il  eft 
i8j.  c]ajr  par  ]e  Lcmme  * que  l’efpacc  P M NQ  eft  égal  au 
re&angle  PMRQ,  & l’efpace  POLQ  au  reétangle 
P OS  Q;  & par  conféquent  que  l’efpacc  U MF!  L eft 
égal  au  re&angle  O MRS  ou  Ü MxP  Q. 

COROLLAIRE  IIL 

186.  Tl  fuit  du  Corollaire  précédent,  que  s’il  y a 
deux  figures  quelconques  C M D OC,  EGFHE  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  CE , DF,  & qui  foicne 
telles  qu’ayant  mené  entre  ces  parallèles  par- tout  où 
l’on  voudra  une  ligne  M H parallèles  aux  droites  CE, 
DF}  les  parties  'M  O ,G  H , de  cette  ligne  comprifes 
dans  les  figures  CMDOC,  EGFHE,  fiaient  tou- 
jours entr’elles  en  raifun  donnée  : il  fuit , dis-je,  que  ces 
deux  figures  ( j’entends  les  efpaces  qu’elles  compren- 
nent ) font  auffi  entr’elles  en  raifon  donnée.  Car  imagi- 
nant une  autre  parallèle  N K infiniment  proche  de  M H, 
Sc  tirant  une  perpendiculaire  AB  fur  les  parallèles  CE, 
DF,  laquelle  rencontre  les  parallèles  MH , NK,  aux 
* Art.  285.  pointsP,Q,-  il  eft  clair  par  le  Corollaire  * précédent  que 
l’efpace  OMNL  eft  égal  au  rectangle  O Al  x PÇ)  , & de 
même  que  l’efpace  G H K J eft  égal  au  reétangle 
GH  x PQ.  Ces  deux  efpaces  feront  donccntr’eux  comme 
AI  O eft  à GH  ; & comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  qu’on  mene  la  droite  M H , il  s’enfuit  que 
la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  AI  N L O,  c’eft  à-dire, 
l’efpace  CMDOC  fera  à là  fomme  de  tous  les  petits 
, efpaces  GH  K I , c’cft-k-dire,  k l’efpace  EGFHE,  en 
la  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  partie  AID  O de  la  figure 
CAID  OC,  eft  encore  k la  partie  correfpondante  GFH 
de  l’autre  figure  EGFHE , en  la  raifon  donnée  : comme 
aufti  les  parties  reftantes  CM  0 ,1:  GH. 

Il  eft  vifible  que  fi  la  raifon  donnée  eft  celle  d’égalité. 
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c’eft-à-dirc,  que  fi  les  parties  MO,  G H , de  la  droite 
M H , font  toujours  égales  entr’clles  j les  efpaccs 
CM  D OC , E GF  H E , & leurs  parties  correfpondan- 
• tesAIDO,  GFH , & CMO,EGH,  feront  égales 
entr’ellcs. 

L b M m e IV. 

187.  Si  l’on  fuppofe  fur  une  ligne  courbe  quelconque  Fig.  106. 
un  arc  infiniment  petit  M N ; & qu'on  imagine  les  tan- 
gentes M T,  N T,  qui  fit  rencontrent  au  point  T , la  fou- 
tendante  M N ,&  la  droite  N S perpendiculaire  fur  M T 
prolongée  : je  dis  qu'on  peut  prendre  pour  l’arc  MN  fa 
foutendante  M N , ou  la  fomme  des  deux  tangentes  M T, 

NT,  ou  en fin  la  droite  M S. 

Toute  ligne  courbe  eft  néceflaircmcnt  ou  toujours  con- 
cave vers  un  certain  endroit , ou  com^oféc  de  pluficurs 
portions  dont  les  unes  étant  concaves  vers  une  certaine 
part , les  autres  le  font  vers  le  côté  oppofé.  Or  les  points, 
qui  féparent  ces  portions  * ne  peuvent  point  fe  üj^ver  * Art.  iSj. 
fur  les  arcs  infiniment  petits  MN  ; puifqu’ils  l^Pcnt  3. 
plus  près  du  point  M que  n’cft  le  point  V;  ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition.  On  peut  donc  toujours  fuppofer  que 
l’arc  M N fait  partie  d’une  courbe  ou  portion  de  courbe 
qui  eft  toujours  concave  vers  un  certain  côté. 

Maintenant  fi  l’on  prend  fur  la  courbe  du  côté  du 
point  N , l’arc  M O d’une  grandeur  finie,  & qu’on  tire 
la  foutendante  OM , la  tangente  OG,  & la  parallèle  OD 
à NS  : il  eft  clair  1 °.  A caufe  du  triangle  MD  O re&angle 
en  L),  que  la  tangente  MD  eft  moindre  que  la  foutendante 
MO , & à plus  forte  raifpn  moindre  que  l’arc  MNO ; de 
forte  que  l’arc  MNO  & fa  foutendante  MO  font  plus 
grands  chacun  que  MD,  & chacun  moindre  que  la  fomme 
des  deux  tangentes  MG , OG.  20.  A caufe  de  la  concavité' 
de  l’arc  MN  O vers  le  môme  côté  , fi  l’on  mene  par  un- 
point  quelconque  N de  l’arc  MO  une  tangente  TR, 
les  points  T,  R,  où  elle  rencontre  les  tangentes  MG, 

O G^  feront  fitués  entre  les  points  M,  G,  & O,  G ; ainfi- 
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l'angle  OGD , qui  eft  externe  au  triangle  TGR,  eft  plu# 
grand  que  l'angle  R T G ou  N TS. 

Ceci  fuppofé  , fi  l’on  mené  les  droites  ME  , MF , 
parallèles  aux  tangentes  OG,  N T,  de  qui  rencontrent 
la  droite  D O aux  points  E , F ; de  qu’on  imagine  que  le 
point  O fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le  point  M : il  eft 
vifible  que  l’angle  OGD , ou  fon  égal  EMD,  diminuera 
continuellement  jufqu’à  ce  qu’il  s’évanouifle  dans  l’inf- 
tant  que  le  point  O parvient  en  M ; puifqu’alors  la  tan- 
gente O G fe  confond  avec  la  tangente  M D : d’où  il 
fuit  que  la  ligne  M E diminue  continuellement , jufqu’à 
ce  qu’enfin  elle  devienne  égale  à MD  dans  cet  inftant. 
Donc  lorfque  le  point  O cil  arrivé  en  N , c’eft-à-dire , 
infiniment  près  du  point  M,  la  ligne  ME , alors  en  MF, 
ne  fera  pour  lors  différente  de  la  tangente  MD , que 
d’une  grandeur  joindre  qu’aucune  donnée  ; de  par  con- 
* Art.  1J1.  féquenc  * les  lignes  T N , TS , dont  elles  expriment 
le  rapport , feront  égales  entr’elles.  Les  deux  tangentes 
MfcTN,  prjfes  enfemble , feront  donc  égales  à la 
droffuMiS  , comme  auffi  à l’arc  MN , de  à la  four  co- 
dante M N.  Ce  qu'il  fallait  démontrer, 

COROLLAIRE  I. 

188.  Puisque  l’angle  F MD , ou  fon  égal  NTS,  eft 
infiniment  petit  dans  la  fuppofition  que  le  point  N foit 
infiniment  près  du  point  M , il  s’enfuit  que  dans  le  trian- 
gle MT  N,  l’angle  interne  N M T , qui  eft  moindre  que 
l’extérieur  NTS,  fera  auffi  infiniment  petit,  c’eft-à-dirc, 
moindre  qu’aucun  angle  donné  ; de  qu’ainfi  on  ne  pourra 
mener  par  le  point  M aucune*  ligne  droite  qui  tombe 
dans  l’angle  TMN.  D’où  l’on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT,  NM,  fe  confondent  entr’cllcs,  de  qu’aiuli  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  paifb 
par  deux  points  d’une  ligne  courbe  infiniment  proches 
l’un  de  l’autre. 

Corollaire  IL. 
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Corollaire  II. 

189.  Si  l’on  imagine  qu’une  ligne  courbe  quelcon- 
que foit  divifée  en  une  multitude  infinie  d’arcs  infiniment 
petits  tels  que  M N ; il  eft  clair  qu’en  prenant  au  lieu 
de  ces  arcs  leurs  foutendantes , on  verra  naître  un  Poly- 
gone d’une  infinité  de  côtés,  chacun  infiniment  petit,  que 
Ton  pourra  prendre  pour  la  ligne  courbe  : puifqu’elle  * * An.  >3 7. 
n’en  différera  en  aucune  maniéré.  De  plus  , les  petits 
côtés  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  & d’autre, 
feront  les  tangentes  de  cette  courbe  ; puifqu’ils  paffenc 
chacun  par  deux  de  fes  points  infiniment  proches  l’un  de 
l’autre. 

Remarque. 

j 90.  O n doit  faire  ici  attention  que  l’idée  ou  no- 
tion qu’on  a donnée  des  tangentes  des  Scétions  Coni- 
ques , ne  convient  qu’aux  lignes  courbes  qui  font  tou- 
jours concaves  dans  toute  leur  étendue  vers  le  même 
côté,  comme  font  * ces  Seétions : au  lieu  que  cette  der-  * Art.-  1 s, 
niere  notion  eft  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  <*.**•*- 
courbes.  Aufli  eft  - ce  elle  qui  fert  de  fondement  il  la 
méthode  des  tangentes  que  j’ai  expliquées  , dans  mon 
Livre  des  Infiniment  petits , & que  j’ofe  afturcr  être  la 
plus  fimple  & la  plus  générale  qu’on  puilfe  fouhaiter.  On 
en  verra  un  foible  échantillon  à la  fin  de  ce  Livre. 

Définitions. 

1. 

Deux  fegmens  de  lignes  courbes  quelconques  B AD , Fig.  107, 
b ad,  font  appelles  Semblables  ; lorfqu’ayant  inferit  dans  ,oS»  ,0?* 
l’un  d’eux  une  figure  rectiligne  quelconque  B M NOD , 
on  peut  toujours  inferire  dans  l’autre  une  figure  recti- 
ligne fcmblable  bmnod. 

2. 

Deux  Seétions  Coniques  font  appellées  Semblables  ; 
lorfqu’ayant  pris  dans  l’une  d’elles  un  fegment  quclcon- 
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que  B AD,  on  peut  toujours  affigner  dans  l’autre' un* 
fegment  femblable  b ad. 

y 

On  appdllc  diamètres  Semblables  AP , ap , dans  dif- 
ferentes Serions  Coniques  , ceux  qui  font  avec  leurs- 
ordonnées  P At,pm , les  mômes  angles  AP M ,apm. 

Corollaire. 

1 9 1 . Plus  chacun  des  côtés  B Al,  MN , ôcc.  b m r 
mn  , dtc.  devient  petit  ; plus  leur  nombre  augmente  , & 
plus  aulfi  les  figures  re&ilignes  fcmblables  B AT  N O D , 
b ni  no  d,  approchent  des  legmens  B AD,  b ad,  auxquels 
elles  font  inferites  ; de  forte  qu’elles  leur  deviennent 
4m  18p.  enfin  égales  * lorfquc  chacun  des  côtés  efl  infiniment 
petit,  & que  leur  nombre  par  confequent  eft  infini.  D’où 
il  fuit  que  les  fegmens  fcmblables  B A D , bad , font, 
entr’eux  comme  Tes  quarres  de  leurs  foutendanres  BD, 
bd,  qui  font  des  côtés  homologues  ; de  les  portions,  des- 
courbcs  B A D , b a d i comme  ces  foutendantes. 

PROPOSITION  L 

Théorème. 

107.  192.  Soient  deux  Paraboles  AM  ,am  , qui  ayent 

deux  diamètres  fcmblables  A L , a L , Jitués  Jur  la  meme 
droite , enforte  que  leurs  ordonnées  P M , p m , foient  pa- 
rallèles entr’elles  } & joit  marqué  fur  cette  droite  au  de- 
dans des  Paraboles  un  point  fixe  L , tel  que  LA  fait  à 
La,  comme  le  paramétré  A.G  du  diamètre  AL  delà  Pa- 
rabole AM , efl  au  paramétré  a g du  diamètre  b L de  la 
Parabole  am.  Je  dis  que  fi  l'on  ment  du  point  fixe  L à 
un  point  quelconque  M de  la  Parabole  AM,  une  ligne 
droite  L M ; elle  rencontrera  t autre  Parabole  a m en  un 
point  m tel  que  LM.  L m : : L A . L a. 

Ayant  mené  l’ordonnée  Ai  P , & nommé  les  données 
LA,  a } La , b ; A G ,p  > de  les  indéterminées  A P,  x ; 
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P M, y ; on  aura  LA  (<z).  La, (b)  ::AG  ( p ).  ag=~-t 
Or  fi  Ton  prend  fur  le  diamètre  a L de  la  Parabole  a m , 
la  partie  ap=hA-,  & qu’on  mene  l’ordonnée  pm  ; il  eft 

clair  * que  pm  =pa  xa g en  mettant  * ^ r: ’ 6 ^ 

pour  p x * fa  valeur  yy  ; & qu’ainfipm=  Donc  PM  * Ibid. 

(y)-Pm  (t)  ::  LP  (a — x).  Lp  (À~  y).  Et  par  con- 
féquent  la  ligne  L M paflera  par  le  point  m extrémité 
de  l’ordonnée  ^7  m , c’eft-k-dire , qu’elle  coupera  la  Para- 
bole am  en  ce  point.  Donc  à caufe  des  triangles  fem- 
blables  LPM,  Lpm,  on  aura  LM.  Lmz:  P AI  (y). 

pm  ::  L A (a).  La  ( b ).  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

\ « 

Corollaire  I. 


193.  Si  l’on  prend  dans  la  Parabole  AM  un  fcg- 
ment  quelconque  B AD;  & qu’ayant  mené  les  droites 
LB,LD,  qui  rencontrent  l’autre  Parabole  am  aux 
points  b , d,  on  tire  la  foutgndante  bd  : je  dis  que  le  fcg- 
ment  b ad  de  la  Parabole  a ni , eft  femblable  au  fegment 
B AD  de  la  Parabole  AM.  Car  ayant  inferit  dans  le 
fegment  B A D une  figure  reétiligne  quelconque 
B M N O D , il  eft  clair  que  fi  l’on  mene  les  droites 
X M , L N , LO  , qui  rencontrent  l’autre  Parabole  aux 
points  m,  n,  o ; les  triangles  LBAI,  Lbm  ; LAI  A! , 
Lmn  ; L NO,  Lno  ; L ÔD,  Lod;  L B D,  Lb  d,  feront 
femblablcs  ; & qu’ainfi  les  côtés  B M,  bm  ; AI  N,  m n ; 
iV  O , no  ; O D , od  ; BD  ,bd  ; feront  parallèles , & 
toujours  en  même  raifon  chacun  à fon  correfpondant  ; 
puifque  toutes  les  droites  LB , LM , L.N,  L U , L D , 
font  coupées  en  même  raifon  aux  points  b ,m,n  ,0 , d. 
D’où  l’on  voit  que  les  figures  rcétil ignés  B M N O D , 
bmnod , font  femblables.  Or  comme  il  eft  évident  que 
cette  dcmonftration  Çibfifte  toujours , telle  que  puiffe 
être  la  figure  reétiligne  inferite  dans  le  fegment  B A D ; 

Rij 
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- Drf.  r-  il  s’enfuit  que  les  fegmens  B AD , b ad,  * font  fembfa-  , 
* U'f.  i ^ blés  ; & par  conféqucnt  * que  les  Paraboles  A M,  am,  le 
font  aufli. 

Cor  o t l a ir  e IL 

194.  Db-EA  il  eft’  évident  que  fi  Ton  mène  par  le 
point  L une  double  ordonnée  EF  dans  la  Parabole  AM,. 
laquelle  rencontre  l’aurre  Parabole  a m aux  points  c ,f }. 
les  fegmens  E AF , c af , des  deux  Paraboles  A M,  a my 
feront  fcmblables  entr’eux. 

Corollaire  III. 

19^.  Toutes  les  Paraboles  font  femblables  en- 
tr’clles  ; car  fi  l’on  prend  fur  deux  diamètres  femblables  de- 
deux  dnlercntcs  Paraboles  , les  parties  AL,aL,  qub 
foient  entr’ elles  comme  les  paramètres  AG, a g;  & fi  l’oa 
conçoit  que  le  diamètre  L a foit  fitué  fur  le  diamètre 
LA,  enforte  que  les  points  L,  L,  tombent  l’un  fur 
l’autre,  & que  leurs  ordonnées  F M,pm  , lôienr  paral- 
lèles entr’elles  : il  eft  clair  qu’ayant  mené  du  point  fixe 
Z.  à un  point  quelconque  M de  la  Parabole  A Aï,  une 
ligne  droite  LM ; elle  rencontrera  toujours  l’autre  Para- 
bole a m en  un  point  m tel  queLJJL  L m ;;  L A . La. 
Donc,*&c. 

Corollaire  IV. 

r9<î.  D e-l  a il  (uir  que  fi  l’on  prend  fur  deux  dia- 
mètres femblables  de  deux  différentes  Paraboles,  les 
parties  AL,  a L,  qui  foient1  entr’elles  comme  les  para- 
métrés de  ces  diamètres  , & qu’on  tire  par  les  points  L,  L , 
les  doubles  ordonnées  E F,  ef  : les  fegmens  EAF,  caf, 
des  deux  Paraboles  A M,  a m , feront  femblables  entr’eux. 

Corollaire  V. 

197.  Si  deux  fegmens  B A D,  b ad,  font  fcmblables 
entr’eux , & que  l’un  d’eux  B AD , foit  le  legment  d’une. 
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Parabole;  je  dis  que  l’autre  b ad  fera  le  fegment  d’une 
autre  Parabole  , & qu’ainfi  il  n’y  a ejitre  toutes  les  cour- 
bcs  imaginables  que  des  Paraboles  qui  puiftent  être  fem- 
blables  à une  Parabole  donnée.  Car  fi  l’on  place  le  petit 
fegment  b ad  au  dedans  du  grand  B AD , enforte  que 
les  foutendantes  bd,  BD,  foient  parallèles;  & qu’on 
inferive  dans  l’un  & l’autre  deux  figures  rcélilignos  quel- 
conques femblables  BMN  OD,  bmnod  : il  eft  clair  que  les 
côtés  homologues  B Mrbm  ; Ai  N ,mn  ; &c.  de  ces  deux- 
figures  feront  parallèles:  puifque  les  angles  D BM,  dbm  ; 

B MN,  brun  -,.  &c.  font  égaux  entr’eux.  Or  menant  L Mr 
JL  N,  LO  y par  le  point  de  concours  L des  deux  droites 
Bb,  Dd,  qui  joignent  les  extrémités  des  foutendantes 
parallèles  B D ,bd,  qui  font  les  deux  côtés  homologues 
donnés  ; ces  droites  LAiyLN , LO  , palfcront  par 
les  points  correfpondans  m,n  ,0 , où  elles  feront  divi- 
fées  en  même  raifon  que  L B l’eft  en  b . ou  L D en  d; 
puifque  BD.  bd  : : LB.  Lb  ::  BM.  bm  : : LM.  Lai:  : MN.- 
Mn  : : LN.  Luy.  NO.  no  : : LO.  Lo  : : OD.od. 

Maintenant  fi  l’on  mené  par  le  point  L le  diamètre 
LA  de  la  Parabole  A M ; qu’on  le  divife  en  a , en  la 
même  raifon  que  L B lreft  en  b , ou  L D en  d ; & qu’on 
décrive  * du  diamètre  aL,  & du  paramétré  a g qui  foie  * ^rfr  ,<Çr» 
au  paramétré  A G du  diamètre  AL  de  la  Parabole 
AM,  comme  La  efi  à LA  , une  Parabole  am  dont 
les  ordonnées  pm  foient  parallèles  aux  ordonnées  PM 
de  l’autre  Parabole  : il  eft  évident  * qu’elle  paflera-  par"  * Art* iyu 
tous  les  points  b,  m,  n,  oTd , qui  divilcnt  dans  la  raifon 
donnée  de  B D à bd  toutes  les  droites  LB  , L M , L N , 

L O , LD.  Or  comme  ce  raifonnement  fubfiftc  toujours 
tel  que  puiffe  être  le  nombre  des  côtés  des  figures  reûi- 
ligncs  femblables  B Ai  N O D,  bmnod, &c  de  telle  gran- 
deur qu’ils  puilfcnt  être  ; il  s’enfuit  que  la  Parabole  am 
pafie  par-tout  par  où  le  fegment  bad  pafle , & qu’ainfit 
ce  fegment  en  eft  une  portion.  Ce  qu’il  falloit  dé~ 
montrer.. 
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PROPOSITION  IL 
Théorème. 

198.  Soit  une  Ellipfe  ou  Hyperbole  AM  qui  ait  pour 
un  de  fes premiers  diamètres  la  ligne  A H , pour  para- 
métré de  ce  diamètre  la  ligne  A G ; tj  ayant  pris  fur  ce 
diamètre  ( prolongé  dans  l’Hyperbole)  un  point  fixe  L, 
& divije  en  même  raifon  aux  points  a , h , fes  parties 
L A , L H.  Soit  une  autre  Ellipfe  ou  Hyperbole  a m qui 
ait  pour  premier  diamètre  la  ligne  ah  , pour  paramétré 
de  ce  diamètre  la  ligne  a g qui  Joit  à A G comme  ah  ejl  à 
A H , & dont  les  ordonnées  p m Joient  parallèles  au*  or- 
données P M de  l’autre  Section  A M.  Je  dis  que  fi  l’on 
mene  du  point  fixe  h à un  point  quelconque  M de  la 
Section  A M , une  ligne  droite  quelconque  L M ; elle  ren- 
contrera l’autre  Section  a m , en  un  point  m tel  que  L M . 
L m : : L fH.  La  : cejl- à-dire  que  toutes  les  droites  tirées 
du  point  fixe  L aux  points  de  la  Section  A M ,font  divi - 
fées  en  meme  raifon  par  la  Section  an. 

Il  faut  prouver  que  LM.  L m : : L A . La. 

Ayant  mené  l’ordonnée  MP,  6c  nommé  les  données 
LA  ,a  ; La,b  ; A II  ,zt  ; & les  indéterminées  AP,x  ; 
PM,  y ,•  on  aura  LA  ( a ).  La  (b)  LH.  L h 

L H L A ou  AH  (2 1).  Lh-f^La  ou  ah  = — . 

Or  fi  l’on  prend  fur  le  diamètre  ah  de  la  Scékion  a m la 
• bx 

partie  ap—~,  6c  qu’on  mene  l’ordonnée  pin  j il  cft 
, clair  * que  APx  PII  (it  x + x x) . PM  ( y y)  ::  AH, 
AG  ::  ah.  a g ::  apxph  fin  , 6c 

qu’ainfipm=^.  Donc PM(y).pm  (-*)  ::LP(a—x). 

Lp  \ b — ff  Et  par  confcqucnt  la  ligne  LM  paflera 
par  le  point  m extrémité  de  l’ordonnée  pm  , c’eft-à-dire 
qu  elle  coupera  la  Seékion  a m en  ce  point.  Donc  à 
caufe  des  triangles  fcmblablcs  LP  M , Lpm  , on  aura 


• Digitized  by  GoogleJ 


DK  IA  COMPARAISON  DES  SECT.  CoNIQ.  I35 

LM.  Lrn::  PM(y).  pm  ::  LA  (a).  La  (b).  Ce 
qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

199.  Si  l’on  prend  dans  la  Seétion  AM  un  fegment 
quelconque  B AD,  & qu’ayant  mené  les  droites  L B, 

LD , qui  rencontrent  l’autre  Seétion  a m aux  points  b,  d, 
on  tire  la  foutendantc  bd  : je  dis  que  le  fegment  b ad  de 
la  Seétion  a m eft  femblable  au  fegment  B AD  de  la  Sec- 
rion  AM  ; & partant  que  fi  Ion  mene  par  le  point  L 
une  double  ordonnée  EF  dans  la  Seétion  AAI , laquelle 
rencontre  l’autre  Seétion  aux  points  e,f ; les  fegmens 
E AF , eaf , des  deux  Ellipfcs  ou  des  deux  Hyperboles 
AM,am,  feront  fcmblables  entr’eux.  Cela  fe prouve  de 
même  que  pour  la  Parabole  dans  les  articles  19^  & 194, 

Corollaire  II. 

200.  TT outes  les  Ellipfes  ou  Hyperboles  A M,am , 

qui  ont  deux  diamètres  fcmblables  A Ii , ah,  en  même 
raifon  avec  leurs  paramètres  A G,  a g,  font  fcmblables- 
entr’ellcs.  Car  fi  l’on- prend  les' parties  AL,aL,  qui- 
foient  entr’clles  comme  les  diamètres  AH , ah ; & qu© 
l’on  conçoive  que  le  diamètre  ah  foit  fitué  fur  le  dia- 
mètre A H , enforte  que  les  points  L , L , tombent  l’un 
fur  l’autre  y & que  les  ordonnées  pm  , PM,  foient  pa- 
rallèles entr’ellcs  : il  eft  clair  qu’ayant  mené  du  point 
fixe  L à un  point  quelconque  M de  la  Seétion  A A1  une 
ligne  droite  EM,  elle  rencontrera  toujours  l’autre  Sec- 
tion am,  an  un  point  m tel  que  LM.  Lm:\  LA.  La. 
Donc,*  &c.  * Art: 

Corollaire  III. 

201.  Dh  -la  il  eft  évident  que  s’il  y a deux  Ellipfcs 
ou  deux  Hyperboles  AM ,am , dont  deux  diamètres  fem- 
blables  A H , a h , foient  en  même  raifon  avec  leurs  pa- 
ramétrés AG,aç  ; & qu’ayant  pris  les  parties  AL , a L,. 
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qui  foient  entr’elles  comme  les  diamètres  AH,  a h , on 
tire  par  les  points  L,  L , les  doubles  ordonnées  EF,  ef; 
il  eft  évident , dis-je , que  les  fegmens  EAF , eaf , de* 
deux  be&ions  A M , a m , font  fcmblables  entr’eux. 

Corollaire  I V, 

102.  S i deux  fegmens  B A D ,b  a d , font  fcmblables 
entr’eux  ; & que  l’un  d’eux  foit  le  fegment  d’une  Ellipfe 
ou  d’une  Hyperbole  AM,  qui  ait  pour  un  de  fes  diamè- 
tres quelconques  la  ligne  A ti  dont  le  paramétré  eft  A G ; 
je  dis  que  l’autre  b ad  fera  le  fegment  d’une  autre  Ellipfe 
ou  d’une  autre  Hyperbole  a m , qui  aura  pour  l’un  de  fes 
diamètres  fcmblables  à A H , la  ligne  a h qui  fera  en  même 
raifon  avec  /on  paramétré  ag,  que  A H avec  le  fieu 
AG.  Car  ayant  placé  le  fegment  bad,  au  dedans  du 
fegment  B AD,  enforte  que  la  foutendante  bd  foie  pa- 
rallèle k la  foutendante  BÙ , & que  les  lignes  B b , D d, 
concourent  en  un  point  L du  diamètre  A H (ce  qui  eft 
toujours  poflible  ) , & inferit  dans  l’un  & l’autre  deux 
figures  reftilignes  quelconques  femblables  ; on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  1 97 , que  les  droites  L M, 
LN,  LO,  paifèront  par  les  points  correfpondans  m,n,ot 
où  elles  feront  divifées  en  même  raifon  que  L B l’eft  en  bt 
ou  LD  en  d. 

Maintenant  fi  l’on  divife  les  parties  LA,  LH,  du 
diamètre  A H aux  points  a,  h , en  même  raifon  que 
P Art.  161.  L B l’eft  en  b ; & qu’on  décrive  * du  diamètre  a-h  & du 
paramétré  a g qui  foit  au  paramétré  A G du  diamètre 
A H,  comme  La  cftkLA,  ou  a h k AH,  une  Ellipfe  ou 
une  Hyperbole  am , dont  les  ordonnées  pm  foient  paral- 
lèles aux  ordonnées  P M de  l’autre  Ellipfe  ou  Hyper- 
* Art.  1 98.  bole  AM  : il  eft  évident  * qu’elle  paflera  par  tous  les  points 
b , m , n , o , d , qui  divifent  dans  la  raifon  donnée  de  bd 
k B D toutes  les  droites  LB,  LM.  LN,  LO,  LD. 
Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que 
puifle  être  le  nombre  des  côtés  des  figures  rectilignes 

fcmblables 
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femblables  BMN  OD,  bmnod,  & de  telle  grandeur 
qu’ils  puifFent  être  ; il  s’enfuit  que  l’Ellipfe  ou  l’Hyper- 
bole tim  pafFc  par  tous  les  mêmes  points  par  lefqucls 
pafFe  le  fegment  bd , 6c  qu’ainfi  ce  fegment  en  eft  une 
portion.  Ce  qu  'il  falloit  démontrer. 

COROLLAIRB  V. 

203.  T l eft  donc  évident  que  fi  deux  Ellipfes  ou  deux 
Hyperboles  A M , am  , font  femblables , & qu’on  prenne 
dans  la  Section  A M un  de  fes  diamètres  quelcon- 
ques A 11}  il  y aura  toujours *dans  l’autre  Se&ion  am 
un  diamètre  a h femblable  à AH , qui  aura  avec  fon  pa- 
ramétré a g la  même  raifon  que  A H avec  le  fien  AG  : 
6c  qu’ainfi  les  diamètres  femblables  AH,  ah,  feront 
en  même  raifon  avec  leurs  diamètres  conjugués.  Or 
comme  dans  une  Ellipfe  ou  Hyperbole  il  ne  peut  y avoir  * 
que  deux  différens  diamètres  conjugués  gui  falFent  cn- 
tr’eux  les  mêmes  angles , & que  ces  diamètres  ne  diffé- 
rent que  par  leur  pofition , leur  grandeur  demeurant  la 
même  ; il  s’enfuit  que  dans  les  Ellipfes  ou  les  Hyperboles 
femblables  tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les 
mêmes  angles , feront  entr’eux  en  même  raifon  ; en  ob- 
fervant  de  prendre  pour  les  antéccdens  de  ces  deux 
raifons  les  plus  grands  de  ces  deux  diamètres  conjugués , 
& pour  conféqucns  les  moindres. 

PROPOSITION  III. 
Théorème. 

204.  Si  l’on  ment  dans  une  Sedion  Conique  deux  pa- 
rallèles quelconques  B D , E F , terminées  par  la  Scdion  ; 
0 qu’on  joigne  leurs  extrémités  par  deux  droites  BE,  DF  : 
je  dis  que  les  fegmens  BMEB,  DMFD,  compris  par 
des  portions  de  la  Section  , & par  les  droites  qui  joignent 
Us  extrémités  des  parallèles , feront  égaux  entr’eux. 

S 


* Art.  66  j 
118. 


Fie.  1 10 , 
m. 
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Car  ayant  prolongé  les  foutendanrcs  BE,DF , juf. 
qu’à  ce  qu’elles  fe  rencontrent  en  un  point  G , & ayant 
mené  par  ce  point  & par  le  point  de  milieu  H de  la  ligne 
BD,  la  droite  GH ; il  eft  clair  qu’elle  divifera  par  le 
milieu  en  K la  parallèle  E F à BD,  comme  auflî  par 
le  milieu  en  P un  autre  parallèle  quelconque  O O à la 

* Art.  1 4 6.  même  ligne  B D.  Donc  la  ligne  H K fera  un  diamètre  * 

qui  aura  pour  ordonnées  de  part  & d’autres  les  paral- 
lèles B D , E F ; & partant  fi  l’on  mene  par  un  de  fes 
points  quelconques  P une  parallèle  à ces  lignes  , elle 

* Arc.  144.  rencontrera  * laScftion.cn  deux  points  M,  M,  égale- 

ment éloignés  du  point  P ; d’où  l’on  voit  que  les  parties 
M O , OM  , de  la  même  parallèle  MM\  BD,  compri- 
fes  dans  les  fegmens  B ME  B , D MF  D , font  toujours 
égales  cntr’ellcs  , en  quelque  endroit  que  puifte  tomber 

* cette  parallèle  entre  les  lignes  BD,  EF.  Il  eft  donc 

. rt.  1 8 C.  * qUC  ccs  deux  fegmens  feront  égaux  entr’eux. 

Si  les  fourendantes  B E , DF,  étoient  parallèles  en- 
rr’clles  , il  faudroit  mener  par  le  point  de  mileu  H de  la 
ligne  B D une  droite  H K parallèle  à ces  fourendantes , 
& la  démonftration  demeurcroit  toujours  la  même. 

Corollaire  T. 

u.  ; 10.  10^.  Puisque  PM  eft  toujours  égale  à PM;  il  s’en- 

fuit 1'  . Que  les  Trapéfcs  Coniques  KH  B E , KH  D F , 
font  égaux  entr’eux.  2°.  ( Lorfquc  la  ligne  B D au  lieu 
de  rencontrer  la  Section  en  deux  points  , la  touche  en  un 
point  A)  que  les  Triligncs  Coniques  A KE , A KF, 
font  égaux*;  & qu’ainfi  les  fegmens  AEMA,  AFM  A, 
le  font  aufli  ; puifque  le  triangle  A E F eft  divifé  en  deux 
parties  égales  par  le  diamètre  A K qui  pafle  par  le  milieu- 
de  EF. 

Corollaire  II. 

Fie.  110.  206.  Si  la  Seftion  étant  une  Parabole,  une  Ellipfo,  ou 

une  Hyperbole , l’on  mene  par  les  extrémités  des  parallèles 
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BD  ,E  F,  les  droites  B F ,DE,  qui  s’entrecoupent  en- 
tre ces  parallèles  ; les  fegmens  BFDAB,  DEBAD , fe- 
ront égaux  cntr’cux.  Car  les  triangles  BFD , B ED  , qui 
font  entre  les  mêmes  parallèles  BD,  E F , & qui  ont  la 
même  bafe  B D , font  égaux  entr’eux  ; & partant  fi  l’on 
ajoute  d’une  part  le  fegment  D M FD  plus  le  fegment 
BADB,ôt  de  l’autre  BMEB  égal  au  fegment  DMFD, 
plus  aufli  le  meme  fegment  B AD  B y les  touts  BFDAB, 
DEBAD , feront  égaux  entr’eux. 

a> 

Corollaire  III. 

207.  D e-l  a on  voit  comment  on  peut  couper  par  Fig.  nt, 
un  point  donné  D fur  une  Scélion  Conique  , deux  feg- 
mens DGED,DFBD,è  gaux  chacun  à un  fegment  donné 
BEDB.  Car  ayant  tiré  les  droites  BD,  DE,  & mené  BG 
parallèle  à D E , & EF  parallèle  à B D , lesquelles  ren- 
contrent la  Scâion  aux  points  G , F ; il  eft  clair  * en  joi-  * Art , 10 a. 
gnant  la  droite  D F,  que  le  fegment  D F BD  eft  égal  au 
legment  BEDB,  k caufc  des  parallèles  D B , E F y & de 
même  en  joignant  DG,  que  le  fegment  DGED  eft  égal 
au  fegment  BEDB , k caufc  des  parallèles  B G , DE. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  l’une  des  extrémités 
du  fegment  donné  que  je  fuppofe  être  k préfent  DGED, 
il  faudrait  mener  par  l’autre  extrémité  G , une  parallèle 
GFk  la  tangente  qui  pafle  par  le  point  D ; & tirant  par 
le  point  F où  cette  parallèle  rencontre  la  Se&ion  , & par 
le  point  donné  D , la  foutendante  DF',  il  eft  clair  que  le 
fegment  DFBD  fera  égal  au  fegment  donné  DGED. 

Il  eft  vifible  qu’il  ne  peut  y avoir  dans  ce  dernier  cas 
que  le  feul  fegment  DF  B D qui  foit  égal  au  fegment  don- 
né DGED  ; puifquc  tout  autre  fegment  qui  aura  pour 
l’une  de  fes  extrémités  le  point  donné  D , fera  plus  grand 
ou  moindre  que  le  fegment  DF  B D , félon  que  fon  autre 
extrémité  fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  D que 
n’eft  le  point  F.  D’où  il  fuit  que  fi  deux  fegmens  I.  GE  U, 

DFBü , qui  ont  une  extrémité  commune  D , font  égaux 
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entr’eux  -f  & que  fi  l’on  mené  par  le  point  D une  paraître 
à la  droite  GF  qui  joint  leurs  autres  extrémités,  elle  fera 
tangente  en  D. 

ê 

Corollaire  IV. 

208.  O N tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  & fort  aifée  de  mener  une  Tangente  par 
un  point  donné  D fur  une  Scétion  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconque» 
D B , B E , qui  rencontrent  la  Se&ion  aux  points  B , E, 
en  mènera  par  le  point  B une  parallèle  B G à DE  , & 
par  le  point  E une  parallèle  EF  k B Df  lefquellcs  ren- 
contrent la  Seâion  aux  points  G , F , que  l’on  joindra 
par  une  ligne  droite  G F , k laquelle  on  tirera  par  le 
point  D une  parallèle  qui  fera  la  tangente  cherchée  ; puif- 
que  les  fegmens  D G E D,  D F BD  ,i  tant  égaux  chacun 
au  même  fegment  B E D B ^ le  feront  entr’eux. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème. 

g.  rrj;  209.  S’il  y a dans  une  Ellipfe , dans  une  Hyper- 
14 , n j.  b oh , ou  dans  les  Hyperboles  oppofees  deux  lignes  droites 
BD , EF,  parallèles  entr’ elles  ü terminées  par  la  Sec- 
tionÿ & qu'on  tire  du  centre  C les  demi-diarnetres  C B 
C E , C D , C F ; les  Secteurs  Elliptiques  ou  Hyperboli- 
ques C B E , C D F ,Jeront  égaux  entr' eux. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H,  K,  des  droi- 
tes B D , E F , le  diamètre  CK , les  triangles  C H B , 
CHDt6cCKE,CKF,  feront  égaux  entr’eux;  puif- 
qu’ils  ont  le  même  fommet  C,  & que  leurs  bafes  H B , 
HD,  & KE,  KF,  font  égales.  Par  conféquenr  (fig.  1 1 4 ) 
KHBE  -+■  CBE—  CKE — CHB=  CKF  — CHdZL 
=KHDF-\-CDF y & ( fig.  iq,  ny)  KHBE — CBE 

«=  •+:  CH  B + CKE = ^ CHD  + CKF=  KH  DE . 

CD  F.  Donc  puifque  les  Trapcfcs  Coniques  KHBE , 
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KIl  DF , font  * égaux,  il  s’enfuit  que  les  Seâeurs  Ellip-  ^Are.  ioj. 
tiques  ou  Hyperboliques  CBE,  CDF,  le  feront  aufli. 

Corollaire  I. 

210.  S 1 la  Settion  eft  une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  ; Fie.  nj, 
& que  la  ligne  BD  parallèle  k EF,  devienne  tangente  114. 
en  A ; il  eft  clair  que  les  Scûeurs  CA  E ,C  A F,  feront 
égaux  entr’eux.  Car  prolongeant  le  demi-diametre  CA 
jufqu’à  ce  qu’il  rencontre  la  ligne  EF  au  point  K,  cette 
ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point  ; & par 
conféqucnt  les  triangles  CKE,  CKF , feront  égaux. 

Or  les  trilignes  Coniques  AKE , AKF , le  font  * aufli.  * Art.  10 £• 
Donc , &c. 

Corollaire  II. 

ni.  De  -la  on  voit  que  pour  divifer  en  deux  par- 
ties égales  un  Seétcur  Elliptique  ou  Hyperbolique  quel- 
conque CE  F;  il  n’y  a qu’à  mener  le  demi^diametre  CA 
qui  divife  par  le  milieu  en  K la  foutendante  EF  de  ce 
Secteur.  Ce  qui  donne  encore  les  Seéteurs  CBE , CDF, 
égaux  entr’eux  r en  fuppofant  B D parallèle  a.  EF.  Car 
ayant  de  cette  maniéré  les  Seéteurs  CAE , CAF , & 

CAB,  CAD  , égaux  entr’eux,  les  Seûeurs  CBE , 

CDF , qui  en  font  les  différences,  doivent  aufli  êtr& 
égaux  entr’eux. 

PROPOSITION  V. 

Théorème.- 

« . 

il  2.  Soit  un  demi-cercle  ADH,  qui  ait  pour  dia-  p 1 G.  vu!, 
métré  le  premier  ou  grand  axe  AH  d’une  demie- Ellipfe 
ABH  ',Joit  menée  par  un  point  quelconque  P de  l’axe 
AH,  une  perpendiculaire  à cet  axe , qui  rencontre  l’ El- 
lipfe au  point  M , & le  cercle  au  point  N ; par  où  & par 
le  centre  C Joient  tirées  les  droites  CM,  CN.  Je  dis  que 
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le  Secleur  Elliptique  CAM  ejl  au  Secleur  circulaire  CAN, 
comme  la  moitié  CB  du  petit  axe  de  l’Ellipfe  > ejl  à la. 
moitié  C A ou  CO  du  grand. 

* An.  41  & Car  par  la  propriété  * de  l’Ellipfe  EM.  CB  :: 

5 5*  APxPH.  ACxCH  ou  CA  , & par  la  propriété  du 
cercle  P N . CO  : : A P x P H . A CxC  H ou  CA  • 
Donc  Txî.  CB::  ~PN.  CD.  ou  ~PM.  ~PN:;  C/T. 

CO  . Et  en  tirant  les  racines  quarrées , PM.  P N : : CB. 
CO  ou  CA.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  PMN , il 

* Art.  i8£.  s’enfuit  * que  l’cfpace  Elliptique  entier  AB  HA  cft  au 

demi  - cercle  A D H A , & la  portion  A P M de  cec 
efpacc  à la  portion  AP  N du  demi-cercle  , comme  CB 
cft  à C J)  ou  h CA.  Mais  le  triangle  rectangle  CP  M cft 
au  triangle  reétangle  CP  N qui  a la  même  hauteur , 
comme  la  bafe  PM  eft  à la  bafè  P N , c’eft-à-dire  , comme 
CB  eft  à CD  ou  à CA  ; & par  conféquent  l’efpace  Ellipti- 
que AP  M plus  ou  moins  le  triangle  CP  M ( plus  lorfque 
A P eft  moindre  que  AC , & moins  lorfqu’cllc  eft  plus 
grande)  c’eft-à-dire,  le  Scéteur  Elliptique  CAM  fera  à 
l’efpace  circulaire  AP  N plus  ou  moins  le  triangle  CP  N, 
c’eft-à-dire,  au  Seéteur  circulaire  CA  N,  comme  CB 
cft  à CD  ou  à CA.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

213.  Comme  IcSeêteur  de  cercle  CA  N cft  égal  au  * 
reétangle  de  l’arc  AN  par  la  moitié  du  rayon  CA  ou  CD  ; 
il  s’enfuit  que  le  Secteur  Elliptique  CAM  eft  auftï  égal  au 
redtangle  de  ce  même  arc  A N par  la  moitié  de  CB. 

Corollaire  II. 

214-  Si  l’on  mene  par  un  point  quelconque  G da 
grand  axe  A H autre  que  le  point  P , une  perpendicu- 
laire à cet  axe , qui  rencontre  l’Ellipfc  au  point  E , & le 
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cercle  au  point  F ; je  dis  que  les  Scdeurs  Elliptiques 
AC E , AC M , font  entr’eux  comme  les  Sedeurs , cir- 
culaires^A C F , A C N.  Car  ACM.  AC  N ::  CB. 

CD.  Et  de  même  ACE.  ACF  : : CB.  CD.  Et  par- 
rant  ACM.  ACN  : : ACE . ACF.  Et  ACM.  ACE  : : 

AC  N A CF.  D’où  l’on  voit  que  pour  trouver  un  Sec- 
teur .Elliptique  ACM qui  foit  au  Scdeur  Elliptique 
A CE  en  raifon  donnée;,  il  n’cft  queftion  que  de  trouver 
un  Sedeur  circulaire  A C N qui  foit  en  raifon  donnée  au 
Sedeur^  CF , ou  ce  qui  eft  la  même  chofc  , de  divifer 
en  raifon  donnée  l’arc  A N F ou  l’angle  A CF. 

PROPOSITION  VI. 

Théorème. 

zr^.  S’il  y a deux  demi -Hyperboles  A M , A N , ou  Frc.  117,. 
BM,DN,  qui  ayent  pour  centres  le  même  point  C , pour  1 J®‘ 

un  de  leurs  demi-diametres  la  même  droite  C A , & pour 
les  deux  demi-diametres  conjugués  au  demi-diametre 
C A , deux  droites  quelconques  C B , C D , fituées  fur  la 
même  ligne  ; & qu'au  mené  par  un  point  quelconque  P du 
demi-diametre  CA  ( prolongé  s’il  cjl  nccejfaire)  une 
droite  parallèle  à CD,  laquelle  rencontre  les  Hyperboles 
aux  points  M , N ; par  lej quels  & par  le  centre  C ,foient 
tirées  les  droites  C M , C N : je  dis  que  les  Secteurs  Hyper- 
boliques CAM , CAN  ,ou  CBM , CDN  feront  entr’eux, 
comme  les  demi-diametres  conjugués  C B.  CD. 

On  aura  par  la  propriété  * des  deux  Hyperboles  * Art.  Si  & 
AM , AN , ou  BM,  DN , ces  deux  proportions  FM  . 11  s- 

CB  ::  CF  + CA  . CA  ::  FN . CL)  . Et  par  confé- 

quent  PM  . F N CB  . CD  . Et  en  prenant  les  racines 
quarrées  , PM.  P N ::  CB.  CD.  Or  comme  cela  arrive 
toujours  en  quelque  endroit  que  tombe  la  parallèle 
PMN , il  s’enfuir  * que  les  efpaccs  Hyperboliques  AFM,  * Art.  1 $6. 
AF  N,  ou  CF  MB,  CPND , font  entr’eux  comme  CB 
eft  à CD.  Mais  les  triangles  CFM,  CP  N , font  en- 
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tr’eux,  comme  leurs  bafes  PM,  P N , (puifqu’ils  font 
fitués  entre  les  mêmes  parallèles  C D ,P  N) , ou  comme 
les  dcmi-diametrcs  conjugués  CB , CD.  Et  par  confé- 
qucnt  {fig.  117.)  CB.  CD::  CPM—APM.  CP  N 
r—APN::  C AM.  CA  N.  Ou  bien  (fe  118.)  CB. 
CD  : : CPMB  — CPM.  CP  ND  — CP  N : : CB M. 
CD  N.  Ce  qu'il fallait  démontrer. 

Corollaire. 

216.  Si  les  deux  demi  - diamètres  conjugués  CA, 
C D , font  égaux  entr’eux  , l’Hyperbole  A N ou  D N 
fera  cquiiatere.  Et  fi  l’on  avoit  trouvé  le  moyen  de  quar- 
rer  les  Secteurs  Hyperboliques  CA  N,  ou  CD  N,  on 
auroit  auffi  la  quadrature  des  Scéteurs  CA  M , ou  CBM , 
qui  ont  pour  bafes  des  portions  AM,  ou  B M d’une 
autre  Hyperbole,  dont  le  demi  - diamètre  conjugué  CB 
peut  être  pris  de  telle  grandeur  qu’on  veut  ; puifque  le 
rapport  des  Seêteurs  Hyperboliques  CA  M CA  N,  ou 
CD iV ,CB M,  étant  exprimé  par  les  droites  CD,  CB, 
eft  donné.  D’où  l’on  voit  que  fi  l’on  avoit  la  quadra- 
ture de  l’Hyperbole  équilatere,  on  auroit  aufli  celle  de 
*Art.i iz.  toutes  les  autres  Hyperboles  : de  même  qu’ayant  * la 
quadrature  du  Cercle , on  auroit  celle  de  toutes  les  Ellipfes. 

PROPOSITION  VIL 

• . 

Théorème. 

F 1 g.  1 j 9.  2 1 7.  S t Von  prend  fur  une  afymptote  C N d'une  Hy- 

perbole E B D E , deux  parties  CK,  CL,  qui  foient 
entr'elles  en  même  raifon  que  deux  autres  parties 
quelconques  C G , C H , de  la  même  afymptote  ; 0 
qu’ayant  mené  les  parallèles  G'F,  H D , K B , L E , 
à l’autre  afymptote  C P , lef quelles  rencontrent  l’Hy- 
perbole aux  points  F , D , B , E , on  tire  les  demi - 
diarçetres  C F , C D C B , C E : je  dis  que  les  deux 
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Secleurs  Hyperboliques  C il  E,  CDF , feront  égaux  en- 
trai x. 

Ayant  mené  les  deux  droites  BD,  EF,  qui  rencon- 
trent les  afymptotes  aux  points  M , O,  N t P ; les  paral- 
lèles KB,  H D,  donneront  cette  proportion,  AI  B.  MK:: 
L>  O.  CH.  Les  parallèles  LE , G F,  donneront  aulli  cette 
autre  proportion,  NE.  NL  : : FP.  CG.  Et  partant  puifquc  * 
MB~DO,'&z  NE—FP,  il  s’enfuit  que  MK  = CH , 
6c  N L — CG.  Or  par  la  fuppoütion  CG  ou  l.N. 
CH  ou  KM  : : CK.  CL  ::  *-LE.  KB.  Et  partant  LN. 
LE  ::  KM.  KB.  Donc  les  lignes  NE,  MB , c’elt-à-dire, 
les  deux  droites  £ F,  BD,  dont  elles  font  parties,  feront 
parallèles  entr’elles.  Donc  * les  Seétcurs  Hyperboliques 
CBE  , CD  F , font  égaux  entr’-eux.  Ce  qu'il  fallait,  Ote. 

Corollaire  I. 

ii8.  Si  les  parties  CK,  CL,  de  l’afymptotc  CN, 
font  en  même  raifpn  que  deux  parties  quelconques  CS , 
CT  de  l’autre  afymptote  CP  ; 6c  qu’on  mené  les 
parallèles  K B , LE , à l’afymptote  CP,  & les  parallèles 
SD , TF,  à l’autre  afymptote  CN  ; il  eft  clair  que  les 
Sefteurs Hyperboliques  CDF , CBE,  feront  aufli  égaux 
pntr'eux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  F G,  DH,  à 
l’afymptote  CP , on  aura  * CG.  CH  ::  HD  ou  CS. 
GF  ou  CT*  ::  CK.  CL.  Donc,  &c. 

Corollaire  II. 

219.  Si  l’on  prend  fur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifieme  proportionnelle  à deux  parties  quelcon- 
ques CG,  CH;  on  prouvera  par  un  raisonnement  fem- 
blable  à celui  du  Théorème  que  la  ligne  B F eft  paral- 
lèle à la  tangente  qui  pafte  par  le  point  D ; & qu  ainfi  * 
les  Seâeurs  Hyperboliques  CFD , CD  B,  font  égaux 
entr’eux.  D’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend  fur  une  afymp- 
totc  autant  de  parties  qu’on  voudra  CG,  CH,  CK , 
CL  , 6tc.  en  progreflïon  géométrique  continue , d’où 


* Art.  95. 


* Art.  ioo. 


* Art.  xoy. 


* Art.  roo. 
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partent  les  parallèles  GF,  HD,  K B , LE,  &c.  h Tan- 
tre  afymptore , les  Semeurs  Hyperboliques  CI'D,  CD  B, 
CBE , &c.  feront  tous  égaux  entr'eux. 

Corollaire  III. 

220.  Dh-LA  on  voit  que  fi  CH  eft  la  première 
de  deux  moyennes  géométriquement  proportionnelles 
entre  les  extrêmes  CG , C L ; & qu’on  tire  les  droite* 
GF,  H D , LE , parallèle*  à l’autre  afymptote  ; le  Sec- 
teur CD  F,  fera  au  Scdeur  CFE,  comme  1 eft  à 3.  De 
même,  fi  CH  elt  la  première  de  trois  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CG , CL  ÿ le  Scdeur  C D F fera  au 
Scdeur  CFE,  comme  r cfl  à 4.  Et  en  général , fi  la  let- 
tre m marque  un  nombre  entier  quelconque  , & que 
CH  foit  la  première  d’autanr  de  moyennes  proportion- 
nelles entre  les  extrêmes  CG,  CL,  que  le  nombre  m — i 
contient  d’unités  ; le  Sedeur  CDF,  fera  au  Sedcur  CFE,, 
comme  i elt  au  nombre  m. 

- Remarque, 

221.  O*  peut  ici  donner  une  idée  fort  exade  de 
ce  qu’on  appelle  Logarithmes  dans  l’Arithmétique  , & 
de  l’extrême  facilité  qu’ils  apportent  au  calcul , lorfqu’il 
s’agit  d’opérer  fur  de  forts  grands  nombres.  Voici  com- 
ment : 

Si  l’on  fuppofe  que  CG,  exprime  l’unité,  & que  CL 
étant  décuplé  de  C G , c’cll-à-dire , 1 o , le  Scdeur  Hyper- 
bolique CLE,  foit  divifé  en  10000000000  parties  égales. 
Et  fi  l’on  compofe  une  table  divifée  en  deux  eolomnes, 
dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  les  nombres 
naturels  1,2,3,  4,  5,6,  &c.  & l’autre  des  nombres 
artificiels,  placés  vis-à-vis,  & qui  foient  tels  que  CH  , 
exprimant  un  nombre  quelconque  naturel  , le  nombre 
artificiel  placé  vis-à-vis  , exprime  le  nombre  des  parties 
que  le  Scdeur  Hyperbolique  CDF  contient  par  rap- 
port au  nombre  des  parties  que  contient  le  Sedeur 
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CFE  ; les  nombres  artificiels  feront  appelles  les  Loga- 
rithmes des  nombres  naturels  auxquels  ils  répondent. 
Cela  pofé  , 

i°.  Si  l’on  propofe  de  multiplier  deux  nombres  natu- 
rels quelconques  CH , C K , l’un  par  l’autre,  il  n’y  aura 
qu’à  prendre  dans  la  table  leurs  Logarithmes  qui  expri- 
ment les  Scélcurs  CFD , CF  B,  & ajoutant  cnfcmblc 
ces  deux  Logarithmes  , on  aura  le  Logarithme  qui  ex- 
prime le  SetSteur  CFE,  vis-à-vis  duquel  fera  placé  le 
nombre  naturel  CL  produit  de  la  multiplication  des 
deux  nombres  Cil , C K. 

1°.  Si  l’on  propofe  de  divifer  le  HBmbre  C L par  le 
nombre  C K,  il  n’y  aura  qu’à  retrancher  le  Logarithme 
CF  B du  Divifeur  CK,  du  Logarithme  CFE  du  nom- 
bre à divifer  CL,  pour  avoir  le  Logarithme  CBE  ou 
CFD  du  quotient  CH. 

30.  Si  l’on  propofe  d’extraire  une  racine  quelconque 
du  nombre  CL,  par  exemple  la  cubique,  il  n’y  aura 
qu’à  divifer  fon  Logarithme  CFE  en  trois  parties  égales, 
pouL  avoir  le  Logarithme  CFD , vis-à-vis  duquel  eft 
placé  le  nombre  CH , qui  eft  la  racine  cubique  cher- 
chée. 

Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  que  les  Scfteurs  Hyper- 
boliques CFD,  CBE  , font  égaux  entr’eux  , Iorfquc 

CG.  CH  ::  CK.  CL.  Et  que  les  Se&eurs  CFD,  CDB, 
CBE , & c.  font  aufli  égaux  entr’eux , Iorfquc  CG.  CH  :: 

CH.  CK::  CK.  CL  ::  &c.  Il  eft  donc  évident  que  par 
le  moyen  de  cette  table  on  pourra  abréger  extrême- 
ment les  opérations  de  l’Arithmétique , lorfqu’il  s’agit 
d’opérer  fur  de  grands  nombres , comme  dans  les  cal- 
culs Aftronomiques. 

Comme  l’on  n’a  pu  jufqu’à  préfent  trouver  en  nom- 
bres exaûs  , le  rapport  des  Seûeurs  Hyperboliques 
CFD  , CF  B , &c.  au  Scâpur  CFE , on  s’eft  con- 
tenté d’exprimer  ce  rapport  en  nombres  fort  appro- 
chans  ; & par  le  moyen  de  ces  nombres  qu’on  ap- 
pelle Artificiels , & des  nombres  naturels  qu’on  a pla- 
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cés  vis-à-vis,  on  a compofe  la  Table  des  Logarithmes  qui  a 
les  propriétés  qu’on  vient  d’expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
fition  que  le  Scéieur  CFE  Logarithme  de  CL  ( 1 o)  contient 
10000000000  parties  égales  , on  trouvera  que  le  paral- 
lélogramme CG  F T contient  plus  de  4341944818  da 
ces  parties  , & moins  de  4342944819.  D’où  l’on  voit 
qu’un  Secteur  Hyperbolique  quelconque  CB  F,  eft  au 
parallélogramme  CG  F T à-peu-près  comme  le  Loga- 
rithme du  nombre  CAT  trouvé  dans  la  Table , elt  au  nom- 
bre 43429448 1 9 , & cela  en  prenant  les  Logarithmes  de 
dix  caraéteres  outre  la  caractériüique. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorem  e. 

222.  S’il  J a fur  chaque  afymptott  deux  parties  CG,, 

CLj&GRjCS,  qui  foient  telles  que  |/CG.  j/C  L : i 

l/CR.  \ZCSj  & qu’on  tire  les  droites  GF,  LE,  RT, 
SV,  parallèles  aux  afymptotes  : je  dis  que  le  S c fleur 
CFE  ,fera  au  Seclcur  CT  V,  comme  m cjl  à n.  Les  lettre# 
m & n marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

Car  fi  l’on  fait  y/CG.  \/CL  ::  CG.  CH.  Et  y/CR.. 

VCS  : : CR.  C Q.  Ec  qu’on  tire  les  droites  H D , Ç)  iV,. 
parallèles  aux  afymptotes  ; il  eft  clair  que  les  Seéteurv 
Hyperboliques  CFD,  CT  N,  feront  égaux  * entr’eux, 
puifquc  * CG.  CH  ::  CR.  CQ.  Or  félon  la  nature  des» 
Progrelîions  géométriques , la  ligne  CH  fera  la  pre- 
mière d’autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  & 

C L que  le  nombre  m. — i contient  d’unités , & de  meme 
la  ligne  C Q fera  la  première  d’autant  de  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CR  & CS  que  le  nombre  n — i con- 
tient d’unités.  Donc  * CF.E.  CFD,::  m.  i.  Et  CT  N1 
ou  CFD.  Cl'fA ::  i.n.  Et  par  conféqucnt  le  Seéfeur 
CFE  eft  au  Sefteur  CT  F c n raifon  compofée  de  m à i , 

& de  i à n , c’eft-à-dirc , comme  le  nombre  m eft  au. 
nombre  n;  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 
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COROIIAIRE. 

22J.  Dh-ia  on  voie  qu’on  Semeur  Hyperbolique 
CFE  étant  donné  avec  un  point  quelconque  T de 
l’Hyperbole  , il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  V do 
h.  même  Hyperbole,  tel  que  le  Setteur  CFE  foit  au 
Se&eur  Cl'  H',  comme  mefti/i,  que  prendre  CS  en 

forte  que  \/CG.  VCL  ::  y /CR.  y/CS , ou  (ce  qui  re- 

vient  au  même)  /CG  . y/ CL  ::  CR.  CS.  C eft-k-dire 

qu’il  faut  prendre  CS  — CR  xj /■=■ 

PROPOSITION  IX. 

Théorcme.  • 

224.  S 1 Von  mené  par  les  extrémités  B,  F , d'un  Sec • Fr'c.  1 
ieur  Hyperbolique  quelconque  C B F,  les  droites  BK,  FG, 
parallèles  à une  ajymptote  G S , & terminées  par  l’autre 
C L ; je  dis  que  le  SeSeur  Hyperbolique  C B F ejl  égal  à 
Vefpace  Hyperbolique  B KG  F compris  entre  les  paral- 
lèles'RR,  F G,  à une  ajymptote CS  , ta  partie  G K de 
Vautre  ajymptote  CL,  ti  la  portion  B F de  l'Hyperbole. 

' Car  fi  l’on  retranche  des  triangles  égaux  * CK  B , * Art. 
CG  F,  le  même  triangle  CG  A (le  point eft  le  point 
d’interfeûion  des  deux  droites  F G , CB  ) & qu’on  ajoute 
aux  deux  refies  BKGA, CAF,  le  même  efpace  hyper- 
bolique BAF , on  formera  d’une  part  l’efpace  BKGFt> 

& de  l’autre  le  Seâeur  CB  F qui  feront  égaux  entr’eux. 

Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

22<;.  S 1 l’on  eut  mené  les  lignes  BQ , FO,  parallèles 
k fafymptote  CLj  & terminées  par  l’afymptote  CiS",  on 
auroit  prouvé  de  même  que  le  Seéleur  Hyperbolique 
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CB  F eft  égal  à l’cfpacc  hyperbolique  B QO  F ; d’où 
l’on  voit  que  les  cfpaces  ou  Trapcfes  hyperbolique» 
B KG  F,  B Q O F,  font  égaux  entr’eux. 

Corollaire  II. 

216.  De-l  a il  eft  évident  que  tout  ce  qu’on  vient  de 
démor  trer  dans  les  articles  217,  218,  219,  220,  221,  222, 
& 223 , des  Secteurs  Hyperboliques  , fc  doit  aufti  entendre 
de  ces  fortes  de  Trapcfes;  puifqu’ils  leur  font  égaux. 

PROPOSITION  X. 

Théorème. 

Fi e.  1 11,  227.  S o 1 e n T deux  différentes  Hyperboles  BMF, 

HND,  qui  ayent  les  mêmes  afymptotes  C L , C S , & 
foient  menées  par  deux  points  quelconques  G , K , d'une 
a fymptote  deux  parallèles  G D F , K H B , à l'autre.  Te 
dis  que  l'efpace  hyperbolique  HKGD  ejlà  l'efpace  hyper- 
bolique fi  K G F , comme  la  puiffancc  de  /’ Hyperbole 
HND,  eft  h.  la  puiffance  de  l'Hyperbole  BMF. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P de  la 
partie  G K,  une  parallèle  aux  deux  droites  G D , KH, 
laquelle  rencontre  l’Hyperbole  B MF  nu  point  M , & 
l’Hyperbole  HND  au  point  N;  & nommé  la  puif 
fance  de  l’Hyperbole  HND,  aa;  celle  de  l’Hypcr- 

* An.  101.  bole  B MF , b b y & l’indéterminée  CP , x y on  aura  * 

• P N—~  , ScPM=^-,  & partant  PN.  PM :: aa.  bb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 

* An.  i8tf.  partie  G K que  tombe  le  point  P ; il  s’enfuit  * que  l’ef- 

pace  hyperbolique  HKGD.  B K GF  ::  a a.  b b.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer.  ♦ 

Corollaire. 

128.  Lorsque  les  puiflances  des  Hyperboles  HND, 
BMF , font  entr’clles , comme  le  nombre  m eft  au  nom- 
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bre  n ; on  pourra  toujours  trouver  dans  l’Hyperbole 
H ND  un  Trapéfe  hyperbolique  RS  VT  égal  à un  Tra- 
péfe  hyperbolique  G K B F de  l’autre  B M F,  les  droites 
( CG,  CK,  CR,  étant  données.  Car  il  eft  clair  * que  le  *Art.x  11  & 
Trapéfe  GKH D eft  au  Trapéfe  GK  BF,  comme  ni  eft  ixj. 
à n ; & qu’ainfi  toute  la  difficulté  fc  réduit  h trouver  dans  , 
la  même  Hyperbole  HND,  le  Trapcfe  RS  V T , qui 
foit  au  Trapéfe  GKHD , comme  le  nombre  n eft  au 
nombre  m : & c’eft  ce  qui  fefera  * en  prenant  CS,  telle  * An.  11  j & 

que  V CG  . y)  CK  ::  CR.  CS,  lt6‘ 

• Définitions. 

• 4-  . 

Soit,  une  ligne  droite  indéhnie  AC , qui  ait  pour  ori-  Fie.  ixj. 
gine  le  point  fixe  A y & foit  une  ligne  courbe  A M B 
telle  qu’ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
une  droite  MF  qui  fâfle  avec  AC  un  angle  donné 
AFM  & ayant  nommé  les  indéterminées  AP , x ; 

PM,  y ; on  ait  toujours  a x=yy  (la  lettre  a marque  une 
ligne  donnée  ) : il  eft  clair  * dans  cette  fuppofition  que  la  * Art,  ifi 
ligne  courbe  AM  B eft  une  Parabole  qui  a pour  dia- 
mètre la  ligne  A C , pour  une  ordonnée  h ce  diametrç 
la  droite  F M,  & pour  paramétré  de  ce  diamètre  la  don- 
née a.  Mais  fi  l’on  fuppofe  à préfent  que  la  nature  de  la 
courbe  A MB  foit  exprimée  par  l’équation  yJc=aax , 
ou  par  cette  autre  yi  — axx  ; cette  ligne  courbe  fera 
nommée  Parabole  cubique  ou  du  troij/eme  degré  ; parce 
que  celle  des  deux  indéterminées  x ou  y , dont  la  puiftance 
eft  la  plus  élevée  / monte  au  troifieme  degré.  De  même 
. fi  l’équation  eft  y 4 = a)  x , ou  y*  = a x1  ; la  ligne  courbe 
AM  B eft  appellée  Parabole  du  quatrième  degré  ; parce 
que  l’indéterminée  y dont  la  puiftance  tft  la  plus  haute , 
monte  au  quatrième  degré.  Il  en  eft  ainfi  de  toutes  les 
autres  à l’infini.  , 

. 

Soit  comme  dans  la  définition  précédente  une  ligne  Fie.  1x4. 
droite  A C qui  ait  pour  origine  le  point  fixe  A ,•  & fois 
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une  ligne  courbe  B M , telle  qu’ayant  mené  d’un  de  fes 
points  quelconques  M la  droite  MP  qui  faflè  avec  A C 
un  angle  donné  AP  M , tk  ayant  nommé  AP,  x ; 
P AI,  y ,*  on  ait  toujours  xy  = aa  (la  lettre  a marque 
* Jrc.  10 1.  une  ligne  donnée)  : il  cil  clair  * que  cette  ligne  courbe 
fera  une  Hyperbole , qui  aura  pour  l’une  de  l'es  afymp- 
totes  la  ligne  AC,  & pour  l'autre  , la  ligne  AD  paral- 
lèle à P Al , & dont  la  puilîance  fera  le  quarre  a a.  Mais 
fi  l’équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  B Al  elt 
x x y = a 1 ' cette  ligne  courbe  fera  nommée  Hypcrbalç 
cubique  ou  du  troifieme  degré , parce  que  le  produit  x xy 
des  deux  indéterminées  x ik  y , a trois  diruenlions.  De 
même , fi  l’équation  étoit  x'y  = a * ; la  ligne  courbe  B AI 
feroit  une  Hyperbole. du  quatrième  degre  ; parce. que  le 
produit  x'y  a quatre  dimenfioijs.  I]  en  dt  ainfi  de 
toutes  les  autres  à l’infini. 

Corollaire. 

Fie.  ii j , 229.  Si  l’on  fuppofe  que  la  lettre  m marque  un  nom- 

114-  bre  entier  quelconque  qui  foit  l’cxpofant  de  la  puiflance 
de  l’indéterminée  AP  (x)  \ & de  môme  que  la  lettre  n 
marque  l’cxpofant  de  la  puiflance  ds  l’autre  indéter- 
minée PM  (y):  il  dt  clair  que  l’équation  y«==jc»« 
m (ou  amplement  yn=xm , en  faifant  pour  abré- 
ger la  donnée  a = i ) exprimera  la  nature  des  Parabo- 
les de  tous  les  degrés  à l’infini.  On  voit  de  même  quç 
l’équation  xmyn=a mAn  (ou  fimplenicnt  xmy  = if 
en  faifant  a = 1 ) exprime  en  général  la  nature  des  Hy- 
perboles de  tous  les  degrés  à l’infinj.  ‘ • 

Corollaire  IL 

230.  Si  l’on  mène  par  l’origine  fixe  A de  la  ligne  A C 
une  ligne  droite  indéfinie  AD  parallèle  kPM ; <k  qu’ayant 
• tire  M K.  parallèle  à AC,  qui  rencontre  A D au  point 

Kt  ou  nomme  les  indéterminées  AK  , x } a Al, y; 

il 
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il  eft  clair  que  l’indéterminée  x qui  exprimoit  aupara- 
vant la  ligne  A P ou  MK,  devient  à préfent  y ; & qu’au 
contraire  y qui  exprimoit  FM  ou  AK,  devient  a pré- 
fent x.  D’où  il  fuit  : 

i°.  Que  fi  la  courbe  AMB  eft  une  Parabole  ordinaire,  Fie.  11  j. 
elle  aura  pour  équation  yy=ax  ou  xx  = ay  , félon 
qu’on  rapportera  lès  points  k ceux  de  la  ligne  AC  ou 
AD;  & de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a pour 
équation  y3  =u  a x Lorfqu’on  rapporte  fes  points  à ceux 
de  la  ligne  A C,  aura  pour  équation  x,s=aay  lorfqu’on 
lés  rapporte  à ceux  de  la  ligne  AD  ; & en  général  que 
fi  la  ligne  courbe  A M B U pour  équation  = an—‘ ™ 

étant  rapportée  k la  ligne  droite  AC,  cette  même  courbe 
aura  pour  équation  xn=ymaa — m (l’on  fuppofe  que  n 
furpa/fe  m)  étant  rapportée  k la  ligne  A D. 

20.  Que  l’Hyperbole  ordinaire  a toujours  la  même  Fis.  124. 
équatiop  xy=*=aa , foit  qu’on  la  rapporte  k la  ligne.  A C 
ou  k la  ligne  AD;  .que  l’Hyperbole  cubique  qui  a pour 
équation  xxy=a%  étant  rapportée  k AC  , aura  pour 
équation  xyy=a ’ étant  rapportée  k l’autre  ligne  AD  ; 

& en  général  que  l’Hyperbole  qui  a pour  équation* 
xmyn—am+n  lorfqu’on  rapporte  fes  points  k ceux  de 
la  ligne  AC , aura  pour  équation  xnym=am-^~n  lorf- 
qu’on les  rapporte  à ceux  de  la  ligne  A D. 

CoROtlAIRB  III. 

231.  D H- 1 A il  eft  évident  qu’il  y a deux  Paraboles 
cubiques  dont  l’une  a pour  équation y>=aax  oux! — 

& l’autre y'—axx  ou  x'  = ayy  ; au  lieu  qu’il  n’y  a 
qu’une  feule  Hyperbole  cubique  xxy =û3  ou  xyy=a%. 

Car  les  indéterminées  x &c  y oc  peuvent  être  combinées 
que  des  quatre  premières  maniérés  pour  exprimer  les 
Paraboles  cubiques  ou  du  troilieme  degré  j & des  deux 
fécondés  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques.  Or 
comme  les  quatre  premières  égalités  appartiennent  k 
deux  différentes  courbes  , de  les  deux  fécondés  k là 
même  ; il  .s’enfuit,  ékc.  Op  peut  trouver  par  la  même 
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voie  le  nombre  des  Paraboles  ou  des  Hyperboles  du 

quatrième  , cinquième  degré , &c. 

Corollaire  IV. 

Fig.  114.  232,  Non-seulement  l’Hyperbole  ordinaire  a pour 

afymptotes  les  lignes  droites  indéfinies  A C , A D ; mais 
encore  celle  de  tous  les  degrés  à l’infini.  Car  foit  l’équa- 
tion générale  Xmyn  — am-\-n  ou  yn  = ~f  ( AP=x , 

PM=y)  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbole 
qu’on  voudra , lorfqu’on  rapporte  fes  points  à ceux  de  U 
ligne  AC  \ il  eft  manifefte  que  plus  A P (x)  augmente, 
plus  au  contraire  y” , & par  cdnféqucnt  P M (y)  diminue; 
de  forte  que  x étant  infiniment  grande,  P M (y)  devient 
nulle  ou  zéro  : c’cft-ù-dire  que  l’Hyperbole  B M & 
la  ligne  A C , étant  prolongées  l’une  & l’autre  à l’in- 
fini , s’approchent  toujours  de  plus  en  plus  jufqu’à’  ce 
qu’enfin  elles  fe  joignent  dans  l’infini  même  ; ce  qui 
conftitue  l’eficnce  d’une  afymptote.  Maintenant  fi  l’on 
rapporte  les  points  de  la  même  Hyperbole  à ceux  de 

la  ligne  A D , on  aura  xnym=am+n  ou  ym  = ~~- 
( AK  — x,  KM— y)-,  d’où  il  fuit  que  plus  .<4 if  (x) 
devient  grande  ,plus  au  contraire  KM(y)  devient  petite, 
& cela  à l’infini  ; de  qu’ainfi  la  ligne  eft  encore  une 
* afymptote  de  la  même  Hyperbole. 

PROPOSITION  XI. 
Problème. 

Fig.  113.  133.  Son  propofé  de  mener  d'un  point  donné  M fur  la 

fécondé  Parabole  cubique  A M B , dont  la  nature  ejl  ex- 
primée par  l’équation  y3  = a xx,  la  tangente  M T. 

Ayant  fuppofé  l’arc  Ad  N infiniment  petit,  & mené  N Q 
parallèle  ù PM , & MR  parallèle  kA  C : Je  petittriangle 
MRN  fera  femblable  au  grand  TPM\  puifque  le 
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petit  arc  MN  peuc  être  regardé  * comme  la  proion-  * 
gation  de  la  tangente  T M.  Cela  pofé , on  nommera  la 
foutangente  cherchée  TP  ,s  } & la  petite  droite  P Q ou 

MR,  e;  ce  qui  donnera  RN—‘-^ , à caufe  des  triangles 
fcmblables  T P M , MR  N.  Or  fi  l’on  met  le  cube 
de  Q N (y ù la  place  de  y*  dans  l’cquation  y‘ 

=s=axx  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  A MB  ; 

& à la  place  de  x x , le  quarré  de  A Q (x  e ) : il  etl 

évident  qu’on  formera  une  équation  y1  -4-  -4- 

-+-  — =axx  -4-2  eax-+-ee  a qui  exprimera  le  rap- 
port de  A Q à Q N.  Et  fi  l’on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 
première , & qu’on  divife  enfuitc  par  e , on  trouvera 

-+-~r  = i«*  + « i‘  dans  laquelle  effaçant 
tous  les  termes  où  e fe  rencontre  , parce  que  P Q (e) 
étant  infiniment  petite  ou  nulle , ces  termes  font  nuis 
par  rapport  aux  autres  ; il  vient  enfin  = 2 ax  ; & 

partant  PT(i)  = = en  mettant  pour  y ’ fa 

valeur  axx.  Ce  qu'il  falloit  trouver. 

Remarque. 

• 

234-  S 1 l’on  fait  attention  fur  le  calcul  précédent , on 
verra  avec  évidence  qu’en  fubftituant  à la  place  de  la  puif- 

fance  de  y,  une  pareille  puifiancedey-f-  ^ > on  n’a  befoin 
que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puiflance.  Car 
tous  les  autres  étant  multipliés  par  les  puiflances  dee, 
ils  renferment  chacun  e , ou  des  puifTanccs  de  e , dans 
la  demiere  équation  que  l’on  trouve  h la  fin  de  l’opéra- 
tion ; & doivent  par  conféquent  être  effacés.  Il  en  cil  de 
même  Iorfqu  on  lubftitue  à la  place  de  la  puiffance  de  x , 
une  pareille  puifTance  de  x H-  e.  Mais  fi  l’on  forme  de  fuite 

Vij 
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toutes  les  puiflances  du  binôme  x . r 
les  deux  premiers  termes  de  la . fécondé  puifla.._v, 
x'  -+-  2 £ x ; de  la  troifiemc  x1  3 e x x f de  la  quatrième 
x4  -4_  4 ex5  ; de  la  cinquième  x'  -H  <5  e x4  ; & ainfi  de  fuite 
à l’infini.  De  forte  que  les  deux  premiers  termes  d’une 
puiflancc  quelconque  rndex+e,  feront  xm-+-mexm  *. 
On  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 

d’une  puiflance  quelconque  n du  binôme  y -+-  J , feront 


yn  . 


rteyn 

s 


Corollaire. 


a3<.  Dk-la  on  voit  que  pour  trouver  une  exprefi. 
fion  générale  de  la  foutangentc  F T (s)  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  à l’infini  ; il  n’y  aura  qu’à  fc  fervir  de 
l’équation  générale  j«=x">a«— »,  ou  (prenant  a pour 
l’unité)  yn=xm  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces 
Paraboles.  Voici  comment. 

On  mettra  dans  l’équation  générale  y» =**  à la  place 
de  ya  , les  deux  premiers  termes  de  la  puiflancc  n de 

c’eft-à-dire > y" -f- ^ 1 & de  même  à la  place 

de  xm  , les  deux  premiers  termes  de  la  puiflancc  m de 
x-4-e  , c’eft-à-dire,  x^  + ma"-1  : ce  qui  donnefï 
y*  09?-  = xm-\-me  xm — *.  Et  retranchant  par  ordre 

les  membres  de  la  première  équation  de  ceux  de  celle- 
ci  , & divifant  enfuite  par  e , l’on  aura^=mxn»-r  ; & 
partant  s = -pjrr  — * en  mettant  pour  ya  ùi  valeur  x«. 


PROPOSITION  XII. 


Problème. 

v 

Fig.  114:  236.  Mener  les  tangentes  des  Hyperboles  de  tous  les 

degrés  à l’infini. 

.La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo- 
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fition  précédente  , on  mettra  dans  l’équation  générale 
xm  yn=am-\-n  qui  exprime  le  rapport  de  A P ( x)  à 
PM  (y),  à la  place  de  xm  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiflance  m de  AQ  (xh -e)  c’eft-à-dire,  x™  -+-  m ex™—'  ; 
& de  même  à la  place  de  yn  les  deux  premiers  termes  de 

la  puiflance  n de  QN  (y~  c’eft-à-direy* — : ce 
qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 
xmy"  -^c-  meyn  xm— 1 — — = am~ t-"  qui 

exprimera  le  rapport  de  A Q à Q N.  Et  retranchant 
par  ordre  des  deux  membres  de  cette  dernicte  équa- 
tion , ceux  de  la  première  j & divifant  enfuite  par  cy « ; 

il  vient  m xm — 1 — = o ; dans  laquelle 

équation  effaçant  le  terme  — — qui  eft  nul  par  rap- 
port aux  deux  autres,  parce  qu’il  renferme  dans  fon  expref- 
lïon  la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  P <^*(<0  > 

trouve  en  tranfpofant  à l’ordinaire  PT  (s)  — —r~ 


Corollaire. 

257.  Tl  eft  donc  évident  que  pour  mener  la  Tangente  pIGi  jj  ^ 
MT  d’un  point  donné  M fur  une  Parabole  ou  une  Hyper-  114’, 

bole  de  tel  degré  qu’on  voudra  ; dont  l’équation  eft 
pour  la  Parabole  y=xman — m , & pour  l’Hyperbole 
xmyn—a*i-yn  f il  ne  faut  que  prendre  la  foutangentc 

P T——  AP  du  même  côté  du  point  A par  rapport 

au  point  P , lorfque  c’eft  une  Parabole  ; & du  côté 
oppofé , lorfque  c’eft  une  Hyperbole. 


\ 
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PROPOSITION  XIII. 
Théorème. 

F 238.  Soit  comme  dans  la  définition  quatrième , une 

1 c‘  1 1 Parabole  AMB  de  tel  degré  qu'on  voudra , dont  la  nature 
ejl  exprimée  par  l'équation  yn  = xmün— m . yô/7  menée 
d'un  de  Jes  points  quelconques  B la  droite  BC  qui  fajfe 
avec  AC  l'angle  donné  ACB , & Joit  achevé  le  parallélo- 
gramme ACBD.  Je  dis  que  le  parallélogramme  circonf- 
crit  ACBDc/ii  l’efpace  Parabolique  ACBMA  compris 
par  les  droites  AC,  CB,  & par  la  portion  de  Parabole 
A M B ; comme  m n efi  à n. 

Il  faut  prouver  que  ACBD. ACBMA  : : nH-  n . n. 

Ayant  fuppofé  fur  la  portion  de  la  Parabole  AMB  l’arc 
MN  infiniment  petit  , ou  fi  l’on  aime  mieux,  indéfini- 
ment pcjit , c’efi-à-dire  , moindre  qu’aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole  , fi  petite  qu’elle  puilïc  être  ; & 
mené  les  droites  MP , N Q , parallèles  h B C ; & MK, 
N L , parallèles  b A C -,  lcl'quclles  forment  par  leurs  ren- 
contres le  petit  parallélogramme  MR  NS;  on  tirera  la 
tangente  M T qui  rencontre  le  diamètre  AC  au  point 
T , par  où  l’on  mènera  une  parallèle  à CB  , qui  ren- 
contre les  lignes  MK,  N L,  aux  points  F,  G.  Cela  fait, 

* Art.  iSj.  on  regardera  * le  petit  arc  M N comme  l’un  des  petits 
côtés  du  Polygone  qui  compofc  la  portion  de  Para- 
boleMB,  & la  tangente  M T comme  le  prolonge- 
ment de  ce  petit  côté  ; de  forte* que  l’on  a deux  trian- 
gles rectilignes  N RM,  MP  T,  qui  font  femblables  : 
e’eft  pourquoi  N R ou  M S.  R M : : M P.  P T ou  Al  F. 
Ec  partant  le  parallélogramme  PMRQ  efi  égal 
au  parallélogramme  P M SG  ; puifque  les  angles 
P M R,  F Al  S , font  égaux,  & que  les  côtés  autour 
de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels. 

+ An.  ï}7.  Or  * MF  ou  P 2'=  — AP  ou  ^MK  Donc  aufli 

m m 

le  parallélogramme  FM  S G ou  fon  égal  PAIRQ  = 
K MS  4-  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  AAiB  que  tombe 
le  petit  arc  M iV  y il  s’enfuit  que  la  fomme  de  tous 
les  petits  parallélogrammes  P M R Q , c’eft-à-dire , * le 

Triligne  parabolique  ACBMA^=  ^ ADBMA  fomme 

de  tous  les  petits  parallélogramme  KMS  L.  On  aura 

donc  ADBMA.  ACBMA  : : m.  n.  Et  par  conféquent 
A DBMA-hACB  MA  ou  ACB  D.  ACBMA  :: 
m -Y  n.  n.  Ce  qu'il  falloit  démontrer.  ' 

Corollaire. 

239.  De-la  il  eft  évident  que  le  Triligne  paraboli- 
que A P M eft  au  parallélogramme  circonfcrit  AP  MK , 
comme  ncftàm  + n;  & qu’ainfi  le  Trapefe  parabolique 

MPCB  = —-ABCD Ï-APMK;  puifque 

ACBMA=  ACBD , & APM=  ~ AP  MK. 

m-j-n  m-Yn 

PROPOSITION  XIV. 
Théorème. 

240.  Soit  comme  Von  a expliqué  dans  la  définition 
cinquième , une  Hyperbole  BMO  de  tel  degré  quon  voudra , 
dont  la  nature  efi exprimée  par  V équation  xm  yn =am**~n  : 
foit  menée  d’un  de  fies  points  quelconques^  la  ligne  BJZ 
parallèle  à l’une  des  afijmptotes  A D , & terminée  par 
Vautre  en  C j & fiait  achevé  le  parallélogramme  ACBD. 
Je  dis  que  ce  parallélogramme  ACBD  efi  à l’cfipacc  hyper- 
bolique EC  B M O renfermé  par  la  droite  déterminée  BC, 
par  la  ligne  C E prolongée  à lin  fini  du  coté  de  E , & par 
la  portion  d’ Hyperbole  BMO,  prolongée  aufifi  a l’infini 
du  côté  de  O j comme  m — n efi  à n. 

Il  faut  prouver  que  ACBD . ECBMO::m  — n.n. 
La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo- 
rtion précédente , on  prouvera  de  la  même  maniéré 

que  le  petit  parallélogramme  P MR  Q =—  K AI  SL. 


* An.  184. 


Fig.  j 16. 


Digitized  by  Google 


l6o  LivRB  CINQUIEME. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  portion  d’Hyperbolp  B MO  que  tombe  le  petit  arc 
MN  i il  s’enfuit  que  la  fomme  de  tous  les  petits  parallé- 
An.  184.  logrammes  PMRQ,  c’eft-k-dire  , * l’efpace  ECBMO 
— — EADB  M O fomme  de  tous  les  petits  parallélo- 

m 

grammes  ~ K MS  L.  On  aura  donc  EADB  MO. 
ECBMO  ::  m.  ni  départant  EADB  MO — ECBMÔt 
ou  ACBD.  ECBMO  ::  m — n.n.  Ce  qu’il  falloit  dé- 
jmontrer. 

Corollaire  I. 

441.  Db-la  il  eft  évident  que  le  Trapéfe  hyperbolû- 

.que  C P M B = - — — ACBD  — AP  MK  y puif» 

que  ECBMO—  ACBD,  & que  par  la  même 
raifon  l’elpace  E P M O = - - AP  MK. 

Corollaire  II. 

442.  D b- la  il  fuit  : 

i°.  Que  lorfque  m furpafle  n ; le  rapport  du  parallélo- 
gramme inferit  ACBD  k J’efpace  E CB  Al  O indéfini- 
ment étendu  du  côté  de  E , fera  toujours  exprimé  par 
des  nombres  pofitifs  ; & qu’ainfi  on  aura  toujours  dans 
!cè  cas  la  quadrature  abfolue  de  cet  efpace. 

4°.  Que  lorfque  m—n,  cp  qui  arrive  dans  l’Hyper- 
bole ordinaire;  on  trouve  que  le  parallélogramme  ACBD 
eft  k l’efpace  hyperbolique  ECBMO  , comme  zéro  eft 
k l’unité  : c’eft-k-dire  que  cet  efpace  eft  infini  par  rapport 
au  parallélogramme  inferic  ACBD. 

30.  Que  lorfque  m eft  moindre  que  n ; Je  parallélo- 
gramme infetic  ACBD  fera  k l’efpace  hyperbolique 
ECBMO  comme  un  nombre  négatif  k un  nombre 
pofitif  : ce  qui  fait  voir  alors  que  la  raifon  de  cet  efpace 
au  parallélogramme  ACBD  , eft  pour  ainfi  dire  plus 
qu’infinie.  Mais  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas , 
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que  l’efpace  hyperbolique  renfermé  par  la  droite  DB , par  , 

l’afymptote^ï  prolongé  à l’infini  du  côté  de  D , & par 
l’Hyperbole  O MB  aufli  prolongée  à l’infini  du  côté  de 
B , lera  au  parallélogramme  inferit  AC  B D , comme  m 
eft  à n — m,  c’eft-à-dire,  que  ccc  efpace  fera  quarrable  ; 
car  prenant  les  indéterminées  (x)  fur  l’afymptote  A D , 
au  lieu  qu’on  les  avoir  prifes  furl’afymptote^C,  l’équa- 
tion à l’Hyperbole  deviendra  * xny”=am~h".  * Art.  13». 

PROPOSITION  XV. 

Théorème. 

243.  Soit  dans  l'angle  droit  CAD  une  ligne  courbe  Fig.  117. 
quelconque  A MB,  dont  l'on  J'çachc  mener  les  tangentes 
MT;  <j  foit  dans  r angle  D AH  qui  ejl  à côte  de  celui- 
ci  , une  autre  ligne  courbe  HFE  , telle  qu'ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  F la  ligne  F M parallèle 
à AC,  qui  rencontre  en  K la  ligne  AD,  & en  M la  pre- 
mière courbe  A M B , & ayant  tiré  la  tangente  M T qui 
rencontre  AC  au  point  T : on  ait  toujours  comme  AK 
ejl  à MT,  ainfi  une  ligne  confiante  a qui  demeure  toujours 
la  meme  en  quelque  endroit  que  tombe  le  point  F , efi  à 
K F.  Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  D de  la  ligne 
A D l'on  mené  une  ligne  droite  E B parallèle  à AC  & ter- 
minée par  les  deux  courbes  y l' efpace  A D E F H fera  égal 
au  rectangle  de  la  courbe  A M B par  la  confiante  a. 

Jl  faut  prouver  que  ADEFH  = AMBxa. 

Ayant  fuppofé  par-tout  où  l’on  voudra  fur  la  courbe 
'A MB  l’arc  MN  infiniment  petit,  & mené  les  droites 
MF , N G , parallèles  bAC,&c  qui  rencontrent  la  droite 
AD  aux  points  K,L,  & la  courbe  HFE  aux  points 
F,  G , on  tirera  les  droites  FS,  MB. , parallèles  b A D, 

& on  prolongera  R M jufqu’ù  ce  qu’elle  rencontre  A C 
en  P.  Cela  pofé , les  deux  triangles  reâangles  fcmbla- 
blcs  MP  T,  MR  N , donnent  MR.  MN::  MP  ou 
AK.  MT::  a.  KF.  Et  partant  KF x MR,  c’eft-à-dire. 
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Ic  petit  rectangle  FKLS=MNx  a.  Or  comme  cela 
arrive  toujours  en  quelqu’endroit  de  la  Courbe  A M B 
qu’on  prenne  le  périt  arc  M N,  il  s’enfuit  que  la  fomme  de 
t.  1 84.  tous  les  petits  rectangles  K LS  F,  c’cft-à-dire , * l’efpace 
AD  EF  H fera  égal  à la  fomme  de  tous  les  petits  rectan- 
gles MN  x a , c’cft-à-dire  , au  reétangle  de  la  courbe 
A MB  par  la  confiante  a.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

244.  De-la  il  cft  évident  que  le  reétangle  de  la 
portion  A M par  la  confiante  a , cft  égal  à l’efpace 
A K F H f & de  même  que  le  rcCtanglc  de  la  portion 
MB  par  la  meme  ligne  a , cft  égal  à l’cfpace  KDE  F. 

Corollaire  II. 

24^.  Si  l’on  fuppofe  que  la  Courbe  A MB  foir  fâ 
fécondé  Parabole  cubique  , qui  ait  pour  équation 

* Art.  i)).  y>  — a x x (A  P = x , P M=y)\  on  aura*  P arj 

& à caufe  du  triangle  reétangle  MP  T , l’hypothénufe 

M T y y + ^iï.  Mais  par  la  propriété  de  la  Courbe 

JHFE , il  faut  que  MP  (y).  MT  C V~y y -4- i x x ) 

y::  a.  KF.  Ce  qui  donne  KF  —aa  =aa-\-$a y, 

en  mettant  pour  axx  fa  valeur  y3.  D’où  l’on  voit  que 
la  Courbe  H FE  eft  dans  ce  cas  une  Parabole  , qui  a 
pour  axe  la  ligne  AD,  dont  l’origine  cft  au  point  O , 
pris  de  l’autre  côré  du  point  D par  rapport  au  point  a\ 
en  force  que  A 0 — î,a  , & dont  le  paramétré  a : 

* Art.  ip.  car  par  U propriété  de  cette  Parabole  * Je  quarré  de 

l’ordonnée  KF  fera  égal  au  rc&angle  àc  KO  par  le 

paramètre ia , c’cft-h-dirc  en  Termes  analytiques  , KF 
*=  a a -4-  i a y.  Or  comme  les  Trapefcs  paraboliques 

* Art.  i}9.  A DE  H,  A K F Fl , font  * quarrables,  il  s’enfuit  qu’on 

a la  rétification  tant  de  la  Courbe  A MB,  que  d’une 
de  fes  portions  quelconques  A M. 
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Si  r on  veut  exprimer  au  jufte  la  valeur  de  la  portion 
AM,  on  remarquera  que  A H efl  = a ; puifque  ~ÂH. 
s=AO  x ; a = aa.  Ainfi  ayant  nommé  la  tangente  MT,t ; 

la  ligne  A K ou  MP,  y;  on  aura  KF=  j , &lcTra- 

pefe  parabolique  F K AH  ou  * ~ FKxKO — i HAxAO  * 4rt,  iJ?. 

— y a c -+■  ~ — ^aa=>  A Alxa.  C’eft-à-dire  en  divi- 
fant  par  a , que  la  portion  cherchée  AM=  ~f 

— ^ a.  Ce  qui  donne  cette  conftruélion. 

Ayant  mené  du  point  donné  M fur  la  fécondé  Para- 
bole cubique  A MB  , la  tangente  M T qui  rencontre 
en  Q la  ligne  AK  menée  par  l’origine  A de  l’axe  AC 
perpendiculairement  à cet  axe  , on  prendra  fur  cette 

ligne  la  partie  A V ^ a ; & ayant  tire  VC  paral- 
lèle à MT  qui  rencontre  l’axe  en  C>,  on  décrira  du 
centre  V & du  rayon  VA  un  arc  de  cercle  qui  colipe  VC 
en  X.  Je  dis  que  la  portion  A M de  la  fcconde  Parabole 
cubique  A M B fera  égale  à la  fomme  des  deux  droites 
MQ,CX. 

Car  à caufe  des  triangles  femblables  TP  M,  TA  Q ; 
il  cft  clair  que  AJ  MT(t),  puifque  A P=  - P T ; 

& à caufe  des  triangles  femblables  MP  T,  VAC , il 
vient  M P (y).  M T(t)  : : A V (JL  a ) . PC=  & 
partant  CX=~  — ^a.  Donc , &c. 

PROPOSITION  XVI. 

Théorème. 

24 G.  Soit  une  Hyperbole  équilatere  E A F,  qui  ait  Fic  Jlg 
pour  centre  le  point  C , & pour  la  moitié  de  fon  premier 

Xij 
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axe  la  droite  CA.;  avec  une  Parabole  N CS  qui  ait  pour 
axe  la  ligne  A C prolongée  du  coté  de  C qui  en  J'era  l’ori- 
gine , u’  pour  paramétré  de  l’axe  une  ligne  double  de  CA. 
ii  l’on  mené  par  un  point  quelconque  N delà  Parabole 
N CS , une  parallèle  NEdCA,  qui  rencontre  l’Hy- 
perbole E A F au  point  E , & Jbn  fécond  axe  CL  au 
point  L ; je  dis  que  l’efpace  hyperbolique  CLE  A ren- 
fermé entre  les  droites  AC, CL, LE,  & la  portion  E A 
de  l’Hyperbole  , ejl  égal  au  rectangle  de  la  portion  CN 
de  la  Parabole  par  la  droite  A C. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  M de  la  por-  , 
rion  CN  de  la  Parabole  , une  perpendiculaire  MG  à la 
tangente  M T qui  pafle  par  ce  point  , terminées  l’une 
& l’autre  par  l’axe  aux  points  G,  T ; & une  parallèle 
M B à CA,  qui  rencontre  l’Hyperbole  en  B , &c  fon  fé- 
cond axe  C L en  H : les  lignes  MG  ,HB , feront  éga- 
les entr’elles.  Car  menant  l’ordonnée  MP  h l’axe  on 

* An.  14.  aura  * P G = C A > & à caufe  du  triangle  reétangle 

MPG,  le  quarré  MG  = PM  H-  ~PG  = CÏT-+-  CA 

* Art.  117.  =a  * tlB  t à caule  de  l’Hyperbole  cquilatere  EAF ; & 

partant  MG  = H B.  Or  les  triangles  reâangles  fem- 
blables  TP  M , MP  G,  donnent  MP  ou  CH.  MT  :: 

* Art.  14  j.  PG  ou  CA.  MG  ou  H B.  Donc  *,  &c. 

Corollaire  I. 

247.  De-la  il  eft  évident  que  le  Trapefe  hyper- 
bolique H LE  B eft  égal  au  re&angle  de  la  portion 
de  Parabole  MN  par  la  moitié  CA  du  paramétré  de 
fon  axe. 

Corollaire  II. 

248.  S 1 fon  mene  dans  l’Hyperbole  équilatere 
EAF  deux  parallèles  quelconques  B D , EF  ; & qu’on 
tire  par  leurs  extrémités  des  lignes  droites  B M,  E N, 
DR,  FS,  parallèles  à AC,  lefquelles  rencontrent  le 
fécond  axe  de  l’Hyperbole  aux  points  H,  L , K , O ; 
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la  différence  des  rectangles  ACx  M N , A CxRS , fera 
égale  (en  tirant  les  droites  BE , DF ,)  à la  différence 
des  Trapcfes  rectilignes  tl  LE  B t KO  F D. 

Car  le  reâangle  ACx  M N eft  égal  * au  Trapcfe  * Jri.  147; 
hyperbolique  HL  E B ; & par  conféquent  le  reâangle 
ACxMN  plus  le  fegment  hyperbolique  B E fera  égal 
au  Trapefe  reâiligne  H LE  B : de  même  le  reâangle 
ACx  RS  plus  le  fegment  hyperbolique  D F fera  égal 
au  Trapefe  reâiligne  K O F D.  Donc  puifquc  les  deux 
fegmens  hyperboliques  E B,  DF,  font  * égaux  entr’eux,  * Art,  10  4} 
la  différence  des  reâangles  ACx  M N , ACxRS , fera 
égale  k la  différence  des  Trapefcs  reâiligncs  H L E B , 

KOFD.  Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

Corollaire  III. 

249.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  ; fi  l’on  fait  2 A C.  LH  : : 

B H -+-  LE.  m.  il  eft  clair  que  le  reâangle  ACxm=z'TLH 
xBH-^-LE  , c’eft-à-dire  , égal  au  Trapefe  reâiligne 
HLEB.  De  même  fi  l’on  fcit  iAC.  KO  : : KD+FO.  n. 
il  eft  clair  que  ACxn  eft  égal  au  Trapefe  reâiligne 
KOFD.  Par  conféquent  * la  différence  des  reâangles  * Art. 
ACx  M N , ACxRS , fera  égale  à la  différence  des 
reâangles  ACxm,ACxn,  c’cft-à-dire  , en  divifanc 
par  A C , que  la  différence  des  arcs  paraboliques  M N, 

* RS , fera  égale  à la  différence  des  droites  m,n.  D’où 
l’on  voit  qu’on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  à la 
différence  d’une  infinité  d’arcs  Paraboliques  tels  que 
M N,  RS. 
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Des  Sections  Coniques  conjiderees  dans  li  Solide. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Du  trois  Sections  Coniques  en  général. 


Définitions. 

1. 

SI  par  un  point  fixe  S élevé  au-defliis  du  plan  d’un 
cercle  V X Y,  on  fait  mouvoir  une  ligne  droite  S Z 
indéfiniment  prolongée  de  part  & d’autre  du  point  S, 
autour  de  la  circonférence  du  cercle  , en  forte  qu’elle 
falTe  un  tour  entier  ; les  deux  furfaces  convexes  produites 
par  la  ligne  droite  indéfinie  S Z dans  ce  mouvement,  font 
appellécs  chacune  féparément  Surface  Conique. , & toutes 
deux  enfemble  Surfaces  Coniques  oppofées. 

2. 

Le  point  fixe  S qui  eft  commun  à l’une  & à l’autre 
Surface  Conique , eft  nommé  Sommet. 

Le  Cercle  VXY,  Bafe 

4- 

Le  Solide  compris  par  la  bafe  V X Y,  & par  la  por- 
tion de  la  Surface  Conique  que  cette  bafe  coupe  depuis 
le  Sommet  S , eft  appellé  Cône. 

5- 

La  ligne  S X menée  du  Sommet  S h un  point  quel- 
conque X de  fa  bafe , en  eft  un  des  Côtés. 

6. 

La  ligne  S O menée  du  Sommet  S du  Cône  par  le  cen- 
tre O de  la  bafe , en  eft  l'Axe. 

7\ 

On  dit  qu’un  Cône  eft  droit , lorfqac  fon  axe  eft  per- 


» 
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pcndiculaire  fur  le  plan  de  fa  bafc  ; & au  contraire  qu’il 
clt  fcalcne , lorfque  fon  axe  eft  oblique  fur  ce  plan. 

8. 

Si  l’on  coupe  une  Surface  Conique  par  un  plan  FA  G Fig.  no, 
qui  ne  parte  point  par  le  Sommet  S,  & qui  ne  foit  point  1 3 1 , 1 jz. 
parallèle  au  plan  de  la  bafe  V X Y ; la  ligne  courbe 
FA  G formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Sur- 
face Conique , eft  appelléc  Scclion  Conique. 

9- 

Si  l’on  mene  par  le  Sommet  S d’un  Cône , un  plan 
SD  E parallèle  au  plan  d’une  Section  Conique  ; la  droite 
indéfinie  DE  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 
celui  de  la  bafe  du  Cône  , s’appellera  DircSrice. 

10. 

Une  Seftion  Conique  FA  G eft  appellée  Parabole, 
lorfque  la  Direétricc  D E touche  le  cercle  qui  eft  la 
bafe  du  Cône  : Ellipfe , lorfqu’elle  tombe  toute  enticre 
au  dehors  : & Hyperbole  , lorfqu’ellc  le  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas,  fi  l’on  prolonge  le  plan  de  Fig.  ijz. 
la  Sctftion , il  eft  vifible  qu’il  rencontrera  la  Surface  Co- 
nique oppofée  ; & la  ligne  courbe  K M H formée  par 
cette  rencontre  , fera  nommée  Hyperbole  oppoj'ce  à la 
première  FA  G ; & les  deux  enfemble  , Hyperboles  ou 
Sc3ions  oppoj'ées. 

ï 1. 

Si  dans  le  plan  d’une  Scffion  Conique  il  y a une  ligne  Fio.  ifo, 
droite  qui  ne  la  rencontre  qu’en  un  feul  point,  & qui  iji,  iji. 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & d’autre  n’entre 
point  dedans  , mais  tombe  toute  enticre  au  dehors  ; cette  « 
ligne  fera  nommée  Tangente , & le  point  où  elle  ren- 
contre la  Scâion  , point  d’ Attouchement. 

Corollaire  I. 

250.  Dans  la  Parabole  tous  les  côtés  du  Cône  pIGi 
étant  prolongés  indéfiniment , rencontreront  néccflaire- 
ment  fon  plan , excepté  le  feul  côté  S D tiré  du  Sommet  .S’ 


K 


"4 

Digitized  by  Google 


x68  LivriSixism*.' 

par  le  point  D où  la  Directrice  D E touche  la  bafe  ; 
puifqu’il  n’y  a que  ce  côté  qui  foit  dans  le  plan  S D E 
parallèle  à celui  de  la  Seftion  , & que  tous  les  autres 
le  coupent  dans  le  point  S.  D’où  il  eft  clair  que  la  Para- 
bole s’étend  k l’infini , & ne  rentre  point  en  elle-même. 

t.  Corollaire  II. 

F**,  jji.  151-  Dans  l’Ellipfe  tous  les  côtés  du  Cône  étant 
prolongés  , s’il  eft  néceflaire  , rencontrent  fon  plan  ; 
puifque  le  plan  S D E qui  lui  eft  parallèle  , eft  rencontré 
par  tous  dans  le  point  S.  D’où  l’on  voit  qu’elle  renferme 
un  cfpace  en  rentrant  en  elle-même. 

Corollaire  III. 

fie.  ijti  ï«)2.  Dans  les  Hyperboles  oppofées  tous  les  côtés 
du  Cône  excepté  les  deux  SD,  SE  , tirés  du  Sommet  S 
aux  points  D , E , où  la  Dire&rice  coupe  la  bafe  , étant 
prolongés  indéfiniment  de  part  & d’autre  du  bomrnet  S, 
, rencontrent  néceflairement  leur  plan  ; puifqu’il  n’y  a 
que  ces  deux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  S D E pa- 
rallèle au  plan  de  ces  deux  Hyperboles  , & que  tous  les 
autres  le  coupent  dans  le  point  S.  Les  côtés  de  la  portion 
• SD  VE  forment  les  points  de  l’Hyperbole  FA  G,  & 
ceux  de  la  portion  SD  F E étant  prolongés  de  l’autre 
côté  du  Sommet  S , forment  les  points  de  fon  oppofée 
K MH.  D’où  l’on  voit  que  les  Hyperboles  oppofées 
s’étendent  chacun  à l’infini  , & ne  rentrent  point  en 
çllçs-mêmcs , non  plus  que  la  Parabole. 

PROPOSITION  I. 

Théorème. 

Fi«.  i}t.  2^3.  Si  Poncoupc  deux Jùrfaccs  Coniques  oppofées,  par 

lin  plan  Sam  qui, pajfant  par  leur  SommetS,  entre  au 

dedans  ; 
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dedans  i je  dis  qu'il  formera  par  fa  rencontre  avec  ces 
deux  Surfaces , deux  lignes  droites  Sa,  Sm,  indéfini- 
ment prolongées  de  part  & d'autre  du  point  S. 

Car  foit  a m la  commune  Section  du  plan  coupant,  & 
du  plan  de  la  baie  : il  eft  clair  qu’elle  rencontrera  cette 
bafe  en  deux  points  a , m y puifque  par  la  fuppofition  le 
plan  Sa  m entre  au  dedans  de  la  furface  Conique.  Or 
fi  l’on  mène  les  côtés  Sa,  Sm  , indéfiniment  prolongés 
de  part  & d’autre  du  Sommet  S ,•  il  tft  évident  par  la 

Î;énération  des  Surfaces  Coniques  oppofées  que  ces  côtés 
Iront  les  deux  communes  Sc&ions  de  ces  deux  Surfaces, 
avec  le  plan  coupant  Sa  m.  C'efi  ce  qu'il falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

2*54.  Comme  la  partie  de  la  ligne  am  qui  joint 
les  deux  points  a,  m , de  la  circonférence  , tombe  au 
dedans  de  la  bafe  , & que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  conçoit  que  le 
plan  Sam  foit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som- 
met S , la  partie  de  ce  plan  qui  fera  renfermée  dans 
l’angle  aSm  , & dans  fon  oppofé  au  Sommet,  tombera 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées  , & que 
tout  le  refte  de  ce  plan  tombera  entre  ou  (ce  qui  cft  la 
même  chofe)  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

Corollaire  IL 

De-la  il  fuit  que  fi  fon  joint  deux  points  F|6i  q«, 
quelconques  A,  M , d’une  Seftion  Conique  par  une 
ligne  droite  , elle  fera  renfermée  au  dedans  de  la  Sec- 
tion ; & qu’étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & 
d’autre,  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  menant 
du  Sommet  S par  les  points  A , M , les  côtés  Sa , 

Sm  , ôc  faifant  palTcr  un  plan  par  ces  côtés  ; il  eft  clair 
que  la  ligne  A M.  tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
eft  renfermée  dans  l’angle  aSm , & que  tout  le  refte 
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de  cette  ligne  fe  trouve  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 

tombe  dans  les  angles  à côté. 

Corollaire  III. 

2^6.  Si  l’on  mené  par  le  Sommet  S du  cône  une  ligne 
parallèle  à une  ligne  A M terminée  par  une  Seétion’ 
Conique  ; il  cft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  SH,  tombera  dans  l’un  des  angles  à côté 
de-  l’angle  aSm , c’eft-à-dire  au  dehors  de  la  Surface 
Conique  ; & qu’ainfi  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  bafe 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle,  ou. 
bien  qu’elle  lui  fera  parallèle. 

Corollaire  IV.. 

*17-  Tl  fuit  encore  du  Corollaire  premier  que  fï 
l’on  joint  deux  points  quelconques  A , M , de  deux  Hy- 
perboles oppofees  par  une  ligne  droite  , elle  fera  renfer- 
mée entre  ces  Hyperboles  -r  & qu’étant  indéfiniment: 
prolongée  de  part  & d’autre  r elle  entrera  au  dedans. 
Car  menant  par  le  Sommet  S les  côtés  Sa,  Sm,  qui 
pafTent  par  les  points  A , M , & faifant  paffer  par  ces 
côtés  un  plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  poinr 
S } il  eft  clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  cft  renfermée 
dans  l’angle  ASM  où  tombe  la  ligne  A M , eft  com- 
prife  entre  ces  deux  Surfaces  , & que  la  partie  du  même 
plan  qui  eft  renfermée  entre  les  deux  angles  à côté  où 
fe  trouvent  les  prolongemcns  de  la  ligne  AM,  tom- 
bent au  dedans  de  ces  deux  Surfaces.  Or  comme  la 
ligne  AM  eft  la  commune  Scûion  du  plan  Sam  avec 
celui  des  deux  Hyperboles  oppofées , il  s’enfuit,  &c. 

Corollaire  V. 

258.  Il  fuit  auffi  des  Corollaires  deuxieme  & qua- 
trième , qu’une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une 
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'Se&ion  Coi  iquc , ou  les  deux  perboles  eppofées  , au 
plus  qu’en  deux  points. 

PROPOSITION  II. 

Théorème. 

2^9.  Si  Ton  coupe  l’une  ou  l’autre  des  deux  Surfa-  F 10. 

■ces  Coniques  oppoftts , par  un  plan  ovxy  parallèle  a la 
baje  OVXY  je  dis  que  la  Section  qu’il  forme  par  fa 
rencontre  avec  la  Surface  Conique , efl  un  cercle  qu  i a pour 
centre  le  point  o,  où  ce  plan  rencontre  l’axe  SO , prolongé 
de  l’autre  c6té  du  Sommet  S , lorf qu'il  ejl  néce faire. 

Car  fi  l’on  mené  par  un  point  quelconque  X de  la 
bafe  au  centre  O le  rayon  X O , & au  Sommet  S le  côté 
Jf^’qui  rencontre  le  plan  ovxy  au  point  x : les  lignes 
O X,  ox  , feront  parallèles  entr’elles  ; puifqu’elles  font 
les  communes  Serions  de  deux  plans  parallèles  O y X Vt 
ovxy,  par  le  môme  plan  S O X prolongé , s’il  eft  nécef- 
faire  de  l’autre  côté  du  Sommet  S.  Les  triangles  OS X, 
oSx , feront  donc  femblables  ; & par  confiquent  on 
aura  toujours  S O.  OX  ::  So.  ox.  Or  les  premiers  ter- 
mes de  cette  proportion  étant  par-tout  les  mêmes  , le 
quatrième  ox  ne  changera  point  de  grandeur  en  quel- 
que endroit  que  tombe  le  point  x.  D’où  l’on  voit  que 
la  ligne  courbe  vxy  eft  la  circonférence  d’un  cercle 
qui  a pour  centre  le  point  o. 

'! 

Corollaire. 

260.  1 1 fuit  de-lk  qu’on  peut  placer  la  bafe  d’un  cône 
en  tel  endroit  qu’on  veut  , félon  qu’il  eft  plus  commode. 

C’eft  pourquoi  lorfque  la  Seâion  eft  une  Parabole  ou  une 
Hyperbole  , on  la  place  ordinairement  en  forte  qu’elle 
coupe  la  Seélion  ; mais  lorfque  c’eft  une  Ellipfe , on  la 
place  tantôt  de  maniéré  qu’elle  la  coupe , & tantôt  de 
maniéré  qu’elle  tombe  au-deflbus. 
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PROPOSITION  III. 


Théorème. 


^ . 26 1.  Si  dans  le  plan  d'une  Parabole  FA  G,  Ton  tire 

^ par  un  de  fes  points  quelconques  A vers  le  dedans  du 
cône , une  ligne  droite  indéfinie  A B parallèle  au  côté  S D 
qui pajfe  par  le  point  D où  la  Directrice  DE  touche  la 
baji.  i je  dis  que  cette  ligne  A B tombe  toute  entière  au 
dedans  de  la  Section  ; & qu'elle  ne  te  rencontrera  jamais 
quoique  prolongée  a l'infini  du  côté  de  B. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S du  cône  , & par  fa 
Egne  AB  un  plan  SA  B , il  formera  par  ta  icncontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côtés,  dont  l’un  fera  tou- 
jours la  Tigre  SD , puifque  A B lui  cft  parallèle  ; & 
l’autre  la  ligne  Sa  qui  pâlie  par  le  point  A.  Or  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  côtés  SD Sa  , prolongés  à 
* Art.  1 J4.  l’infini  du  côté  deB&a,  tombe  * au  dedans  de  la  Sur- 
face Conique.  Par  conféquent  la  ligne  AB'  qui  elt  tou- 
jours dans  ce  plan  , étant  parallèle  au  côté  SD,  tom- 
bera toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole,  & ne  Ta 
rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à l’infini  vers  B, 


PROPOSITION  IV. 


Théorème. 


Fis. 


t 0 zC  2.  S 1 dans  le  plan  d'une  Parabole  FAG , l'on  are: 
* par  un  de  Jés  points  quelconques  A vers  le  dedans  dus 
cône , une  ligne  droite  A M qui  ne  Joie  point  parallèle  au. 
côté  SD,  qui  pajjè  parle  point  D où  la  Directrice  DE 
touihe  la  baie  ; je  dis  que  cette  ligne  étant  prolongée  au- 
tant qu'il  fera  néccjj'aire  , rencontrera  la  Parabole  en 
quelque  autre  point  M. 

Car  fi  Ton  fait  piller  par  le  Sommet  S du  cône  & par 
cctre  ligne  un  plan  SAM  , il  eft  clair  qu'il  entre  au 
dedans  de  la  Surface  Conique , & qu’il  ne  pâlie  point  par 
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k côté  S D ,•  d’où  il  fuit  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur- 
face Conique*  deux  côtés  S a , S m , dont  l’un  Sa  pafle  * Art.  *53. 
par  le  point  A ,•  & l’autre  S m n’cft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Se&ion  , puifqu’il  n’y  a ( hyp.  ) que  le  fcul  côté 
SD  qui  lui  foit  parallèle.  Par  conséquent  le  côté  Sm 
étant  prolongé  (s’il  elt  néceflaire)  rencontrera  le  plan 
de  la  Parabole  en  un  point  M , par  où  paflê  la  ligne 
AAI  qui  elt  formée  par  la  rencontre  du  plan  aSm  avec 
celui  de  la  Parabole.  Or  il  elt  vifible  que  ce  point  M 
eft  un  des  points  de  la  Parabole  FAG\  puifqu’il  fe  trouve 
en  même  tems  dans  le  plan  de  la  Se&ion , & fur  la  Surface 
Conique.  Donc , &c. 

PROPOSITION  V, 


Problème, 


263.  ^Tenhr  d'un  point  donne  A fur  une  SefTion  F 
Conique  , une  l’angtnte  A F. 

Ayant  mené  par  le  point  A & par  le  Sommet  S dû 
cône , une  ligne  droite  SA  qui  rencontre  ie  plan  de  la 
bafe  au  peint  a , on  tirera  à cette  bafe  par  le  point a , 
la  langente  Eaf  y & la  ligne  A F loi  niée  par  la  ren- 
contre du  plan  S Eaf  ( prolongé,  s’il  cil  néceflaire  au 
delà  du  Sommet  S ) avec  Je  plan  de  la  Se&ion , fera  la 
Tangente  qu’on  cherche. 

Car  puifque  la  Tangente  E af  tombe  tcure  entière  ata 
dehors  de  la  bafe  excepté  le  feul  point  a,  il  s’enfuit  que 
k plan  S E a /'prolongé  indéfiniment  de  part  & d’autre 
du  Sommet  S ne  rencontre  les  Surfaces  Coniques  op- 
pofees  que  dans  la  ligne  S a aulîi  prolongée  indéfini- 
ment de  part  &.  d’autre  du  Sommet  S , & que  tout  le 
relie  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces.  Par 
confèquent  la  ligne  A F formée  par  la  rencontre  de  ce 
plan  avec  celui  de  la  Sc&ion  , ne  peut  avoir  de  com- 
mun avec  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  Surfaces  que  le 
feul  point  A où  la  ligne  Sa  rencontre  le  plan  de  la 
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Sc&ion  , & tombe  toute  entière  au  dehors  excepté  ce 
point.  Donc , &c. 

Corollaire  T. 

264.  Comme  l’on  ne  peut  faire  pafler  par  le  point 
a de  la  bafe  du  cône  , qu’une  feule  Tangente  E a f ; il 
s’enfuit  auffi  que  d’un  point  donné  A fur  une  Scélion 
Conique,  on  ne  peut  mener  qu’une  feule  Tangente  A F. 

Corollaire  II. 

De  -la  on  tire  la  maniéré  de  mener  une  Tan- 
gente AF  parallèle  à une  ligne  droite  Al  N donnée  de 
pofition  fur  le  plan  d’une  betiion  Conique  ou  de  deux 
Serions  oppofées.  Car  ayant  mené  par  le  Commet  S du 
cône,  une  parallèle  SE  à Ai N , elle  rencontrera  la  Direc- 
trice DE  en  un  point  E , ou  bien  elle  lui  fera  paral- 
lèle ; puifque  cette  ligne  SE  fera  parallèle  au  plan  de 
la  Seèèion  , & tombera  par  confequent  dans  le  plan 
S D E.  Si  elle  la  rencontre  en  un  point  E qui  tombe  au 
dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe  du  cône  : ayant  mené 
du  point  £ à ce  cercle  , la  Tangente  E a f,  il  eft  clair 
que  le  plan  S Eaf  formera  par  fa  rencontre  avecle  plan 
de  la  Seûion  , une  Tangente  AF  qui  fera  parallèle  à la 
ligne  AIN  ; puifque  les  deux  Seâions  A F,  SE,  des 
* Jîyp.  plans  * parallèles  MA  N S ED,  coupés  parle  plan  tou- 
chant  S E a f,  font  parallèles  entr’elles  aulfi-bien  * S E, 

MN- 

Corollaire  III, 

166.  Les  mêmes  chofes  étant  pofees  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 

fie.  ijj.  i0'  Dans  la  Parabole  le  Problème  eft  impoffible , 
lorfquc  la  ligne  M N donnée  de  pofition , devient  parai-  x 
lèle  au  côté  S D qui  pafle  par  le  point  D où  la  Direc- 
trice D E touche  la  bafe  ; car  alors  le  point  E tom- 
bant en  D , on  ne  pourra  mener  par  ce  point  d’autre 
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Tangente  que  la  Directrice  D E : & comme  le  plan  qui 
pafle  par  le  Sommet  & par  la  Directrice  D E eft  * parai-  * Def  5. 
lèle  au  plan  de  la  Parabole , il  ne  pourra  former  par  fa 
rencontre  avec  ce  plan  aucune  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  pofition  , n’eft  point  parallèle  au 
côté  SD  , on  pourra  toujours  mener  une  Tangente  A F 
parallèle  à cette  ligne , & jamais  davantage  ; car  alors 
Je  point  E tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe 
du  cône,  on  en  pourra  toujours  mener  E af , EDL  à 
cette  bafe  ; dont  l’une  ED  L fe  confondant  avec  la  Direc- 
trice , ne  peut  fervir  k trouver  aucune  Tangente  dans  le 
plan  de  la  SeCtion  ; & l’autre  E af  étant  différente  de 
la  Directrice  , fervira  toujours  à trouver  par  la  rencontre 
du  plan  SEaf  avec  le  plan  de  la  Parabole,  une  Tan- 
gente AF  qui  fatisfèra.  Il  en  cft  de  même  lorfque  la 
ligne  SE  cft  parallèle  k la  Directrice , car  la  Tangente 
E a /deviendra  alors  parallèle  à la  Directrice  ; & comme 
on  n’en  peut  mener  qu’une  feule  qui  lui  foit  parallèle, 
puifque  la  Direètrice  touche  elle-même  la  bafe  en  un 
point  D , il  s’enfuit,  &c. 

2°.  Dans  l’Ellipfe  , on  pourra  toujours  mener  deux  FiG.-if.p- 
Tangentes  AF,  BG,  parallèles  k la  ligne  M N don- 
née de  pofition  ; & par  conféquent  entr’elles.  Car  tous 
les  points  de  la  Directrice  D E tombant  au  dehors  de 
la  bafe,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E deux  Tan- 
gentes E af",  E bg , k cette  bafe  qui  ne  fe  confondront 
point  avec  la  Directrice , & qui  ferviront  k former  par 
la  rencontre  des  plans  SEaf,  SE  bg , avec  le  plan  de 
la  SeCtion  , deux  Tangentes  AF,  BG,  qui  fatisferont. 

Il  en  cft  de  même  lorfque  la  ligne  SE  eft  parallèle  k la 
Directrice  ; car  au  lieu  des  Tangentes  E af,  E b g , qui1 
partent  d’un  point  E de  cette  Directrice  , il  n’y  auroic 
qu’k  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles  ;•  ce  qui  eft 
Toujours  poflible. 

30.  Dans  les  Hyperboles  oppofées  le  Problème  eft  Fi*.-  1^5. 
impolfible  , lorfque  le  poinc  E tombe  au  dedans  du  cer- 
cle qui  eft  la  bafe  du  conc  j puifqu’on  ne  peut  mener  _ 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  h la  bafe.  Mais  Iorf- 
qu’il  tombe  au  dehors  , on  pourra  toujours  trouver 
deux  Tangentes  AF,  B G , parallèle  à la  ligne  M N 
donnée  de  polition  ; car  la  Directrice  D E traverfant  la 
bafe  , on  pourra  toujours  mener  du  point  E deux  Tan- 
genres  E af,  E b g , à cette  bafe  , lesquelles  tombent  de 
part  & d’autre  de  la  Directrice,  8c  qui  Serviront  à former 
par  la  rencontre  des  plans  SE  af , S E b g , avec  le  plan 
de  la  Section  deux  Tangentes  AF,  B G , qui  fatisferonr. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  SE  eft  parallèle  à la 
Directrice  DE  ; car  au  lieu  des  deux  Tangentes  Eaf, 
E h g , il  n’y  aura  qu’à  mener  deux  Tangences  parallèles  à 
la  Directrice  ; ce  qui  eft  toujours  poftibLe. 

Il  eft  à remarquer  dans  ce  dernier  cas , que  les  Tan- 
gentes parallèles  AF,BG,  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofées,  & jamais  à la  même  ; ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Eaf , Ebg,  de 
la  bafe , tombent  nécefïairemenc  de  parc  8c  d’autre  de 
la  Directrice  D E. 

•Corollaire  IV. 

167.  T l fuit  du  Corollaire  précédent  : 

i°.  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole  , il  ne  peut 
y avoir  deux  Tangentes  qui  Soient  parallèles  entr’elles  ; 
& qu’au  contraire  dans  l’Ellipfc  & dans  les  Hyperboles 
oppofées,  une  Tangente  AF , étant  donnée  de  polition, 
pn  en  peut  toujours  meper  une  autre  B G qui  lui  foie 
parallèle. 

20.  Que  fi  la  ligne  M N donné<e  de  poficion  , eft  ter- 
minée par  une  ScCtion  Conique,  on  pourra  toujours  mener 
dans  la  Parabole , une  Tangente  A F qui  lui  Soit  parallèle, 
{ ’c  dans  l’pllipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées  deux  Tan- 
gentes A F,  B G y puifque  la  ligne  S E menée  par  le 
* Art,  Sommet  S parallèlement  à M N rencontrera  * le  plan 
de  la  bafe  en  un  point  E hors  la  circonférence , ou  bien 
lui  fera  parallèle. 

Définitions, 
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Définitions. 

12. 

Dans  une  Parabole , fi  l’on  mene  par  un  de  les  points  Fig.  ijj. 
quelconques  A vers  le  dedans  une  ligne  AB  parallèle  au 
côté  S D qui  pafle  par  le  point  D où  la  Directrice  D E 
Touche  la  bafe  : cette  ligne  A B fera  nommée  Diamètre  , 

& le  point  A en  fera  V origine. 

13. 

Dans  1 Ellipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées  , toute  ligne  Fig,  134, 
droite  AB , qui  joint  les  points  d’attouchement  de  deux  1 JJ» 
tangentes  parallèles  AF,  B G,  cft  appelléc  Diamètre  ; 

& les  points  A,  B,  en  font  les  extrémités. 

ç.  . *4-  . 

pi  par  un  point  quelconque  P de  tel  Diamètre  AB  Tia.  ini 
quon  voudra  d’une  Scétion  Conique  , Ton  tire  une 
Igné  droite  M N qui  rencontre  la  Seètion  aux  points 
■*”»  , ; f°'c  parallèle  à la  tangente  A F qui  pafle 

par  l’origine  A de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole  , & par 
1 une  ou  1 autre  de  fes  extrémités  dans  les  autres  Sections  • 
on  dira  que  cette  ligne  M N cft  Ordonnée  de  part  & 
aU  ^lametre  si  B , & que  chacune  de  fes  parties 
F M , ou  P N,  eft  Ordonnée  à ce  Diamètre. 

15. 

Lorfqu  un  Diamètre  fait  avec  fes  Ordonnées  des  an- 
gles droits , on  l’appelle  Axe. 

Corollaire. 

268.  I l fuit  de  la  Définition  douzième  : 

i°.  Que  tous  les  Diamètres  d’une  Parabole  font  paral- 
lèles entr’eux  , puifqu’ils  font  tous  parallèles  au  même 
côté  du  cône  S D qui  pafle  par  le  point  D où  la  Direc- 
trice D E touche  la  bafe. 

2°.  Que  par  un  point  donné  fur  le  plan  d’une  Parabole, 
on  ne  peut  mener  qu’un  feul  Diamètre,  puifqu’on  ne  peut 
mener  par  ce  point  qu’une  feule  parallèle  au  côté  SD. 

Z 


Digitized  by  Google 


Ftg.  i$tf, 

ij.7,  ij8. 


F te.  i }C. 


*Hyp. 

4 tîyp- 

* Def.  lo-  6' 
U. 


* Art.  i-C)  . 


* Def.  14. 

Fig.  1 ?7 , 
ij*. 


178  Litre  S 1 ïi  b h st 

PROPOSITION  VL 
Problème. 

269.  Un  diamètre  AB  d’une  Seclion  Conique  étant 
donnée  avec  une  de  fes  ordonnées  P M , décrire  la  Seclion. 

Ayant  fait  palier  par  l’ordonnée  PM  un  plan  quel-* 
conque  autre  que  le  plan  AP  M , on  mènera  dans  ce 
plan  par  le  point  P une  perpendiculaire  indéfinie  Pa  à 
PM ; & on  décrira  d’un  point  quelconque  C de  cette 
ligne , & du  rayon  CM  un  cercle.  Cela  fait , 

i°.  Lorfque  la  Seftion  doit  être  une  Parabole.  On- 
mènera  de  l’un  des  points  a , D , où  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  P a (par  exemple  du  point  a ) par  l’ori- 
gine A du  diamètre  AB,  la  ligne  a A qui  rencontre 
en  S , une  ligne  D S tirée  de  l’autre  point  D parallèle- 
ment h A B.  On  décrira  enfuite  une  furface  Conique 
qui  ait  pour  fommet  le  point  S , & pour  bafe  le  cercle 
DMaN.  Je  dis  qu’elle  formera  par  fa  rencontre  avec 
le  plan  A P M , la  Parabole  cherchée  M A N.  Car 
ayant  mené  par  les  extrémités  du  diamètre  IX a les  paral- 
lèles DE,af,  à PM  ; il  efl clair  qu’elles  feront  tan- 
gentes , puifque  * PM eft  perpendiculaire  fur  D a.  Or 
le  plan  S DE  qui  paffe  par  le  fommet  S du  cône  & par 
la  tangente  D E , eft  parallèle  au  plan  AP  M , puifque  * 
S D eft  parallèle  à A P , & D E à PM:  d’où  il  fuit  ’P 
que  la  Seétion  MA  N faite  par  le  plan  AP  M dans  la 
furface  Conique , fera  une  Parabole  qui  aura  pour  dia- 
mètre la  ligne  AB.  De  plus  le  plan  touchant  Saf  forme 
dans  le  plan  AP  M + une  tangente  AF,  qui  fera 
parallèle  à P M ; puifqu’elle  eft  la  commune  Seétion- 
des  deux  plans  Sa  J,  AP  M , qui  pafleot  par  les  paral- 
lèles af,  PM  : & par  conféquent  * la  ligne  P M fera 
ordonnée  au  diamètre  A B. 

2°.  Lorfque  la  Seétion  Conique  doit  être  une  Ellipfe 
ou  une  Hyperbole.  On  mènera  des  points  a , b , où  la 
perpendiculaire  indéfinie  P a coupe  le  cercle  , par  les 
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extrémités  A,  B,  du  diamètre  A B , les  droites  a A ,b  B,  • 

qui  fe  rencontrent  au  point  S.  On  décrira  enfuite  un 
cône  qui  ait  pour  fommet  le  point  S , & pour  bafe  le 
cercle  a Al  b N.  Je  dis  que  le  plan  ABM  formera  dans 
la  furface  de  ce  cône  la  Sedion  MA  N qu’on  demanda. 

Car  menant  SD  parallèle  au  diamètre  A B de  la  Sec- 
tion , & qui  rencontre  en  D le  diamètre  a b de  la  bafe, 
par  où  & par  les  extrémités  a,  b , foient  tirées  les  paral- 
lèles D E ,af,  bg,  à P M ; il  eft  clair  que  le  plan  S DE 
fera  parallèle  au  plan  AP  Al,  & qu’ainfi  D E * fera  la  * D‘f  t- 
Diredricc.  Or  dans  l’EUipfc  le  point  D tombe  fur  le 
diamètre  a b prolongé  hors  le  cercle  ; puifquc  le  dia- 
mètre AB  de  la  Sedion  , tombe  dans  l’angle  a S b fait 
par  les  côtés  du  cône  Sa  , Sb  ; & au  contraire  dans 
l’Hyperbole  le  point  D tombe  au  dedans  du  cercle  ; 
puifqu’ alors  le  diamètre  A B tombe  dans  l’angle  a S B 
qui  eft  k côté  de  l’angle  a S b.  D’où  il  fuit  félon  la  Défi- 
nition 10,  que  la  Sedion  MAN  eft  une  Ellipfo  dans 
le  premier  cas  , & une  Hyperbole  dans  le  fécond.  De 
plus  la  tangente  A F qui  pafte  par  l’extrémité  A du  dia- 
mètre ./4  B , étant  la  commune  Sedion  du  plan  touchant 
Sa /&  du  plan  coupant  A P AI , qui  paflenr  par  les  paral- 
lèles af,  P M , fera  parallèle  k P M : & de  même  la 
tangente  B G étant  la  commune  Sedion  du  plan  tou- 
chant Sbg&c  du  plan  coupant  APM,  lefquels  paflent 
par  les  deux  parallèles  b g , PM,  fera  auflî  parallèle  k 
PM.  D’où  l’on  voit  que  la  ligne  AB  cil*  un  diamètre,  » l}  5. 
qui  a pôur  ordonnée  PM.  1^. 

Il  peut  arriver  dans  l'Ellipfe  que  les  lignes  Aa , B b , 
foient  parallèles  entr’elles  ; mais  alors  il  n’y  aura  qu’k 
prendre  pour  le  centre  C du  cercle  a Mb  N,  tel  autre 
point  qu’on  voudra  de  la  ligne  a b.  • ^ 

DÉFiuiTiotr. 

16. 

Si  par  les  deux  points  D , E , où  la  Diredrice  coupe  pIG>  , 
la  bafo , lorfquc  la  Sedion  eft  une  Hyperbole , on  tire 
» ' Z ij 
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deux  Tangentes  D H , E K ; & que  par  le  Sommet  S 
& ces  Tangentes , on  faffe  palier  deux  plans  SDH , 
‘ • S E K : les  deux  lignes  droites  indéfinies  CH,  CK,  que 
ces  deux  plans  forment  par  leurs  rencontres  avec  le  plan 
des  Hyperboles  , font  appellées  AJymptotis. 

Corollaire  I. 


270.  S 1 Par  un  point  d’attouchement  D , l’on  mène 
le  côté  DS  prolongé  indéfiniment  de  part  & d’autre 
du  Sommet  S : il  eft  vifible  que  le  plan  SDH  ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deux  furfaces  Coniques  oppo- 
fées  que  ce  côté  -,  puifque  tous  les  points  de  la  Tan- 
gente D H tombent  hors  la  circonférence  de  la  bafe  , 
excepté  le  feul  point  D.  Or  le  plan  S D E qui  pafie  par 
•Déf.  9+  le  Sommet  S & par  laDirc&rice  DE,  étant  * parallèle 
au  plan  des  Hyperboles  oppofées  , les  communes  Sec- 
tions SD,  CH , de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr’elles  ; c’eft  pourquoi  l’Afymp- 
tote  CH  tombera  toute  entière  au  dehors  & entre  le* 
deux  furfaces  Coniques  oppofées,.  & laiflcra  par  conféquent 
les  Hyperboles  oppofées  toutes  entières  de  parc  & d’autre 
fans  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  chofe  de  l’autre 
Afympcote  CK.  Or  comme  les  deux  Afymptotes  CH ,. 
CK,  font  formées  par  les  plans  SDH,  SE  K , qui 
tombent  de  part  & d’autre  de  la  même  furface  Conique 
& de  fon  oppofée  \ il  s'enfuit  que  tous  les  points  de  l’Hy- 
perbole FA  G font  compris  dans  l’angle  H CK-,  & que 
tous  les  points  de  fon  oppofée  tombent  dans  l’angle  qui 
lui  eft  oppofé  au  Sommet. 

PROPOSITION  V L 


Théorème. 


ri«. 


rjj. 


27T.  S 1 par  un  point  quelconque  B d’une  Afymptots 
CK,  l’on  ment  une  parallèle  B A à l’autre  AJymptou 
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CH  \jt  dis  qu'elle  rencontrera  F une  des  Hyperboles  oppo - 
fées  en  un  J'cul  point  A , & qu’étant  prolongée  indéfini -» 
ment , elle  tomberd  toute  entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes  BA,  S D , font  parallèles  à 
h même  ligne  CH  , elles  le  feront  entr’clles  ; & ainfi 
elles  fe  trouveront  dans  un  même  plan,  lequel  entrera 
au  dedans  des  deux  furfaces  Coniques  oppofées , puifqu’il 
parte  par  l’un  de  leurs  côtés  S D , 6e  qu’il  fait  un  angle 
avec  le  plan  SDH  qui  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  des 
parallèles  B A,  SD,  formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques , deux  côtés , dont  l’un  eft  le  côté  SD  ,6e.  l’autre 
le  côté  Sa,  qui  coupera  néceflairement  la  ligne  B A en 
quelque  point  A , puifqu’il  eft  fitüé  dans  le  plan  qui  parte 

Îar  les  parallèles  SD , AB , 6e  qu’il  coupe  S D en  S. 

)onc  puifque  le  point  A fe  trouve  en  même  tems  dans 
l’une  des  furfaces  Coniques  & dans  le  plan  des  Hyper- 
boles , il  appartiendra  à l’une  de  ces  Hyperboles.  De 
plus  puifque  la  ligne  B A étant  prolongée  indéfiniment 
du  côté  du  point  A , tombe  toute  entière  dans  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  côtés  DS,  Sa,  lorfque  le 
point  A appartient  k l’Hyperbole  F AG,  & dans  fon 
oppofé  au  Sommet  AS  a lorsqu’il  appartient  k l’Hyper- 
bole oppofée  ; il  eft  vifible  qu’elle  tombera  toute  entière 
au  dedans  de  l’une  des  deux  furfaces  Coniques,  & par 
conféqucnt  aufli  au  dedans  de  l’Hyperbole  qui  en  eft  la 
Seétion.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

COROLLAXRB  I, 

172.  Dh-,  a on  voit  qu’entre  une  Hyperbole  FA  G 
& fon  Afymptote  CH,  on  ne  fçauroit  faire  pafter 
aucune  ligne  parallèle  à cette  Afymptote.  Or  comme  la 
ligne  B A fépare  l’Hyperbole  qu’elle  rencontre  en  deux 
portions  indéfinies  , dont  l’une  tombe  néceflairement 
toute  entière  dans  l’efpacc  compris  entre  les  parallèles 
B A,  CH;  il  s’enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite, 
plus  le  point  A avancera  dans  cette  portion  , 6e  cela 
toujours  de  plus  en  plus  jufqu’à  ce  que  CB  devienne 


0 


C 


c 


l8j  L I V R.  B SlXIEMR. 

plus  petite  qu’aucune  grandeur  donnée.  C’eft-à-dire, 
qu’une  Hyperbole  de  fon  Afymptote  étant  l’une  de  l’autre 
continuée  indéfiniment  , elles  s'approcheront  toujours  de 
. plus  en  plus , en  forte  que  leur  diftance  deviendra  enfin 
? A it . 270.  moindre  qu’aucune  donnée , fans  pouvoir  néanmoins  * 
jamais  fe  rencontrer. 

PROPOSITION  VIII. 


Problème. 

Fie.  140.  273.  Les  Afymptotcs  C H , C K , d'une  Hyperbole 

F A G étant  données  avec  un  de Jes  points  quelconques  F, 
décrire  l'Hyperbole. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F,  une  ligne  droite 
quelconque  HK  terminée  par  les  afymptotcs  , on  fera 
pafter  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  autre  que  le 
plan  H CK  , dans  lequel  on  tirera  par  le  point  de 
milieu  P de  H K une  perpendiculaire  indéfinie  M N à 
cette  ligne  ; de  on  décrira  d’un  de  fes  points  quelcon- 
ques O comme  centre  , de  du  rayon  OF,  un  cercle 
FM  N.  On  mènera  des  points  H , K,  deux  Tangentes 
H D,  KE  t à ce  cercle  ; de  par  les  points  d’attouche» 
mens  D , E,  deux  parallèles  D S,  ES,  aux  Afympcotes 
CH , CK,  lefquelles  fe  rencontreront  en  un  point  S f 
duquel  comme  Sommet , on  décrira  une  furfàce  Coni- 
que qui  ait  pour  bafe  le  cercle  FM  .V.  Je  dis  que  cette 
furface  Conique  formera  par  fa  rencontre  avec  le  plan 
H CK  l’Hyperbole  rcquife  FA  G. 

Il  eft  clair  par  la  propriété  du  cercle  FM  N ; i\  Que 
la  corde  F G eft  divifée  par  le  milieu  au  point  P , par  le 
* Hyp.  diamètre  M N qui  lui  eft  * perpendiculaire  ; de  partant , 
puifque  par  la  conftruélion  PH  = P K,  il  s’enfuit  que 
FH=  GK,  GH — FK  ; de  par  conféquent  GH  x HF 
= FKx  KG.  a».  Que  GH  x HF=  ÏLD,  de  FK  x KG 
= K E , de  qu’ainfi  H D = KE.  3 Que  fi  l’on  pro- 
longe les  Tangentes  HD,  KE  , jufqu’à  ce  qu’elles  fe 
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rencontrent  en  un  point  Q,  les  parties  D Q,E  Q,  feront 
égales  entr’elles.  Ce  qui  donne  D Q E Q::  D H.  E K. 

D’où  l’on  voit  que  la  ligne  DE  qui  joint  les  points  d’at- 
rouchemens  des  deux  Tangentes  HD,  KE , fera  paral- 
lèle à la  ligne  H K,  & le  plan  .5' -DJ?  au  plan  CH  K ; 
c’eft  pourquoi  la  ligne  D E fera  * la  Diredrice  ; & comme  * Déf.  9, 
elle  coupe  la  bafe  en  deux  points , la  Sedion  Conique 
FA  G * fera  une  Hyperbole.  De  plus  il  eft  évident  que  * Déf.  10. 
cette  Hyperbole  paflera  par  le  point  donné  F , puifque 
ce  point  eft  commun  tant  à la  furface  Conique  , qu’au 
plan  H CK  qui  eft  celui  de  l’Hyperbole  ; & qu’elle  aura 
pour  Afymptotes  les  lignes  CH,  CK,  puifqu’elles  font  * * Dtf- 
les  communes  Se&ions  des  plans  touchans  SDH,  S EK, 

& du  plan  de  l’Hyperbole. 

S’il  arrivoit  que  les  Tangentes  D H,  EK,  fuflent 
parallèles  entr’clles , on  verroit  alors  tout  d’un  coup  que 
les  lignes  DE,  H K,  feraient  parallèles  entr’elles  , puif- 
que  ces  Tangentes  font  égales;  & le  refte  fe  démontrerait 
de  la  même  manière  que  ci-deflus. 

PROPOSITION  IX, 

Théorème. 

174.  S’il  y a deux  lignes  droites  MN , AB,  termi-  Fig.  141 
nées  par  une  SeSion  Conique  ou  par  les  Sc3ions  oppofées,  14*, 
lefquelles  Je  rencontrent  en  un  point  P ; & qui  foient  pa- 
rallèles à deux  autres  lignes , S E , S D , données  de  poft- 
tion  : je  dis  que  le  reclangle  M P X P N ejl  au  reSangle 
A P X P B , en  raifon  donnée  y cejl-à-dire  que  la  raijon 
de  ces  deux  rt  Sangles  demeure  toujours  la  meme , en  quel- 
que endroit  que  puijfe  tomber  les  deux  lignes  M N , A B. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE , M N , & SD,  AB,. 
deux  plans , ils  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe , deux- 
lignes  droites  Enm,  Dba,  & dans  la  furface  Conique 
les  côtés  S Mm,  S Nn,SAa,SBb;  & leur  commune' 
incerfedion  fera  la  ligne  SB p , qui  rencontre  le  plan  de 
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la  bafe  au  point  p , où  les  deux  droites  E m , D a , s’en- 
trecoupent ; par  lequel  je  mené  dans  le  plan  S M N la 
droite  H K parallèle  à AI  N , & dans  le  plan  S AB  h 
droite  F G parallèle  à A B.  Cela  pofé  , 

Les  triangles  femblables  S PM,  SpH  ; S PN,  SpK ; 
SP  A,  SpF  ; SP  B ,SpG  ; donnent  MP  x P N.  Hp  x pK 

: : S P . S p : : APxP  B.  FpxpG.  Et  partant  on  aura 
M Px  P N.  AP  x PB  : : Hp  x pK.  FpxpG.  Or  la  rai- 
fon de  Hp  x pK  à F p xpG,  eft  compofée  des  deux  rai- 
fons d t H pxp  K à mpxpn,  & de  mpxpn  ou  par  la 
propriété  du  cercle  apxpbkFpxpG.  Mais  à caufe 
des  triangles  femblables  HpmtSErn,  & Kpn  ,S  E n , 
il  vient  Hp.  mp  : : SE.  mE.  ÉtpK.  pn  : : SE.  En.  Et 
'■*  en  multipliant  les  Antécédcns  & les  Conféquens  de  ces 

deux  raifons,  H pxp  K.  mpxpn::  SE  . mExEn:  on 
prouvera  de  même  à caufe  des  triangles  femblables 
Fpa,  S Du,  & Gpb  ,S  Db , que  a pxp  b.  EpxpG  :: 
aDx  Db.  "S’D  . II  eft  donc  évident  que  la  raifon  de 
MPxPN  à APxPB  , eft  compofée  des  deux  raifons 

de  *S“il  b mExE n , &c  de  a D x Db  \ SD  ; lefquclles 
par  la  propriété  du  cercle  qui  eft  la  bafe  du  cône  , demeu- 
rent toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit  que  tombent 
les  droites  M N , AB , parce  que  les  points  E , D , ne 
changent  point.  Donc  le  rcâangle  MPxP  N eft  au 
rettangle  AP  xP  B en  raifon  donnée.  Ce  qu  ’ il  falloir , &c. 

Corollaire. 

Fig.  14}.  275.  D e - l a on  voit  que  fi  dans  une  Se&ion  Coni- 

«44*  que,  où  entre  les  Se&ions  oppofées , il  y a deux  lignes 
droites  MN,  O R , parallèles  entr’elles  & qui  rencon- 
trent aux  points  P,  Q,  une  troifieme  ligne  droite  AB 
auffi  terminée  par  la  Se&ion  ; on  aura  MPxPN. 
OQxQR::  APxPB.  AQxÇ>B. 

PROPOSITION 
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PROPOSITION  X. 

Théorème. 

27 6.  Si  par  un  point  quelconque  h.  d'une  Parabole  jIG.  i4j. 
eu  d'une  Hyperbole  MAN,  l'on  tire  une  ligne  droite  AB 
parallèle  au  côté  du  cône  S D,  mené  dans  la  Parabole  par 
le  point  D où  la  Directrice  touche  la  bafe , 6’  dans  l'Hy- 
perbole par  l'un  des  deux  points  où  elle  la  rencontre  ; & 
que  par  un  point  quelconque  P de  cette  ligne  , l'on  tire 
une  ligne  MN  parallèle  à une  ligne  SE  donnée  de  pofi- 
tion,  & terminée  par  la  Section  ou  parles  Séchons  oppo - 
fées , avec  une  autre  ligne  F G parallèle  à la  ligne  Da 
commune  Section  du  plan  SAB  avec  celui  de  la  bafe , & 
terminée  par  les  côtés  S a,  SD:  je  dis  que  la  raijon  du 
rectangle  M P x P N au  rectangle  F P x P G ejl  donnée , 
c'ejl-à-dire  quelle  demeure  toujours  la  meme  , en  quelque 
endroit  de  la  ligne  A B que  tombe  le  point  P. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE,  M N , un  plan  : 
il  formera  dans  celui  de  la  bafe  une  ligne  droite  Enm  ; 
dans  la  furface  Conique  les  côtés  S Alm  ,SNn;  & dans 
le  plan  SDa  la  ligne  SPp  qui  rencontre  la  bafe  au 
point  p , où  les  lignes  E m , D a , s’entrecoupent , par 
lequel  je  mene  dans  le  plan  S M N la  ligne  H K paral- 
lèle à M N.  Cda  pofé  , les  triangles  femblables  S P AI, 

SpHi  SP  N,  SP  K;  S P F,  Spaj_  S PG,  SP  D don- 
neront MPxPN.  Hpxp  K::  SP . Sp  ‘ ::FPxPG . 
a p xp  D,  ou  par  la  propriété  du  cercle  mpxpn.  Et  par- 
tant on  aura  MP  x P N.  FP  xPG : : Hpxp  K.  mpxpn. 

Mais  la  raifon  de  H p xp  K à mp  x p n , eft  compofée  des 
deux  raifons  de  Hph  p m,  & depKkpn,  c’eft-à-dire  , 
à caufe  des  triangles  femblables  Hp  m,S  E m , ôe  Kpn  , 

5 En,  des  deux  raifons  dciS’E’  a Em  dcSE  à En ; 

6 par  conféquent  H pxpK.  mpxpn, o u MP  x P N. 

F P xP  G ::  S E .mExEn.  Donc  puifquc  le  point  E ne 
change  point  en  quelque  endroit  que  l’on  prenne  le 
point  P,  & que  tous  les  rectangles  EmxEn  font  égaux 
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par  la  proprit' té  du  cercle  ; il  s’enfuie  que  MPxP  N cft 

à F P x P G en  raifon  donnée.  Ce  qu’il  falloir  démontrer , 

C o R o L L a i R B. 

fi6.i4ff.  277.  De-la  il  eft  évidenr  que  fi  par  un  point 
quelconque  A d’une  Parabole  ou  d’une  Hyperbole 
MA  N,  l’on  mene  dans  la  Parabole  un  diamètre  A B , 
& dans  l’Hyperbole  une  parallèle  AB  à l’une  de  fes 
Afymptotes  ; & que  par  deux  points  quelconques  P, 
de  la  ligne  A B,  l’on  tire  deux  parallèles  M N,  ORt. 
terminées  par  la  Se&ion  ou  par  les  Serions  oppofées  j, 
on  aura  M P xP  N.  O Qx  Q K : : A P.  A Q. 

Car  menant  le  plan  SA  B qui  forme  par  fa  rencontre 
avec  la  furfâce  Conique  les  côtés  S D ,Sa,  entre  lefquels 
le  côté  SD  paflera  par  le  point  où  la  Directrice  touche  la 
baie  lorfquc  la  Section  ell  une  Parabole  , & par  l’un  des 
deux  points  où  la  Directrice  la  rencontre  lorfque  c’eft 
une  Hyperbole  ; & tirant  dans  le  plan  S D a par  les  points 
P,  Q,  les  droites  F G , T F',  parallèles  à Da : il  elt 
clair  par  la  Propofition  précédente  que  MP  xP  N . 
F P x P G ::  ÜQxQR.  TQxQK  Et  qu’ainfn 
MPxPN.  OQx  QR::  FP  xP  G.  TQxQF  Or 
les  parties  PG,  QF,  des  lignes  F G,  T F,  font  égales 
cntr’elles  ; puifque  les  lignes  AB , SD,  font  parallèles. 
Et  partant  MP  xP  N.  OÇ)xÇ)R::  FP.  TQ.-.AP.. 
A^).  à caufe  des  triangles  femblables  A P F,  AQT,. 
Donc , &c. 

CHAPITRE  IL. 

De  f Ellipfe  en  particulier.- 

D É F I N I T I O N S. 

*7:  . 

Fie.  147.  Si  une  ligne  droite  indéfinie  S Z qui  cft  hors  le  plan 
d’un  cercle  F X Y , fc  meut  par  un  de  fes  points  X au- 
tour de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  parallé- 
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llcment  à elle-même  , jufqu’à  ce  qu’elle  foie  revenue  au 
même  point  d’où  elle  étoit  partie  : la  furface  convexe 
décrite  par  cette  ligne  S Z dans  ce  mouvement , eft 
appellée  Surface  cylindrique. 

18. 

Cette  ligne  S Z en  chaque  différente  pofition , en  eft 
toujours  appellée  le  Côté. 

l9- 

Le  cercle  VXY,  la  Bafe. 

20. 

La  droite  indéfinie  C O menée  du  centre  C de  la  baie 
parallèlement  aux  côtés,  en  cil  l'Axe. 

21. 

Le  folidc  indéfini  compris  par  la  bafe  V X Y 6c  par 
Ja  Surface  cylindrique , eft  appelle  Cylindre. 

22. 

Si  l’on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  foit 
point  parallèle  à fes  côtés , ni  au  plan  de  fa  bafe  ; la  ligne 
courbe  AM  B N formée  par  la  rencontre  de  ce  plan 
avec  la  Surface  cylindrique,  eft  appellée  Sedion  cylin- 
drique. 

PROPOSITION  XI. 

Théorème. 

278.  S 1 Bon  coupe  un  cylindre  par  un  plan  u x y p , G> 
parallèle  au  plan  de  la  baje  VXY;  la  SeSioa  vxy  fera 
un  cercle  qui  aura  pour  centre  le  point  c où  ce  plan  ren- 
contre l’axe,  & pour  rayon  une  ligne  ex  égale  au  rayon 
CX  de  la  bafe. 

Car  menant  par  un  point  quelconque  x de  la  Sec- 
tion vxy  un  côté  xX"de  la  Surface  cylindrique,  il  fera 
parallèle  * à Taxe  Ce:  c’eft  pourquoi  on  pourra  faire  paf-  * £>cf. 
fer  un  plan  par  ces  deux  lignes  , qui  formera  par  fa  ren- 
contre avec  les  deux  plans  parallèles  CVXY,  cvxy , 
deux  droites  CX,  ex  , parallèles  entr’elles  ; & qui 
feront  de  plus  égales , puifqu’ elles  font  renfermées  entre 

A a ij 
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les  parallèles  Ce,  Xx.  Or  comme  cela  arrive  toujours 
en  quelque  endroit  de  la  Scdion  vxy  qu’on  prenne  le 
point  x,  il  s’enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  c,  aux  points  x de  la  Scdion  v xy  , font  égales  aux 
rayons  CX  de  la  bafe  : c’eft-k-dire  que  la  Sedion  vxy 
fera  la  circonférence  d’un  cercle,  qui^aura  pour  centre 
le  point  c,  où  le  plan  vxy  rencontre  l’axe  ducylmdre, 
& pour  rayon  une  ligne  ex  égale  au  rayon  CX  de  la 
batc.  Ce  qu’il  fallait  démontrer , 

PROPOSITION  XIL 
Théorcrtie- 

ha,  148.  279.  Toute  Ellipfc  peut  être  regardée  comme  une 

Section  cylindrique. 

Ayant  mené  dans  la  bafe  du  cône  où  cft  produite 
une  Ellipfe  quelconque  , le  diamètre  a b qui  rencontre  k 
angles  droits  au  point  D la  Diredrice  D E , loicnc  tirés 
fur  la  furface  Conique  les  côtés  S a , S b , qui  rencon- 
trent le  plan  de  l’Ellipfe  aux  points  A , B ; & dans  les 
plans  parallèles  A MB , S D h , les  droites  A B , S D, 
Ayant  pris  D F moyenne  proportionnelle  entre  a D,Dbr 
& mené  k AF  les  parallèles  A G,  B H , foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  bafe  du  cône , un  cercle  qui  ait  pour  diamè- 
tre la  ligne  GH , & une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
bafe  ce  cercle  , & pour  côtés  les  droites  AG , B H, 
Cela  pofé  , 

Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  P de  la  ligne 
AB  t l’on  tire  a la  Diredrice  DE  , une  parallèle  qui 
rencontre  la  furface  Conique  en  M , & la  Cylindrique 
en  O ; les  points  Mr  ü , fc  confondront  l’un  avec  l’autre 
& n’en  feront  qu’un  feul. 

Car  ayant  fait  pafièr  par  cette  parallèle  un  plan 
parallèle  au  plan  des  deux  bafes  tant  du  cône  que  du 
4rt.  2 jp.  cylindre , il  formera  fur  la  furface  Conique  * un  cercle 
K ML  dont  le  centre  fera  la  commune  Sedion  de  ce 
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plan  avec  Taxe  du  cône  , & fur  la  furface  Cylindrique  * * jrt  17g 
un  autre  cercle  QMR  dont  le  centre  fera  la  commune 
Seclion  de  ce  même  plan  avec  l’axe  du  cylindre.  Or  le 
plan  Sa  b pafle  * par  l’axe  du  cône , & le  plan  AG  H B * De'f.  6. 
(qui  ne  fait  qu’un  feul  plan  avec  celui  du  triangle  S ai) 
par  l’axe  * du  cylindre  ; & par  conféquent  les  lignes  * Def.  10' 
KL,  QR,  communes  Serions  de  ces  deux  plans , avec  le 
plan  parallèle  (à  la  baie)  qui  pafle  par  la  ligne  P OM, feront 
les  diamètres  de  ces  deux  cercles  ; & cette  ligne  ROM 
fera  perpendiculaire  à ces  diamètres  , puifqu’clle  cft  * pa-  * Hyp: 
rallèlekDii  qui  cfl*  perpendiculaire  k a b & à GH  qui  ne  * Hyp. 
font  * qu’une  même  ligne , à laquelle  les  diamètres  KL*  Hyp. 

& QR  qui  ne  font  aufli  qu’une  même  ligne , font  paral- 
lèles. De  plus  les  lignes  A B , S D , étant  formées  par 
les  rencontres  du  même  plan  Sba  avec  deux  plans 
parallèles  entr’eux  ; fçavoir , le  plan  S D E & celui  de 
l’EIlipfc  , feront  aufli  parallèles  entr’elles.  Ceci  bien 
entendu , 

i°.  Dans  le  cône  , k caufe  du  cercle  K ML , on  aura 

RAI  = K P x P L ; &k  caufe  des  triangles  femblahlcs 
APK , S Da,  & PBL,  SDb,  il  vicnr  AP.  K P :: 
SD.aD.  Et  PB.  PL::  SD.  D b.  D’où  il  fuit  que 

APxPB.  KPxPL  ou  TU::  aDxDb. 

z°.  Dans  le  cylindre , h caufe  du  cercle  Q O R,  on  aura 

P U —QPx  P R ; & k caufe  des  triangles  fcmblables 
AP  Q_,  S D F,  & P BR,  S DP' , on  formera  ces  deux 
proportions  A P.  Ç)P  : : SD.  DF.  Et  PB.  PR  : : SD. 

D F.  D’ou  il  fuit  que  APxPB.  QPxQR  ou  PU  :: 

SD.  DF  ou  aDxDb.  Donc  P M = P O , & 

PM— PO.  Donc  les  points  M,  O,  fc  confondent  l’un  • 
avec  l’autre  , & n’en  font  qu’un  feul.  Donc,  puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  A B que 
l’on  prenne  le  point  P , il  s’enfuit  que  le  plan  de  l’EIlipfe  ' 
rencontre  les  furfaccs  Coniques  & Cylindriques  dans 
les  mêmes  points , & qu’ainfi  toute  Ellipfc  peut  toujours 
être  regardée  comme  une  Sc&ion  cylindrique. 


* 
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fat.  149; 


* Déf.  1 9- 


_ in  rvlindrecft  moins  compofé  qu’un  cône.. 

Comme  un  Cylmd  allèles  entr’eux  ; au  lieu 

en  ce  que  tous  fcs  co  .ff|nt  tQUS  au  même  point  qui 
que  dans  le  cône  » de  re„ar(jer  dans  ce 

en  eft  te  > me  la  Sedion  d’un  cylindre.  Ce 

Chapitre  , 1 Elliple  co  . tout  k la  fois  ies  propriétés 

qui  lait  quon  PJut  d fe  fervant  enfuite  dans  le 

;r“i  £ 

ÎÏÏef'Elm  la  Parabole  & Hyperbole  avec  une 

extrême  facilité. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème. 

.«o.  Tous  '“.f 

r‘"A^  & r/»« 

riciproqutttimt  toutes  Us 

point,  6 quijont  :"mm‘af‘^"%i„rontPJ,s  J, omet, es. 
y font  coupées  en  deux  cgaUment , , Cf  en  jont 

C le  J* 

oi.  fc  plan  de  fEUipfc  .«.contre  £££,  a 

l’on  mène  les  lignes  5 » P , furface  cylin- 

dt  clair  * 

drique , & que  les  deux  plans  t A a,  un 
Pces*  deux  lignes , & par  les  deux  tangentes^  W 
qui  félon  la  définition  des  diamètres  , doivent  eu cp. 

• lèles  entr’ elles  , feront  parallèles  entr  eux  , & tou"e. 
ronc  la  furface  cylindrique  dans  les  cotés  Aa  üb^ 
d’où  il  fuie  que  ces  deux  p ans  formeront  ^ le  plj 
de  la  bafe  deux  lignes  af,  b g , parallèles  entr  elles , & 
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qui  toucheront  la  bafe  aux  points  a , b , où  les  côtés 
Aa,Bb,  la  rencontrent.  Or  il  cft  démontré  dans  les 
Elémens  de  Géométrie , que  la  ligne  a b qui  joint  les 
points  d’attouchement  de  deux  tangentes  parallèles 
af,  bg,  d’un  cercle,  parte  par  fon  centre  c.  Partant  le 
plan  AabB  palTera  par  l’axe  Ce  du  cylindre;  & la 
ligne  A B , qui  cft  la  rencontre  de  ce  plan  avec  celui  de 
l’Élliple , pall'cra  par  le  point  C où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  l’Ellipfe.  De  plus  à caufe  des  parallèles  A a , 
Bb,  Ce  ; il  cft  évident  que  le  diamètre  AB  de  l’Ellipfe  , 
eft  divifé  en  deux  egalement  au  point  C,-  puifquc  le  dia- 
mètre a b du  cercle  l’eft  au  point  c qui  en  cft  le  centre. 
Cf  qu'il  fallait  démontrer  en  premier  lieu. 

z*.  Si  l’on  mené  par  les  extrémités  A , B , d’une  ligne 
quelconque  A B , qui  parte  par  le  point  C où  le  plan 
de  l’EUipfe  rencontre  l’axe  Ce  du  cylindre  , les  lignes 
Aa,  B b , parallèles  à cet  axe;  il  eft  clair  félon  la  défini- 
tion 17  de  la  furface  cylindrique  , qu’elles  en  feront  des 
côtés,  & que  le  plan  AabB  pafl'era  par  l’axe  Ce  du 
cylindre.  D’où  l’on  voit  que  la  ligne  a b commune  Sec- 
tion de  ce  plan  & de  celui  de  la  bafe  , pafle  par  le  cen- 
tre c de  la  bafe  ; & qu’ainfi , puifqu’elle  y eft  coupée  en 
deux  également , la  ligne  AB  la  fera  aufli  au  point  C. 
De  plus  les  tangentes  af,  b g , qui  partent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  a b étant  parallèles  entr’elles  ; les 
plans  touchans/a^4,  g b B,  feront  parallèles  entr’eux  , 
& formeront  dans  le  plan  de  l’Ellipfe  deux  lignes  paral- 
lèles AF,  B G y qui  la  toucheront  aux  extrémités  A,  B, 
de  la  ligne  AB,  qui  en  fera  par  conféquent  un  diamètre* 
C’efl  ce  qu'il  fallait  démontrer  en  fécond  lieu. 

Corollaire. 

281.  Dh-LA  il  eft  évident  que  par  un  point  donné 
fur  le  plan  d’une  Ellipfe  autre  que  k centre , on  ne  peut  - 
faire  pafler  qu’un  feul  diamètre. 
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PROPOSITION  XIV. 
Théorème. 

o.  14p.  282.  Toute  ordonnée  MPN  à partit  d’autre  à 

un  diamètre  AB,  c/?  coupée  en  deux  également  par  ce 
diamètre  en  un  point  P. 

Et  réciproquement  fi  une  ligne  quelconque  MPN  ter- 
minée par  uneEllipJ'e  & qui  ne  pajfc  point  par  le  centre 
C,  eji  coupée  en  deux  également  en  P , par  un  diamètre 
A B ; elle  fera  ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  diamètre. 

Ayant  mené  par  les  points  A,  B , M,  N,  les  côtes 
A a,  B b , Mm , Nn,  parallèles  à Taxe  Ce  du  cylindre , & 
qui  rencontrent  le  plan  de  la  bafe  aux  points  a,  b , m,n} 
la  ligne  Pp  commune  Section  des  deux  plans  Aab  B , 
MnmN , fera  parallèle  aux  côtés  du  cylindre  , puilque 
tous  les  côtés  font  parallèles  entr’eux.  De  plus  le  plan 
Aab  B paffera  par  l’axe  Ce  du  cylindre,  puifque  le  dia- 
mètre A B pafle  par  le  point  C où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  l’Ellipfe  ; & il  formera  par  confcquent  dans  le 
plan  de  la  bafe  une  ligne  a b qui  paflera  par  le  centre  c , 
c’cft-ù-dirc , un  diamètre.  Cela  pôle  , 

Puifque  par  la  fuppofition  la  ligne  MP  N eft  ordon- 
née de  part  & d’autre  au  diamètre  A B , elle  fera  paral- 
lèle aux  tangentes  AF,  B G , qui  pafTent  par  les  extré- 
mités de  ce  diamètre  ; & par  confcquent  les  plans  tou- 
chans  FA  a , G B b , feront  parallèles  au  plan  Mm  n N. 
Les  lignes  que  ces  trois  plans  forment  dans  le  plan  de 
la  bafe;  fçavoir  les  deux  tangentes  af,  b g,  &.  la  ligne  . 
mn,  feront  donc  parallèles  entr’cllcs  ; & ainfi  la  ligne 
mn  fera  perpendiculaire  au  diamètre  a b , qui  la  divifera 
par  conféquent  en  deux  parties  égales  au  point  p. 
D’où  il 
la  ligne 
au  point 

Maintenant  pour  prouver  la  convcrfe  , on  mènera 

dans 


fuit  à caufe  des  parallèles  Mm , P p , N n , que 
MN  fera  aulfi  divifée  en  deux  parties  égales 
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dans  le  plan  de  l’ Ellipfe  deux  tangentes  AF,  B G *,  paral- 
lèles à M A/-,-  & ayant  tiré  par  leurs  points  d’artouchc- 
jnens  le  diamètre  AB,  il  cil  clair  félon  les  définitions 
1 3 & 1 4 , que  cette  ligne  Ai  N fera  ordonnée  de  part 
& d’autre  à ce  diamètre,  & par  conféquent  (félon  ce 
qu’on  vient  de. démontrer)  coupée  en  deux  également 
en  P par  ce  même  diamètre.  Or  comme  l’on  ne  peut 
mener  par  le  point  P * qu’un  feul  diamètre  , il  s’enfuie 
que  fi  une  ligne  AJ  N terminée  par  une  Ellipfe-,  & qui 
ne  paffe  point  par  le  centre  C , eft  coupée  en  deux 
également  en  P par  un  diamètre  A B , elle  lui  fera 
ordonnée*  de  part  ‘de  d’autre. 

PROPOSITION  XV. 

Théorème. 

2S3.  SfiL  y a dans  une  Ellipfe  deux  diamètres  AB, 
D E ; dont  P un  d’eux  D E foit  parallèle  aux  Tangentes 
A F,  B G , qui  pajfcnt  par  les  extrémités  de  P autre  A B : 
je  dis  réciproquement  que  le  diamètre  A B Jcra  parallèle 
aux  Tangentes  qui  pajjènt  par  les  extrémités  du  dia- 
mètre D E. 

Les  deux  diamètres  u^B , DE,  font  appelles  Conju- 
gués l’un  à l’autre. 

Ayant  mené  par  les  points  A , B , D , E , les  côtés 
A a , B b , D d , Ee , du  cÿlindre,  lefquels  rencontrent  le 
plan  de  la  bafe  aux  points  a,  b,  d,e  ,•  les  plans  Aab  B , 
D deE , pafleront  par  l’axe  Ce  du  cylindre  , puifque  les 
lignes  AB,  DE,  font  des  diamètres  de  l’Ellipfe;  & 
formeront  par  conféquent  dans  le  plan  de  la  bafe , deux 
diamètres  a b , de.  Or  le  plan  touchant  P A a étant  paral- 
lèle au  plan  D deE  , formera  dans  le  plan  de  la  bafe 
une  Tangente  af  parallèle  au  diamètre  de  , lequel  dia- 
mètre fera  par  conféquent  perpendiculaire  fur  le  dia- 
mètre a b.  Si  donc  l’on  mené  par  l’une  des  extrémités  d 
du  dümctre  de  une  Tangente  dh  au  cercle,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  a b , & le  plan  kdD  parallèle  au 
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An.  1S1. 


IG.  I49. 


piLi  a«c  CKlmSTT  s'a,'°n!  * 

genre  DH  & h diamJ'V»  , ‘Pfe  ’ f*>v<»r  I»  Tan- 
’°"  Prouvera  la  même choftU'égâ"] Hf  'nrr’'lle^ 
PaUe  par  l'aurre  extrémité  £ du  dÊmetî  %%%%£ “ 


O R O t 


1 A I R E I. 


. - - * » o i. 

">«ra Co^uVu^ AB*d¥?  *>uc  P » deux  dia. 

P^ns  qui  paLr  paf  ^7  £' *“  flMfi  te  deux 
cylindre  , formeront  dans  le  plan  do  Ij  h^J  3X6  Cf  du 

C°*OI.WlRB 

°n  poin/i quelconque  ^ H*  “*?  ProPofitio"  que  fi  par 
une  ordonnée  AfPJVde  van  j.metre  A.B  » on  mcnc 
lè,e  au  diamètre  DE  oui  lui  cft  ’ eJ®  Pera  Para,_ 

"!■  on  a“™  * uWPxPiV  ou  Ta / DCxCF  & — 
-APxPB.  ACy.cn  ,•  DCxCE  ou  DC  : ; 

APxPB  ••  ZjT7f  ~Tr°U  — — >Ce  ^ui  donne  J'-W. 

33*.  c-jiSi-  '4i,'c  ou  ûi  - 7?c  ou 

conque  ^P  à unTamerro"^ »" 'do"n&  S"''- 
APxPB  fait  des  parties  rit»  au  re£hngle 

quarré  du  diamètre  D E oui  M ^metr.e  » comme  le 
quarré  du  diamètre  AB.  ^ U*  C conJugué , clt  au 

PROPOSITION  XVI. 

. Théorème. 

A M B,  Von  ment  une  Tanielu^MQ  ^ ElliP-fe 

wP-//F’ G’  i‘UX  ÛUtres  Pentes  \EUBCC°ntrew,X 
tr  dles  J‘dis  que  FM.MG--  AF*BGG  ’ paralUles 


Fie. 


1 5°* 
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Ayant  mené  par  les  points  d'attouchemcns  A,  B , M, 
les  côtés  Aa,  B b,  Mm,  du  cylindre,  & Fait  paflerparces 
côtés  & par  les  Tangentes  A F,  B G , F G , les  trois  plans 
FA  a,  GBb  ,FMm  , ou  GMml  il  eft  clair  que  les  com- 
munes Scûions  Ff,  Gg,  des  deux  premiers  plans  avec 
le  troificme , feront  parallèles  tant  entr’elles , qu’avec 
les  côtés  du  cylindre  ; car  les  deux  plans  F Mm,  FAa, 
paffant  par  les  côtés  Mm,  A a , qui  font  parallèles  en- 
tr’eux , leur  commune  Seétion  Ff  fera  parallèle  à ces 
côtés  -,  & par  la  même  raifon  G g cpmmune  Se&ion  des 
deux  plans  GBb  , G Mm,  fera  parallèle  aux  côrés  B b, 
Mm.  De  plus  les  lignes  af,  b g,  que  forment  les  plans 
touchans  parallèles  FA  a ,G  B b , dans  le  plan  de  la  bafe , 
en  feront  des  Tangentes  parallèles  ; les  parti  es  fm , mg,  de 
la  troificme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  bafe  par 
le  troificme  plan  touchant  F Mm,  ou’G  Mm,  feront  éga- 
les (par  la  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes  af,  b g-, 
fçavoir  ,fm  b fa,  & mg\  g b.  Cela  pofé , 

A caufe  des  lignes  Aa , Ff,  Mm,  Gg,Bb y & AF, 
B G } & a f,bg,  qui  font  parallèles  entr’ellcs  , on  aura 
FM.  AI  G::  fm  ou  fa.  mg  ou  g b ::  FA.  G B.  Ccqu  il 
falloit  démontrer. 

Corollaire  I. 

287.  Si  l’on  mené  par  lès  points  d’attouchement^,  B, 
des  deux  Tangentes  parallèles  entr’  elles  AF,BG , un  dia- 
mètre AB  qui  rencontre  en  T la  Tangente  F M G,  & 
qu’on  tire  l’ordonnée  MP  k ce  diamètre  : il  eft  évident 
que  AP.  PB  ::  FM.  MG  ::  AF.  B G::  A T.  BT.  Et 
qu’ainfi  PB — AP.  PB::  B T — A T ou  AB.  BT. 

Corollaire  II. 

288.  Del  a on  tire  la  maniéré  fuivantc  de  mener 
d’urf  point  donné  M fur  une  Ellipfc  la  Tangente  M T, 
un  diamètre  AB  étant  donné  avec  la  pofition  de  fes 
ordonnées. 

Bbij 
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De  l’une  des  extrémités  B du  diametre  A B , foie 
tirée  au  point  donné  M la  droite  B M.  Puis  ayant 
mené  l’ordonnée  M B au  diamètre  A B , Sx  pris  fur  ce 
diametre  du  côté  de *B  la  partie  PH  égale  à PA , 
foie  tirée  H K parallèle  h P Al , rencontrant  la  ligne 
BM  en  K,  par  où  & par  l’autre  extrémité  A foie 
menée  AK.  Soit  enfin  tirée  AIT  parallèle  à AK, 
elle  fera  la  Tangente  qu’on  cherche.  ’ ' 

Car  ù caufe  des  parallèles  MP,  H K,  Sx  AK,  AIT, 
l’on  aura  BP.  PH.  ou  PA::  PM.  Al  K::  BT.  TA. 

Corollaire  III. 

2S9.  S’il  y a dans  une  Ellipfe  deux  Tangentes- 
AIT,  NT,  qui  fe  rencontrent  en  un  point  2’;  je  dis 
que  le  diametre  AB  qui  pâlie  par  le  point  P milieu 
de  la  ligne  AIN  qui  joint  les  deux  points  d’attouche- 
ment , palfera  auflî  par  le  point  T.  Car  P N eft  ordon- 
née au.  diametre  AB  de  môme  que  P Al  ; Sx  par  confé- 

* Arc.  287.  quent  * les  Tangentes  AIT,  NT,  iront  chacune  ren- 

contrer ce  diametre  en  un  point  T , tel  que  PB  — AP- 
P B ::  A B%  B T i c’eft-à-dire  dans  le  meme  point. 

Corollaire  IV. 

290.  S 1 l’on  joint  dans  une  Ellipfe  les  points 
d’attouchemcns  M,  N , de  deux  Tangentes  MF, N L, 
par  une  ligne  droite  MN ; Sx  qu’il  y ait  une  troifieme 
Tangente  FA  L parallèle  è MN  : je  dis  que  les  parties 
FA,  AL  de  cette  dernière  Tangente,  prifes  entre  fon 
point  d’attouchement  A & les  deux  premières  , feront 
égales  entr’elles.  Car  ayant  mené  par  le  point  d’attou- 
chement A le  diametre  AB,  il  ell  clair  que  la  ligne 
Al  N cil  ordonnée  de  part  & d’autre  à ce  diametre",. 
puifqu’clle  eft  parallèle  à la  Tangente  FL  qui  paffe  par 
fon  extrémité  A;  Sx  qu-’ainfi  il  la  coupe  par  le  milieu  en 

* An.  28p.  F 1 & pâlie  + "par  conféquent  par  le  point  de  rencontre 
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T des  deux  Tangentes  MF,  N L ; ou  bien  il  leur  fera 
parallèle,  fi  la  ligne  M N eft  * un  diamètre.  Or  il  eft  * Art.  283, 
vîfible  en  l’un  & l’autre  cas  , que  FL  fera  divifé  en  deux 
parties  égales  au  point  A par  le  diamètre  A B } puisque 
M N l’eft  en  P par  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE  III, 

• • . 

De  la  Parabole  & de  l' Hyperbole  en  particulier, 

PROPOSITION  XVII. 

Théorème, 

191.  Dans  une  Parabole  toute  ordonnée  M P N de  Fis.  ryjv  ‘ 
part  & d'autre  à un  diamètre  AB,  e fl  coupée  en  deux  éga- 
lement par  ce  diamètre  au  point  P : ce  qui  tfl  réciproque. 

Ayant  fait  pafler  par  la  ligne  M N un  plan  Elliptique, 
il  formera  dans  le  plan  touchant  A DE  parallèle  au  plan 
Parabolique  , une  Tangente  ü E parallèle  h M N.  De 
plus  le  plan  S AF  mené  par  le  Sommet  S du  co'ne , 

& par  la  Tangente  AF  qui  pafle  par  l’origine  A du 
diamètre  A B , formera  dans  le  plan  Elliptique  une  Tan- 
gente a fÿ  & la  ligne  D a qui  joint  les  points  d’attouche- 
ment des  deux  Tangentes  DE,af,  pafiera  par  le  point 
Pi  puifque  .le  diamètre  AB  eft  parallèle  au  côté  tou- 
chant S D.  Cela  pofé  , 

Puifque  par  la  fuppoiition  * les  deux  lignes  A F,  MN,  * Def.  14. 
font  parallèles  entr’elles;  il  s’enfuit  que  la  Tangente  aj, 
qui  eft  la  commune  Seiftion  £ deux  plans  qui  palfent  par 
ces  deux  lignes,  fera  parallèle  h M N ; & par  confcquent 
à DE.  D’où  l’on  voit  * que  la  ligne  D a,  qui  joint  les  * Déf.  13. 
points  d’attouchement  des  deuxTangentcs  parallèles  D E , 
af,  eft  un  diamètre  de  l’Ellipfe  ; & qu’ainfi  la  ligne  MN 
qui  eft  parallèle  a ces  Tangentes  & terminée  par  l’Ellipfe, 
fera  * divifée  en  deux  également  au  point  P.  * An.  18^ 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe  , on  mènera  - 


Digitized  by  Google 


• Art.  1 6y. 

* Dcf.  i4- 

* Art.  16I. 

• Art.  177. 
Fis.  151 


* Art.  >87, 
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dans  !c  plan  de  la  Parabole  * une  Tangente  A F paral- 
lèle à la  ligne  M N y & ayant  tiré  par  le  point  d’attou- 
chement A un  diamètre  A B , il  aura  pour  ordonnée 
départ  & d’autre  * la  ligne  Al  N,  qu’il  divifera  par  con- 
féquçnt  en  deux  parties  égales  au  point  P lelon  ce  qu’on 
vient  de  démontrer.  Or  comme  il  n’y  a qu’un  fcul  dia- 
mètre * qui  puiflc  pafTer  par  le  point  de  milieu  P de  la 
ligne  MN , il  s’enfuit,  &c. 

Corollaire. 

*92.  Dk-l  a il  efl  évident  que  fi  l’on  mené  par  deux 
points  quelconques , P , Q,  d’un  diamètre  AB  deux 
ordonnées  de  part  ik  d’autre  Ai  P jV , O QR  ; on  aura 

toujours  * MP  x P N ou  PM.  O Qx  QR  ou  :: 
j4P.  yiQ.  G’eft-à-dirc  que  les  quarrés  de  deux  ordon- 
nées quelconques  P M , Q O , à un  diamètre  A B , feront 
toujours  entr’eux  , comme  les  parties  A P ,A  Q , de  ce 
diamètre  prifes  depuis  fon  origine  A jufqu’à  ces  mêmes 
ordonnées. 

PROPOSITION  XVIII. 
Théorème. 

293.  S 1 pur  un  point  quelconque  M d’une  Parabole , 
l’on  mené  une  ordonnée  M P à tel  de  fes  diamètres  A B 
qu’on  voudra  , 0 une  Tangente  MT  qui  rencontre  en  T 
ce  diamètre  prolongé  au-delà  de  fon  origine  A : je  dis  que 
fes  parties  AP,  A.T,  feront  égales. 

La  même  préparation  éfcnt  faite  que  dans  la  Propo- 
rtion précédente  , foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  S 
du  conc  & par  la  Tangente  Al  T , le  plan  touchant 
ST  Al  qui  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangente 
Ai  H , laquelle  rencontrera  le  diamètre  D a de  PEllipfe 
en  un  point  H par  où  paffera  la  ligne  S T ; & foit  enfin 
tirée  la  droite  T G parallèle  à S A.  Ceci  bien  entendu, 
on  aura  * D H.  Ha  ::  DP.  P a-,  alterna  ndo) 
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DH.'  DP  ::’Ha.  P a.  Mais  à caufc  des  parallèles 
AB , SD , Sx  S A , TG  y il  eft  clair  que  DH.  DP  :: 
SH.  ST::  H a.  G a.  Donc  Ha.  P a ::  Ha.  G a.  Donc 
aurtï  P a — Ga;  Sx  par  conféquent  A P~  AT.  Ce  qu’il 
falloit  démontrer.  . 

PROPOSITION  XIX. 
Théorème. 

194.  D ans  les  Hyperboles  oppofées  tout  diamètre  F 
A B pajfe  par  le  point  d’ interfeelion  C des  deux  afympto~ 
tes f & y ejl  coupé  en  deux  également:  ee  qui  ejlmréciproquc. 

On  nommera  ce  point , Centre. 

Soit  H S h une  des  deux  communes  Seûions  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique  , & des  deux  furfaccs 
Coniques  oppofccs  ; & foit  i’Afymptotc  F G formée  par  la 
rencontre  du  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  touche  ces 
deux  furfaces  en  cette  ligne  H S h.  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  A F,  B G , qui  partent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  AB , Sx.  qui  rencontrent  i’Afymptctc 
F G aux  points  F,  G , deux  plans  Elliptiques  parallèles  ; 
ils  formeront  dans  le  plan  touchant  qui  parte  par  le  côté 
H S h , les  Tangentes  parallèles  FU,  Ghf , Sx  dans  le 
plan  touchant  SA  F les  Tangentes  parallèles  A F,  a f. 

Cela  pofé , les  lignes  parallèles  FH,  Gh,  étant  ren- 
fermées entre  les  deux  autres  parallèles  FG,  H h,  feront 
égales  entr’elles  ; & les  triangles  femblables  S H F,  S h f, 
Sx  S F A , SJ  a , donneront  cette  proportion  , H F.  hf  : : 
S F.  sf  ::  FA\  fa.  Et  partant  H F.  FA  ::  hf. 
f a : : ■*  hG.  G B.  Donc  puifque  H F=kG  , il  s’en-  < 
fuit  que  AF— B G ; Sx  a caufc  des  triangles  femblables 
ACF , B CG , que  A C=  CB:  c’eft-h-dire  que  l’Afymp- 
tote  F G pafle  par  le  point  de  milieu  C du  diamètre 
AB.  On  prouvera  de  môme  que  l’autre  Afymptote 
paflera  encore  par  le  point  de  milieu  C du  diamètre 
A B j d’où  l’on  voit  que  le  diamètre  A B partTe  par  le 


ic.  ijx; 


Art.  1 S 6. 
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point  d’incerfcction  C des.  deux  Afyniptotes  , & y eft 

coupé  en  deux  parties  égales. 

Soit  à préfent  une  ligne  A B qui  partant  par  le  point 
d’iritcrfeéhon  C des  deux  Afymptotes  , rencontre  les 
Hyperboles  oppofées  aux  points  A,  B.  Si  l’on  mené  par 
le  point  A la  Tangente  A F,  & à l’Hyperbole  oppofée 

* .4rt.  167.  une  Tangente  D G * parallèle  à AF  ; il  eft  clair  par 

ce  qu’on  .vient  de  prouver  que  la  ligne  AD  qui  joint 
les  points  d’actouchemcns  de  ces  dcujs  Tangentes  étant 
un  diamètre,  partira  par  le  point  d’in'terfe&ion  C des 
Afymptotes.  Elle  fe  confondra  donc  avec  la  ligne  A B 

* Vyp.  qui  pâlie  aufti  * par  les  deux  mômes  points  A,  C : c’eft- 

à-diie  ’quç  le  point  D tombera  fur  le  point  B.  C’eft 
pourquoi  cette  ligne  A B fera  un  diamètre,  de  partant 
jcôupce  en  deux  parties  égales  au  point  Ç, 

Corollaire.  • 

De-la  on  voit  que  d’un  point  donné  au  de- 
dans d’une  Hyperbole  , on  ne  peut  mener  qu’un  feul 
diamètre  ; puifqu’il  n’y  a qu’une  feule  ligne  qui  puirte 
partir  par  ce  point , & par  le  çentre, 

PROPOSITION  XX, 

. Théorème. 

Fig.  ij}.  296.  Dak  s les  Hyperboles  oppofées  toute  ordonnée 
M P N de  part  & d'autre  à un  diamètre  A B , ejl  coupée 
en  deux  egalement  par  ce  diamètre  au  point  P : ce  qui 
ejl  réciproque. 

Ayant  fait  partir  par  la  ligne  MN  un  plan  Ellipti- 
que , il  formepa  dans  les  deux  plans  touchans  S AF, 
S B G , deux  Tangentes  ttf,bg-,  & la  ligne  a b qui  joint 
les  points  d’attouchemens  de  ces  deux  Tangentes , étant 
la  commune  Scftion  du  plan  Elliptique  & du  pjan  SAB, 
partira  par  le  point  P.  Or  puifquc  par  la  fuppofition 

les 
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les  deux  lignes  AF.  Ad  N , fonc  parallèles  , i!  s’enfuit  que 
la  ligne  af  qui  cil  la  commune  Se&ion  de  deux  plans  , 
qui  partent  par  ces  deux  lignes,  fera  parallèle  à M N. 

Par  la  même  raifon  la  Tangente*  b g commune  Scâion 
du  plan  Elliptique  de  du  plan  touchant  SB  G,  lcfquels  paf- 
fent  par  les  deux  parallèles  Ai  Al , B G , fera  parallèle 
à M N.  Les  deux  Tangentes  af,  bg,  feront  donc  paral- 
lèles cntr’clles  : d’où  il  fuit  que  la  ligne  a b * elt  un  * Def.  1 5. 
diamètre  de  l’Eliipfe  ; & qu’ainfi  la  ligne  Ai  N * *eft  * Art.  1*2. 
divifée  en  deux  parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfc  , on  mènera 
dans  le  plan  des  Hyperboles  * deux  Tangentes  A F,  B G,  * Art.  167. 
parallèles  à la  ligne  Ai  N terminée  par  l’Hypcrboïc  ; & 
ayant  tiré  par  leurs  points  d’attouchemens  le  ‘diamètre 
AB  , il  eft  clair  félon  la  Définition  quatorzième,  que  ce 
diamètre  aura  pour  ordonnée  de  part  & d’autre  la  ligne 
Ai/i  ; & 'qu’ainfi  il  la  coupera  félon  ce  qu’on  vient  de 
démontrer , en  deux  parties  égales  au  point  P.  Or  comme 
il  n’y  a qu’un  feul  diamètre  * qui  puifle  parter  par  ce  * Art.  195. 
point,  il  s’enfuit  que  fi  une  ligne  Ai  N terminée  par  une 
Hyperbole , eft  coupée  en  deux  également  en  P par  un 
diamètre  A B , elle  fera  ordonnée  de  part  & d’autre  à ce 
diamètre. 

C O R O L L A I.  R E. 

• 

297.  De- la  il  eft  évident  que  fi  l’on  mené  deux 
ordonnées  de  part  & d’autre  Ai  P N , O QR , à un  dia- 
mètre AB , on  aura  toujours  * AiPxP  N.  ou  P Ad  . * Art.  275. 
OQxQR  ou  (£Ü\:  APxPB.  AQx  QB.  C’eft-à-dire, 

&c. 

PROPOSITION  XXI. 

Théorème. 

298.  S 1 par  un  point  quclconqueM  d* une  Hyperbole,  Fie.  154. 
Bon  mene  une  Tangente  M FG  qui  rencontre  deux  autres 
Tangentes  parallèles  AF,  B G,  aux  points  F,  G : je  dis 
que  MF.  M G ::  A F.  B G.  Ce 
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Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui  paf- 
fent  par  les  Tangentes  A F,  B G ; ils  formeront  dans  le 
plan  touchant  £ MG  deux  Tangentes  H F,  h G , paral- 
lèles entr’elles;  & le  plan  Elliptique  qui  pafi'e  par  B G, 
formera  dans  le  plan  touchant  SA  F,  une  Tangente  a f 
qui  rencontrera  la  Tangente  A G au  point /,  où  la  ligne  F S 
rencontre  ce  plan  Elliptique.  Cela  pôle  , les  Tangentes 
af,  B G , feront  parallèles  enrr’cllcs  ; puisqu'elles  le  font 

* Art.  i£8.  chacune  k la  Tangente  AF:  & partant  * on  aura  B G. 

Gh  ::-af.  fh  (à  caulè  des  triangles  fcmblables  Shf, 

5 H F,  ôt  Saf,  SA  F,)::  AF.  F H.  Donc  B G.  AF:: 

• Gh.  F H ( k caufe  des  triangles  femblables  MGh,  Mb  H,) 

::  MG.  MF.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  eft  vifible  qu’on  peut  tirer  de  cette  Propofition  les 
mêmes  Corollaires  , que  dans  1'Ellipfe  art.  287 , 288 , 289 

6 290,  c’cft  pourquoi  je  ne  m’amuferai  point  k les  répéter. 

• 

PROPOSITION  XXII. 

• . Théorème. 

Fie.  1 5 j.  299.  Si  une  ligne  droite  F G terminée  par  Us  Afymp- 
totes  d’une  Hyperbole , la  touche  en  un  point  A ; je  dis  que 
cette  ligne  droite  y Jera  coupée  en  deux  parties  égalés. 
Soient  menés  par  le  Sommet  S du  cône , & par  les  deux 

* De/,  is.  Afymptotes  CF,  CG,  deux  plans , lefquels  toucheront  * 

la  furftee  Conique  dans  les  côtés  SM TS N,  où  le  plan 
MS  N parallèle  au  plan  Hyperbolique  la  rencontre. 
Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  palfe  par  la  droite  F G; 
il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan- 
gentes M F,  N G , & dans  le  plan  MSN  une  ligne 
droite  M N ^parallèle  à F G , & qui  joint  les  points 
d’attouchemcns  de  ces  deux  Tangentes.  Cela  pofé,  il  eft 

* Art.  tÿo.  vifible  que  la  ligne  b G * eft  coupée  en  deux  parties 

égales  au  point  A ,•  puifqu’elle  touche  dans  ce  point  • 
l’Ellipfc  , aulli  bien  que  l'Hyperbole. 
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Corollaire  I. 

300.  C o m m e il  ne  peut  y avoir  qu’une  feule  ligne 
F G qui  partant  par  un  point  donné  A au  dedans  d’un 
angle  FC  G,  &.  étant  terminée  par  fes  côtés,  foit  cou- 
pée en  deux  également  par  ce  point  A ; il  s’enfuit  que  fi 
une  ligne  droite  F G terminée  par  les  Afymptotes  d’une 
Hyperbole , la  rencontre  en  un  point  A qui  la  divife,  cette 
droite  F G deux  parties  égales , elle  touchera  l’Hyperbole 
en  ce  point. 

Corollaire  II. 

30t.  Db  -la  on  voit  que  pour  mener  d’un  point  don- 
né A fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  CF,  CG, 
font  données , une  Tangente  FA  G ,•  il  n’y  a qu’à  tirer  la 
ligne  AD  parallèle  à l’une  des  Afymptotes  CG  , Sx.  ter- 
minée par  l’autre  ; & ayant  pris  la  partie  DF  égale  à CD , 
tirer  la  ligne  FA  G : elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car  à 
caufe  des  triangles  femblables  FC  G,  F DA,  la  ligne  FG 
fera  coupée  par  le  milieu  en  A y puifque  * CF  l’eft  en  D.  * Hyp . 

Corollaire  III. 

% 

302.  S 1 l’on  joint  deux  points  quelconques  M,  N,  Fig.  ij<>. 
d’une  Hyperbole  MAN  par  une  ligne' droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  H,  K y les  deux  parties 
MH , N K,  de  cette  droite  renfermées  entre  l’Hyper- 
bole & les  Afymptotes  , feront  égales  entr’elles.  Car 
ayant  mené  par  le  point  F mkieu  de  M N ,.  le  diamètre 
CP  ; & par  le  point  A où  ce  diamètre  rencontre  l’Hy- 
perbole , la  ligne  F G parallèle  à AIN,  & terminée  par 
les  Afymptotes  t il  cft  clair  * que  cette  ligne  F G fera  * Art.  196. 
Tangente  en  Ai  Sx  par  conféquent  * divifée  en  deux  par-  ♦ jrt.  159. 
ties  égales  en  ce  point.  D’où  il  eft  clair,  à caufe  des  trian- 
gles femblables  CA  F , CF  1} , & CAG,  CP  K,  que 
F H = F K j & par  conféquent  MH  = NK. 

Ce  ij 
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Fig,  i 57, 


? Art.  301. 


* Art.  tf  4, 


a°4 


Corollaire  IV. 

303.  S 1 d’un  point  donné  A fur  une  Hyperbole , l’on 
tire  deux  droites  A F,  A G , terminées  par  Tes  Afymp- 
totés  ; & que  d’un  autre  point  quelconque  M de  la 
même  Hyperbole,  ou  de  fon  op^ofée,  on  tire  deux  autres 
droites  M H,  MK,  terminée  aufli  par  fes  Afymptotcs, 
& parallèles  aux  deux  premières  A F,  A G:  je  dis  que 
FA  xAG  — HMx  MK. 

Car  i°.  Lorfque  les  deux  pointsvJ,  M,  tombent  fur  la 
meme  Hyperbole  ; ayant  joint  ces  deux  points  A,  M , par 
une  ligne  droite  qui  rencontre  les  Afymptotcs  en  P ôc  Q , 
les  triangles  femblables  PÂF , P Ai  H , & QMK, 
QAG , donneront  ces  deux  proportions,  AF.  MH  :: 
AP.  MP  * ::  MQ.  AQ  ::  MK.  A G.  ce  qui 
dortne  , en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , 
FAxAG  — HMxMK» 

2°.  Lorfque  les  points  A,  M , tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofecs  ; ayant  mené  par  le  point  donné 
A & par  le  centre  C,  le  diamètre  A B , & tiré  les  droites 
BD,  B E , parallèles  à AF,  AG,  & terminées  par  les 
mêmes  Afymptotcs  ; il  eft  clair  que  les  triangles  CA  F, 
CBD  , 6c  CAG,  CBE,  feront  femblables  & de 
plus  égaux  entr’ eux  , puifque  * CA=CB.  C’eft  pour- 
quoi BD  =AF,  6c  B h =A  G ; & partant  DBxBE 
=FAx  AG.  Or  félon  le  cas  précédent  KMxMH 
= DBxBE.  Donc  aufli  FAxA  G= KMx  MH. 

. • • 
Avertissement. 

• 

Je  laifle  les  autres  propriétés  des  Afymptotes , & des 
Diamètres  conjugués,  parce  quelles  fe  tirent  de  celles-ci 
fur  le  plan  , comme  l’on  a fait  dans  le  troifieme  Livre; 
mon  deflein  n’étant  ici  que  de  faire  voir  de  quelle 
utilité  peut  être  la  confidération  du  Solide  , pour 
démontrer  tout  à la  fois  & fans  aucun  calcul , les  pro- 
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priétés  de  tous  les  Diamètres  , des  Tangentes , & des 
Afymptotcs  ; d’où  dépendent  toutes  les  autres.  C’eft 
ce  que  je  crois  avoir  exécuté  d’une  manière  fort  aifée  , 
& entièrement  nouvelle  ; puifque  je  ne  me  fuis  point 
fervi  de  lignes  coupées  harmoniquement  , comme  ont 
fait  les  Géomètres  Modernes  après  Mrs.  Pajlhal  & 
Dejargucs  y ce  qui  les  a obligés  d’avoir  recours  ù un 
grand  nombre  de  Lemmes  , dont  les  démonllrations 
feules  me  paroiffent  aulli  longues  que  celles  de  tout  ce 
Livre. 


ftOtf 

LIVRE  SEPTIEME. 

a • 

* Des  lieux  Géométriques. 

Définition  T. 

Fig.  158,  POient  deux  droites  inconnues  & indéterminées 
if  9.-  ^AP,  PM,  qui  faflcnc  entr’elles  un  angle  A PM 

donné  ou  pris  à volonté  ; & dont  l’une  A P que  j’appel- 
lerai toujours  x , ait  un  commencement  fixe  au  point 
A , &c  s’étende  indéfiniment  le  long  d’une  ligne  droite 
donnée  de  pofition  ; & l’autre  PM  que  je  nommerai  y, 
en  change  continuellement , &.  foit  toujours  parallèle  à 
elle-même  : c’eft-k-  dire  que  toutes  les  droites  P M doi- 
vent être  parallèles  cntr’ellcs.  Soit  de  plus  une  équation 
qui  ne  renferme  que  ces  deux  inconnues  x & y mêlées 
avec,  des  connues,  & qui  exprime  la  relation  de  chaque 
indéterminée  AP  (x)  à fa  correfpondante  PM  (y). 

• La  ligne  droite  ou  courbe  qui  pafle  par  les  extrémités 
de  toutes  les  valeurs  de  y , c’elt-k-dire , par  tous  les 
points  M , eft  appcllé  en  général  un  Lieu  Géométrique  > 
& en  particulier  le  Lieu  de  cette  équation. 

Fig.  ij 8.  Suppofons,  par  exemple,  que  l’équation  y = ^ doive 

exprimer  toujours  la  relation  de  AP  (x)  k PM  (y) 
qui  font  entr’elles  un  angle  donné  ou  pris  k volonté  APM. 
Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  la  partie  A B=sa , & de  B 
mené  B E = b parallèle  .a  P M &t  du  même  côté  ; la 
droite  indéfinie  AE  fera  nommée  en  général  un  Lieu 
Géométrique , & en  particulier  le  Lieu  de  cette  équation. 
Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  .M  la 
droite  MP  parallèle  k B E , les  triangles  femblables 
A B E , A P M , donneront  toujours  cette  proportion  , 
AB  (a).  BE(b)::  AP  (x).  PM(y)=^.  Et  par- 
tant la  droite  A E cft  le  lieu  de  tous  les  points  M. 
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De  même  fi  yy*=aa  — xx  exprime  la  relation  de  f,'g,  jj9, 
'AP  à P AI , & que  l’angle  AP  M foit  droit  ; la  cir- 
conférence d’un  cercle  qui  a pour  rayon  la  droite  A B 
xs  u prife  fur  la  ligne  AP,  fera.appcllé  en  général  un 
Lieu  Géométrique  , Ce  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa- 
tion. Car  ayant  mené  d’un  de  les  points  quelconques 
AI,  la  perpendiculaire  AI  P (y)  , on  aura  toujours  par  la 

propriété  du  cercle , P M ( yy)  — D P x P B (a  a — xx) 
en  prenant  BD  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D’où  l’on 
voit  que  fa  circonférence  elt  le  lieu  de  tous  les  points  AI. 

Remarqvk. 

304.  Si  après  avoir  fuppofé  que  les  P AI  tendent  Fig.  158, 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  AB , comme  vers  Q,  153. 
on  fuppofé  enfuite  qu’elles  tendent  vers  le  côté  oppofé , 
comme  vers  G ; il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitives  qu’elles  étoient  , de 
qu’ainfi  on  a pour  flfrs  P Al  — — y.  De  même  fi  après 
avoir  fuppofé  que  les  points  P tomoenc  d’un  ccttain 
côté  par  rapport  au  point  A,  comme  du  côte  de  B , on 
fuppofé  enfuite  qu’ils  tombent  du  côté  oppofé , comme 
vers  D ; les  A P deviendront  négatives  de  pofitives 
qu’elles  étoient,  & on  aura  par  conféquent  AP=*  — x. 

Les  pofitives  de  ces  valeurs  s’appellent  aulfi  Valeurs  vraies-, 

& les  négatives,  Valeurs  faujfes.  Or  un  lieu  Géomé- 
trique doit  pafTer  par  les  extrémités  de  toutes  les  valeurs 
tant  vraies  que  faulfcs  de  l’inconnue  y,  qui  répondent  aux 
valeurs  tant  vraies  que  faulles  de  l’autre  inconnue  x.  Si 
donc  l’on  mene  la  droite  (£AG  parallèle  à P AI  , un 
lieu  Géométrique  pourra  fe  trouver  dans  les  quatre  angles 
BAQ,  BAG,  GAD,  DAQ,  comme  dans  le 
fécond  exemple  ( fig.  159.),  ou  feulement  dans  quelques- 
uns  de  ces  angles  comme  dans  le  premier  (fi g.  158.). 

Car  fuppofé  dans  le  fécond  exemple,  qu’on'faiie  d’abord 
AP=x,  & P AI— y , en  prenant  le  point  AI  fur  le 
quart  Q B de  la  circonférence  , fi  enfuite  le  point  M 
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eft  pris  fur  le  quart  GB,  on  aura  AP=x , & PM=s — y ; 
s’il  eft  pris  fur  D G , on  aura  AP  = — x,6c  PM  = — y; 
6c  enfin  s’il  eft  pris  fur  DQ  , on  aura  AP= — x , ôc 
PM=y  ; 6c  il  viendra  toujours  dans  tous  ces  cas  par  la 
propriété  du  cercle,  la  môme  écjuarion  yy=aa — xx  ; parce 
que  les  quarrés  de  +y  6c  de  + x font  les  mêmes  dans  tous 
ces  cas,  (Ravoir  y y ex.  xx.  De  même  dans  Je  premier  exem- 
ple, fi  en  prenant  d’abord  le  point  M du  côté  de  E fur  AE> 
dans  l’angle  QAP,  on  fait  AP=x,  6c  PM=y  ; ce 
point  M pris  enfuite  fur  EA  prolongée  du  côté  de  A 
dans  l’angle  GAD , donnera  AP—- — x,6c  PM— —y; 
6c  à caufê  des  triangles  fcmblables  A B E , AP  M , on 
formera  cette  proportion  AB  {a).  BE  ( b ) : : AP  ( — *), 

PM  ( — y)  = — hdL  j & partant  y = ~ , qui  cil  la  même 

équation  que  l’on  trouve  en  fuppofant  que  le  point  M 
tombe  dans  l’angle  BAQ. 

Avertisse  n t. 

Lorfqu’il  s’agira  dans  la  fuite  de  conftruirc  le  lieu  d’une 
équation  donnée  , on  fuppofera  toujours  que  A P (x)  & 
P M (y)  foient  pofitives  , c’eft-à-dire  que  tous  les 
points  M tombent  dans  le  même  angle  B A Q.  Et  on 
prendra  pour  le  lieu  de  l’équation  donnée  la  portion  du 
lieu  qui  fera  renfermée  dans  cet  angle. 

• < 

D^fiwition  II. 

Les  anciens  Géomètres  ont  appellé  Lieux  plans , ceux 
qui  font  des  lignes  droites , ou  des  cercles  ; bolides , ceux 
qui  font  des  Paraboles  , des  Ellipfcs , ou  des  Hyper- 
boles. Mais  les  Modêtnes  diftribuent  les  lieux  Géomé- 
triques en  différens  degrés  : ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x 6c  y n’ont  qu’une 
dimenfion  dahs  leurs  équations  ; fous  le  fécond,  tous  ceux 
où  elles  n’en  ont  que  deux  ; fous  le  rroifieme  , tous  ceux 
où  elles  n’en  ont  que  trois  ; 6c  ainfi  de  fuite.  Où  l’on 
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doit  obferver  que  les  inconnues  x & y ne  fe  doivent 
point  multiplier  l’une  l’autre  dans  le  premier  degré; 
qu  clics  ne  doivent  faire  au  plus  erifcmble  qu’un  pro- 
duit de  deux  dimenfions  xy  dans  le  fécond  , un  de  trois 
xxy  ou  xyy  dans  le  troifieme , &c. 

finition  III. 

Lt»  termes  de  l’équation  d’un  lieu  , font  regardes 
comme  différons  entr’eux  lorfque  l’une  ou  l’autre  des 
inconnues  x & y , ou  toutes  les  deux  jointes  enfemble 
s y trouvent  avec  differentes  dimenfions.  Ainfi  dans  le 

premier  degré  fi  l’on  propofe  l’équation  y — ^--4-c=o, 
les  termes  y,  — y-,  c,  feront  différens  ; &-dc  même 
dans  le  fécond , fi  l’on  propofoit  y y -+-  — — 2cy — 
-hgx  + kx — hh-\r  ll=o,  les  termes  y y , — 2cy, 

— gx-\-hx, — hh-b-ll,  feroient  chacun  différens. 

Avertissement. 

Je  n’expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  pre- 
mier & du  fécond  degré  ; ce  que  j’en  dirai  donnera 
beaucoup  d’ouverture  pour  conliruire  des  lieux  plus 
compofés  dans  les  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  ren- 
contrer : on  en  trouvera  même  quelques  exemples  dans 
la  fuite.  Mon  deffein  eft  donc  de  donner  dans  ce  Livre 
une  méthode  générale  pour  conftruire  les  lieux  du  pre- 
mier & du  fécond  degré , leurs  équations  étant  données  ; 

& de  faire  voir  que  le  premier  ne  renferme  que  la 
ligne  droite  ; & que  le  fécond  ne  renferme  de  même  que 
la  Parabole , l’Ellipfe  & le  Cercle , l’Hyperbole  & les 
Hyperboles  oppofées,  • 


O 
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Livre 


Septième. 


D B M A N D E. 

30^.  On  demande  qu'on  puiffe  réduire  fous  une 
fradlion  fimple  & abrégée , toute  quantité  littérale  don- 
née , fi  compofée  quelle  puiffe  être. 

On  demande  par  exemple,  i°.  Qu’on  puiffe  prendre 

une  fraétion  fïmple  — H—  ^ , où  les  lettres  a,cr 

f,  g,  marquent  des  lignes  données.  z°.  Qu  on  punie 
trouver  une  feule  ligne  droite  ^cs  l*gneÿ 

droites  a,  b ,cyerf,gT  font  données.  30.  Qu’on  puiffe 
trouver  un  quarré  tt—ss — — ou  'es  ' SnC5, 
a , b ,c  ,e , f , b , s , font  données  -y  de  forte  qu’on  air 

fon  côté  t^Vss— On  enfeignera  au  conw 
mencemcnt  du  huitième  Livre  comment  cela  fe  fuie. 

proposition  l. 


Problème, 

joC,  Construire  tout  lieu  du  premier  degré , fon 
équation  étant  donnée , 

Lorfquc  les  inconnues  x & y n’ont  qu’une  dimenfion 
dans  l’équation  propofée  , & que  leur  produit  xy  ne  s y 
rencontre  point  j le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
une  ligne  droite  , & on  la  réduira  à l’une  des  quatre 
formules  fuivantes. 

bx  bx  bx  O . bx 

i0-jÆ=7»2°-J==7-HC>3a-y=^— c>4  -y=*— 7» 

dans  lefquclles  on  fuppofe  que  l’inconnue  y foit  délivrée 
de  fraélions  , & que  la  fraûion  qui  multiplie  l’autre 

*Jrt.  jo  j.  inconnue  x foit  réduite  * fous  cette  expreflîon  -j  , & tous 

les  termes  connus  fous  cette  autre  c. 

Les  mêmes  chofcs  étant  pofées  que  dans  la  défini- 
tion première , on  conftruira  les  fieux  des  trois  dernier  es 
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formules  de  la  maniéré  qui  fuit;  car  pour  le  lieu  de  la 
première,  on  Ta  déjà  conftruit  dans  cette  définition. 

Pour  conftruire  le  lieu  de  la  fécondé  formule  Fig.  rî.». 

tx 

y=  — -+-c,  on  prendra  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB=a-} 

& ayant  mené  les  droites  BE=b,  A Z?=c,paralIèIeskPAJ 
& du  même  côté,  on  tirera  la  ligne  AE  indéfinie  du  côté 
de  E,  Sx  la  droite  indéfinie  DM  parallèle  à AE.  Je  dis  que 
cette  ligne  DM  renfermée  dans  l’angle  B A Ç)  fait  par  la 
ligne  A P Sx.  par  la  droite  A Q menée  parallèlement  k 
P M Sx  du  meme  côté  , fera  le  lieu  de  cette  équation 
ou  formule.  Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quel- 
conques M la  ligne  MP  parallèle  h.  A Q Sx  qui  ren- 
contre AE  en  F ; les  triangles  femblables  ABE , AP  F , 

donneront  A B (a) . B E (b)  ::  AP  (x).  P F = 7 • Et 
partant  P M (y)=P  F ^7^  -+-  FM  (c). 

Le  lieu  de  la  troifieme  formule  J=  7 — c fe  conftruit  Fi«.  itfi. 

en  cette  forte.  Ayant  pris  AB  = a , Sx  mené  les  droites 
BE=b,  AD=c,  parallèles  à PM  ; fçavoir  BE  du  même 
côté  que  A Q,  Sx  A D du  côté  oppofé  ; on  tirera  par  les 
points  A,  E,  la  droite  AE  indéfinie  du  côté  de  E,  & par  le 
point  D la  ligne  D M parallèle  k AE  , Sx  qui  rencontre 
AP  en  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  GM  renfer- 
mée dans  l’angle  PA  Ç)  , fera  le  lieu  qu’on  cherche.  Car 

on  aura  toujours  PM  (y)  = P F ^7)  — FM (c). 

Enfin  pour  avoir  le  lieu  de  la  quatrième  formule  pIG<  I(jti 
y=c — 7-.  Ayant  pris  fur  AP  la  partie  AB=a,  Sx  mené 
les  droites  BE=b , AD=c , parallèles  k PM  ; fçavoir,  BE 
du  côté  oppofé,  6c  AD  du  même  côté  que  AQ;  on  tirera 
par  les  points  A , E , la  ligne  A E indéfinie  du  côté  de  E , 

Sx  par  le  point  D la  ligne  D M parallèle  h.  A E , & qui 
rencontre  en  G la  ligne  A P.  Je  dis  que  la  droite  D G 
renfermée  dans  l’angle  PA  Q , fera  le  lieu  cherché.  Car 
ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M la  ligna 

Ddij 
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MP  parallèle  k A.Q,  & qui  rencontre  AE  en  F,  oir 

aura  toujours  PM(y)*=FM(c)  — PF  (y). 

Si  l'inconnue  x n’cft  multipliée  par  aucune  fraétion  , les 
quatre  formules  précédentes  le  changeront  en  celles  ci. 

i°.  y—x,  in.  y=x-+-c , y:  y=x — c,  y.  y =c — xT, . 
Icfquellcs  fc  conftruifent  de  la  même  maniéré  , en  obfcr*- 
vant  de  prendre  la  droite  B E égale  à A B que  l’om 
prend  de  telle  grandeur  qu’on  veut.. 

Re  M A R q B F. 

307.  Il  peut  arriver  que  l’équation  foi t un  lieu  k - 
la  ligne  droite  , quoiqu’elle  ne  renferme  qu’une  des  in- 
connues x ou  y f ce  qui  donne,  encore  ces  deux  nou- 
velles-formules,  y=c , &c  x=c. 

Fig.  163.  Pour  conftruire  la  première  formule y—c.  Les  mêmes 
chcfes  étant  toujours  pofees  que  dans  la  définition  pre- 
mière , on  mènera  parle  poinr  fixe  A , la  droite  A D = c 
parallèle  a PM-  &,  du  même  côté,  on  tirera  enfuite  la; 
droite  indéfinie  DM.  parallèle  k AP  : je  dis  que  cette  ligne 
DM  fera  le  lieu  de  l’équation  propofée.  Car  ayant  mené 
d’un  de  fes  points  quelconques  M la  droite  Af P parallèle  k 
AD , il  cft clair  qu’on  aura  toujours  PM ( y).  =AD (c). 

Fig.  164.  Pour  conftruire  la  fécondé  formule  x=c.  Ayant  pris- 
AP  — c , on  tirera  la  droite  indéfinie  PM  qui  falfe 
avec  AP  l’angle  A P M donné  ou  pris  k volonté:  je 
dis  qu’elle  fera  le  lieu  de  tous  les  points  M.  Car  ayant 
mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , la  droite  M Q 
parallèle  k AP , & qui  rencontre  au  point  Q l’indéfinie 
A parallèle  k P il  eft  clair  qu’on  aura  toujours- 
M Q ou  A P (x)  =c  , de  quelque  grandeur  que  l’on, 
puifle  prendre  P M (y). 

V 

AvER-riSSE  M"  E NT. 

Je  crois  qu’il  cft  k propos,  pour  éclairer l’efprit  des 
Lecteurs  , de  leur  donner  une  idée  de  la.méthode  dont 


Digitized  by  Google 


D'fis  LIEUX  GeOMBTRIÇITïî,  3rlf 
je  vais  me  fervir  pour  la  conftru&ion  des  lieux  du 
fécond  degré.  Elle  confifle  à conlïruire  d’abord  une 
Parabole  enfortc  que  l’équarion  qui  en  exprime  la  narure 
foie  la  plus  compofée  qu’il  fe  puilTe  , de  faire  enfuice 
la  même  chofe  dans  l’Ellipfe  , & dans  l’Hyperbole  rap- 
portée à fes  diamètres  & confidérée  entre  les  afymptotcs  ; 
ce  qui  fournit  des  équations  ou  formules  générale». 

J’examine  ce  qu’elles  ont  chacune  de  particulier,  afin 
qu’une  équation  étant  propofée , je  puilTe  connoîrre  à 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  être  rapportée  ; & 
comparant  enfuite  tous  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule , j’en  rire  la  conftru&ion  du  lieu  de  cette  équation*,* 
en  obfervant  certaines  remarques  qui  fervent  pour  toutes 
Us  formules.  Tout  ceci  s’éclaircira  parfaitement  dans  les- 
Lemmes  & Propofitions  qui  fuivent, 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Four  la  conflruclion  des  lieux  à la  Parabole, 

308-  S 01  EN  t comme  dans  la  première  définition  Fig.  itfj  J. 
deux  lignes  droites  inconnues  & indéterminées  A P (x  ),  »<><>. 

PM  (y);  & foient  de  plus  des  lignes  droites  données 
m,  n,  p ,r , s.  Cela  pofé  , 

1 On  prendra  fur  la  ligne  AP  , la  partie  AB=: m ,•  pIGi 
ayant  mené  les  droites  B E==n , AD  = r ^ parallèles  à 
PM  & du  même  côté  , on  tirera  par  le  point  A la 
droitc^F  que  j’appelle  c,&  par  le  point  Z)- la  droite  indé- 
finie DG  parallèle  a A F;  fur  laquelle  DG  ayant  pris  la 
partie  DC  = s du  côté  de  PM,  on  décrira  * dû  dia-  * An,  itfr*- 
metre  CG  qui  ait  pour  paramétré  CA  =*py  & pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  & PM , une  Parabole 
CM  qui  s’étende  du  même  côté  que  AP.  Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l’angle  PA  D , fait  pâr  la 
ligne  A P , & par  une  ligne  A L)  menée  par  le  point  fixe 
A parallèlement  à PM  & dü  même  côté  , eft  Je'lieu< 
de  l’équation- ou  formule  fuivantCr-  >•*  - . V *.  - ‘ : 
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y y — - xy+  — xx— z ry-f- l-^x-f-rr==o. 

— x -+-  p s. 

Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  M de 
cette  portion  de  Parabole,  la  ligne  MP  qui  fafle  avec  AP 
l’angle  donné  ou  pris  à volonté  APM,ôt  qui  rencontre  les 
parallèles  AE,  DG,  aux  points  F,  G ; les  triangles  fembla* 
blés  ABE , AP  F , donneront  ces  deux  proportions,  AB 

(m).  AE  (d)  : : AP  (x).  AF  ou  DG— 'A.  Et  AB  (m), 

B E (n)  ::  AP{x).  PF*=nA.  Et  par  conféqucnt  GM 

ou  PM — PF — FG=y — — r , & CG  ou  DG—DC 

* Art.  19»  = — — s.  Or  la  Parabole  donne  * GM=CGxCH, 

J m w 

laquelle  équation  fe  change  en  la  précédente  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques.  Donc,  &c. 

Fig.  166.  z®.  On  mènera  par  le  point  fixe  A , une  ligne  droite 

indéfinie  A Q parallèle  à PM  & du  même  côté  ; & 
ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  AB=m  , on  tirera 
B E = n parallèle  à A P & du  même  côté  que  P M , & 
par  les  points  déterminés  A , E , la  ligne  A E que  j’ap- 
pelle d ; & ayant  pris  fur  AP  la  partie  A D = r du 
même  côté  que  P M , on  tirera  la  droite  indéfinie  D G 
parallèle  k A E , fur  laquelle  on  prendra  la  partie  D C=s 

* Art.  itfj.  aufli  du  même  côté  de  PM.  On  décrira  enfuite  + du 

diamètre  CG  qui  ait  pour  paramétré  CH=p , & pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  à AP  , une  Parabole 
CM  qui  s’étende  du  même  côté  que  A Q.  Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l’angle  B AP,  fera  le  lieu 
de  cette  fécondé  équation  ou  formule. 

^yy-zr*-+-t£:y-+-rr=o. 

; —‘~y+ps. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , 
la  ligne  M Q parallèle  à A P , 6c  qui  rencontre  les  paral- 


Digitized  by  Google 


Des  tiEvj  Geometriqdïs.  aiç 
Icles  A E , DG,  aux  points  F,  G;  les  triangles  fem- 
blables  A B E , A QF , donneront  ces  deux  proportions. 

A E (e)  : ; AQ  ou  PM(y).AF  ou  DG 
= £•  Et AB(,n).BE{n)::AQ{y).  QF=^.  Et 

T7Î 

par  conféqucnt  G JW  ou  QJW — QF—FG=x n-l r 

& CG  ou  D G D C=  f-  — s.  Or  la  Parabole  donne 

G Ai  = C G x C H , laquelle  équation  fc  change  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs 
analytiques.  Donc,  &c. 

v , 

Corollaire. 

309.  Il  cft  clair  i°.  Que  dans  la  première  de  ces 
équations  ou  formules  , le  quarré  yy  fe  trouve  fans 
fra&ion  , & que  dans  la  fécondé  c’eft  le  quarré  x x. 
îu.  Que  dans  ces  deux  formules  les  deux  quarrés  y y 
& xx  s’y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes  , enforte  que 

le  quarré  ££  de  la  moitié  de  la  fraûion  ~ qui  multi- 
plie le  plan  xy,  multiplie  l’un  des  quarrés  xx  ou  y y f 
d’où  il  fuit  que  fi  le  plan  xy  ne  fe  rcncontroit  point 
dans  l’une  ou  l’autre  de  ces  deux  formules , le  quarré 

ou  ne  s’y  rencontrerait  point  non  plus  , puif* 
qu’alors  la  fraélion  donnée  ferait  nulle. 

PROPOSITION  II. 
Problème. 

310.  Construire  le  lieu  d'une  équation  donnée, 
dans  laquelle  le  plan  xy  ne  fe  rencontrant  point , il  n’y  a 
qu'un  des  deux  quarrés  x x & y y j ou  bien  le  plan  x y s*y 
rencontrant , les  deux  quarrés  xx  & yy  s’y  rencontrent 
aujjî  avec  les  menus  fignes  f enforte  que  le  quarré 
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de  la  moitié  de  la  fraclion  qui  multiplie  xy , foit  -égal  b 
.celle  qui  multiplie  le  quarte  de  l’une  des  inconnues.  On 
Juppo/'c  toujours  qu’il  y ait  un  des  quarrés  xx  ou  y y 
.qui  J'oit  délivré  de  f 'radions . 

Ori  comparera  chaque  terme  de  l’équation  donnée , 
Avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  précédent,  îi  le  qunrré  y y s’y  rencontre  fans 
fraction  ; ou  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  fécondé 
fbtmuJe  , lorfque  c’clt  le  quarré  xx.  On  tirera  enfuite 
de  la  comparaison  de  ces  termes , des  valeurs  des  quan- 
tités m,n,  p,  r , s,  par  le  moyen  dcfquclles  on  décrira 
comme  l’on  a enfeigné  dans  le  Lemme  ( en  fe  fervant 
des  deux  Remarques  Suivantes^)  une  Parabole  qui  fera 
le  lieu  cherché. 

Remarque  ï.- 

3 ii.  i°.  On  prendra  pour  A B {mi)  telle  grandeur 
pofitive  que  l’on  voudra.  i°.  Les  lignes  AB  (m),  BE 
(n)  étant  données  , la  ligne  AE  ( e ) l’eft  aufli  puifque 
l’angle  ABE  eft  donné,  y.  Lorfque  n = o , la  ligne 
A E tombe  fur  A B , c’eft-à-dire  , fur  A P dans  la  conf- 
truélion  de  la  première  formule,  & fur  A Q dans  celle  de 
la  fécondé  ; alors  on  aura  AB  {m)r=AE  ( e ) , puifque  les 
points  B,  E,  fe  confondront  alors  enfemble.  40.  Lorfque 
la  valeur  de  l’une  des  quantités  n,r,  s,  eft  négative , il  faut 
prendre  ou  mener  la  ligne  qu’elle  exprime  du  côté 
oppofé  à celui  de  P M ; au  lieu  qu’il  la  faut  mener  du 
même  côté , comme  l’on  a fait  dans  le  Lemme , lorfi- 
.qu’elle  eft  pofitive. 

Remarque  II. 

31a.  S’il,  arrive  que  la  valeur  du  paramètre  CH 
(p)  foit  négative  , il  faudra  que  la  Parabole  s’étende 
du  côté  oppofé  à celui  du  Lemme  : c’eft-à-dire , du  côté 
oppofé  à celui  vers  lequel  s’étend  l’indéterminée  A P 
.dans  la  conftru&ion  de  la  première  formule , & l’indé- 
terminée 
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terminée.^  Q dans  celle  de  la  fécondé.  Tout  ceci  s’éclair- 
cira parfaitement  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple  I. 


313.  Soit  y y — 2 a y — bx  -+-  cc  — 0 l'équation 
donnée,  dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  yy  fe  trouve  ici  fans  fra<ftion,je  choifts 
la  première  formule  * du  Lemme  , de  laquelle  comparant  * 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  propofee , lm 

j’ai  i°.  ^ =0,  parce  que  le  plan  xy  ne  fe  rencontrant  point 

dans  la  propofee,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplié  par  zéro;  d’où  je  tire  n=o , & par  conféquent  * * Art.  jn, 
jtv=c  : c’eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  où  — fe  rencontre , & mettant  au  lieu  de  e fa 


valeur  m , je  trouve  yy — iry — p x r r-+- p s = 0. 
aw.  La  comparaifon  des  termes  correfpondans  — 2 r j & 
■ — 2 a y donne  r—a.  30.  Celle  de — px  & — bx  fournit 
p = b.  40.  Celle  des  termes  où  les  inconnues  x & y ne 
fe  trouvent  point,  donne  enfin  rr  -h  p s=cc  , d’où  en 

mettant  pour  r & p leurs  valeurs  a & b,  je  tire  s s=  — * 

qui  eft  une  valeur  négative  lorfque  a furpaffe  c,  comme 
on  le  fuppofe  ici.  Je  n’ai  point  comparé  les  premiers 
termes  y y & yy  entr’eux  ; parce  qu’étant  précifément 
les  mêmes,  cela  ne  feroit  rien  connoître.  Or  les  valeurs 
de  n,r,p,s,  étant  ainfi  déterminées,  je  conftruis  le 
Jieu  en  me  fervant  de  la  conftru&ion  * de  la  formule  , & 
obfervant  ce  qu’il  y a dans  la  première  * Remarque  en 
cette  forte. 

Puifque  B E ( n ) = 0 , les  points  B , E , fe  confondent , 
& la  ligne  A E tombe  * fur  A P ; c’eft  pourquoi  je 
mené  d’abord  par  le  point  fixey4  la  ligne  AD  ( r)  = a 
parallèle  à PM. , & du  même  côté  , parce  que  fa  valeur 
eft  pofitive.  Je  tire  enfuitc  D C parallèle  à AP , fur  la- 
quelle je  prends  D Cs=!~= — s du  côté  oppofé  à 

Ec 


* Arc.  5 0Î. 
n.  11. 

* An.  jji. 


* An.  j r 1. 
Fig.  1C7. 
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P M;  parce  que  s—  , qui  eft  une  valeur  négative. 

* Art.  161.  Je  décris  enfin  * du  diamètre  CG  (qui  aie  pour  paramétré 
la  ligne  C H (p)  = b , Sx  pour  ordonnées  des  droites 
parallèles  à PM)  une  Parabole  ; & je  dis  que  fes  deux 
portions  O M M , R M S , renfermées  dans  l’angle  PAO 
fait  par  A P Sx.  par  la  ligne  A O menée  parallèlement 
à P M Sx  du  même  côté  , fera  le  lieu  de  l’équatron 
donnée. 

Car  menant  d’un  de  leurs  points  quelconques  M , la 
ligne  MP  qui  fa  fie  avec  A P l’angle  donné  ou  pris  à 
volonté  APM,  & qui  rencontre  DG  au  point  G;  on 
aura  GM— y — a , ou  GM=a — y , félon  que  le  pointé 
tombera  au-deflusou  au-defl'ous  du  diamètre  CG  ; & CGou 

• Art.  ip.  ÛG+  CD=x -h  — 1 ; & partant  * par  la  propriété 

de  la  Parabole,  GM  (yy — îay -+-aa)  — CGxCH 
( bx-+-aa  — cc)  , c’eft-k-dire  yy  — lay  — bx  ce—  o , 

qui  eft  l’équation  donnée.  Donc , &c. 

Remarque. 

314.  Si  l’on  prolonge  A O de  l’autre  côté  de  A vers 
X , il  faut  remarquer  , 

i°.  Que  la  portion  indéfinie  SM  de  la  Parabole,  renfer- 
mée dans  l’angle  SAX,  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs 
faufles  Sx  de  l’inconnue  y,  qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  l’autre  inconnue  x dans  l’équation  donnée.  En  effet, 
fi  l’on  prend  AP  plus  grande  que  AS , Sx  qu’on  mene 
P M parallèle  h A X , Sx  du  meme  côté , laquelle  rencon- 

* Art.  504.  tre  la  portion  SM  en  M ; l’on  aura  * P M=  — y , & 

partant  la  droite  GM  ou  GP-+-  P M—a — y , Sx  on 
retrouvera  par  la  propriété  de  b Parabole  comme  ci-deflus 
l’équation  donnée. 

10.  Que  la  portion  R CO  de  cette  Parabole , qui  tombe 
dans  l’angle  TA  O oppofé  au  fommet  k l’angle  SAX , 
fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l’inconnue  y 
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dans  l’équarion  donnée  , qui  répondent  aux  valeurs  fauf- 
fe s de  l’autre  inconnue  x ; car  faifant  * AP  — — x , on  * Art.  304.' 
retrouvera  encore  l’cquation  donnée. 

30.  Que  s’il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  l’angle  TA  X oppofé  au  fommet  à l’angle  PAO , 
elle  ferait  le  lieu  des  valeurs  faulfes  de  l’inconnue  y , qui 
répondraient  aux  valeurs  faulfes  de  l’autre  inconnue  x. 

De  forte  que  cette  Parabole  elt  le  lieu  complet  de  toutes 
les  valeurs  tant  vraies  que  faulfes  de  l’inconnue  y,  qui 
répondent  à toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  faulfes  de 
l’autre  inconnue  x , dans  l’équation  donnée  y y — 2 a y 
— b x cc  = o. 

D’où  l’on  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y a deux  va- 
leurs vraies  P AI,  PM,  de  l’inconnue  y , qui  répondent 
à la  même  valeur  vraie  A P de  l’autre  inconnue  x , 
lorfque  cette  ligne  A P elt  moindre  que  AS;  qu’il  y a 
une  valeur  vraie  P M , & une  faulfe  • — PM  , lorfque 
AP  furpalTc  AS  ; qu’il  n’y  a qu’une  valeur  vraie  SV 
de  y , l’autre  étant  nulle  ou  zéro,  lorfque  A P=AS ; 
qu’il  y a deux  valeurs  vraies  PM,  P M,  de  l’inconnue  y, 
qui  répondent  à la  même  valeur  faulfe  — A P de  l’in- 
connue x , lorfque  AP  cft  moindre  que  AT  ; que  ces 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  à la  Tangente 
2' C,  lorfque  A P=  A T y & qu’enfin  li  l’on  prenoit 
AP  ( — x)  plus  grande  que  A T,  comme  l’appliquée 
P M ne  rencontrerait  alors  la  Parabole  en  aucun  point , 
il  s’enfuivroit  qu’il  n’y  aurait  aucune  valeur  vraie  ou 
faulTe  de  l’inconnue  y , qui  pût  répondre  à cette  valeur 
faulTc  — AP  de  l’autre  inconnue  x : c’eft-à-dire  que 
les  valeurs  de  l’inconnue  y deviendraient  en  ce  cas 
imaginaires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  maniéré  dans 
tous  les  autres  Exemples  qui  fuivent , tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres  Scâions  Coniques  : de  forte 
que  la  Se&ion Conique  qu’on  trouvera,  fera  non- feule- 
ment le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l’inconnue  y 
par  rapport  aux  valeurs  vraies  de  l’autre  inconnue  x ,■ 

Ee  ij 
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mais  auffi  celui  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que 
faufles  de  l’inconnue  y par  rapport  aux  valeurs  tant 
vraies  que  faufles.  de  l’autre  inconnue  x. 

Exemple  II. 

31$.  S0IT  l’équation  donnée  yy-t-  y x J-+-—  xx 

-1-2 cy — bx  -f-cc=o,  dont  il  faille  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  y y eft  ici  fans  fraction  , je  choifis 
de  même  que  dans  l’Exemple  précédent , la  première 

* Art.  jc8.  formule  * du  Lemme  ; ôc  }’ai  par  la  comparaifon  de  fes 

"•  *•  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propofée, 

? Arc.  1 1 u i°.  — — — — : d’où  en  faifant  * m.=a,  je  tire  n = b 

2°.  — = — ; d’où  il  vient,  comme  ci-deflùs  , n= b 

30.  r= — c.  40.  — — b ÿ & partant  />=— 

en  mettant  pour  m,n,r,  leurs  valeurs  a, — b , c. 

50.  rr-\-ps—ccy  ce  qui  donne  s—o  , en  mettant  pour 
r r fa  valeur  cc.  Or  ces  valeurs  de  m , n , r , p , s , étant 
ainfi  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  de  cette  équatioa 

* Art.  308.  en  me  fervant  de  la  conftru&ion  * de  la  première  formule 

n-  i*  en  cette  forte 

Fig.  ics.  Ayant  pris  fur  la  ligne  AP'h  partie  A B (ni)  = a , je 
mène  les  droites  B E = />= — n,  A U — c= — r pa_ 
rallèles  à PM,.  ôc  du  côté  oppofé  , parce  que  n== — b 
ôc  r—  — c qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire  enfuite 
par  les  points  déterminés  A , E , la  ligne  A E (e)  qui  eft 
donnée,  6c  par  le  point  D la  ligne  L>  G parallèle  à AE. 
Cela  fait , comme  L)  C {s)  eft  nulle  ou  2éro,  lé  point  C 

* An.  t4i.  tombe  fur  D ,•  c’ett  pourquoi  je  décris  * du  diamètre 

.DG  (qui  ait  pour  paramétré  DH  Çp)  = — & pour 

ordonnées  des  droites  parallèles  à P M)  une  Parabole  • 
ôc  je  dis  que  fa  portion  (JM  renfermée  dans  l’angle 
PA  H , où  l’on  fuppofe  que  doivent  tomber  tous  les 
points  M.,  fera  le  lieu  de  l’équation  donnée. 
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Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M r 
la  ligne  MP  qui  fafle  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris 
à volonté  APM,  & qui  rencontre  les  parallèles  A E , 

D G , aux  points  F,  G;  les  triangles  femblables  A B E , 0. 

AP  F } donneront  ces  deux  proportions,  AB  (a). 

AE(e)  ::AP  (x).  AF  ou  DG=~.  Et  AB  (a). 

BE  (b)  ::  AP  (x).  PF=i-E.  Et  par  conféquent  GM 
ou  P Af-f-  P F •+■  FG=y  -h  Or  par  la  propriété*  * 4rt. 

de  la  Parabole , G M = G D x D FI , c’cft-a-dire , en 
mettant  les  valeurs  analytiques  , y y -+-  ^ xy~^~~xx 
■+  2 cy  — bx-\-cc=o.  Donc}&c. 

Remarqu  e I. 

316.  Si  la  ligne  AP  ne  coupoit  point  la  Parabole,  Fig.  168. 
mais  qu’elle  la  touchât  ou  qu’elle  tombât  toute  entière 

au  dehors , il  s’enfuivroit  qu’aucun  des  points  cherchés 
M ne  pourrait  tomber  dans  l'angle  PAH , comme 
l’on  avoir  fuppofé  en  faifant  la  contraction  ■ & qu’ainfi 
il  n’y  aurait  aucune  valeur  vraie  de  l’inconnue  y qui 
répondît  à une  valeur  vraie  de  l’autre  inconnue  x , de 
quelque  grandeur  qu’elle  put  être. 

Cette  Remarque  cfl:  générale  pour  tous  les  Exemples 
pareils  â celui-ci , non-feulement  dan9  la  Parabole  , mais: 
aufli  dans  les  autres  Se&ions- 

Remarque  II. 

317.  1 l eft  k propos  de  remarquer  que  fi  l’on  a voie 
pris  pour  AB  (m)  une  autre  grandeur  que  a , telle  qu'elle 
pût  être , les  valeurs  de  B E (n)  & de  A E (e)  change- 
raient k la  vérité  : mais  le»  rapports  ~ > E demeure- 
raient toujours  les  mêmes  ; parce  que  dans  le  triangle 
ABE  l’angle  A B E eft  donné,  comme  aufli  la  raifoa 
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du  côté  AB  au  côté  B E , fçavoir  dans  cet  Exemple 

— — - . Or  comme  il  n’y  a que  ces  raifons  de  - > - » qui 

fe  puiflent  trouver  dans  les  valeurs  de  p,  r,s;  il  s’cn- 
? fuit  que  ces  valeurs  demeurent  toujours  les  mêmes, 
telle  grandeur  politive  que  l’on  puilTc  prendre  pour.  la 
ligne  AB  (m)  : de  forte  qu’on  n’a  pris  m = a que  pour 
rendre  la  conitru&ion  plus  (Impie.  Ce  que  l’on  doit 
toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Exemple  III. 

318.  On  demande  le  lieu  de  l’équation  donnée 

ib  bb  i 1 bc 

**+^y*+ rayy~ icx+h—  ~y=°- 

Comme  c’eft  ici  le  quarré  xx  qui  eft  délivré  de  frao 
* Art.  308.  rions , je  choifis  la  fécondé  formule  * du  Lcmme  ; de 
n-  >•  j’ai  par  la  comparaifon  des  termes  corrcfpondans  , 

10.—  = — — ; d’où  en  faifant  m«=a,  je  tircn= — b. 
2*.  — = — ; & partant , puifque  m=za , on  trouve  comme 
ci-defliis  /i»  — b.  30.  r=c.  40.  — b — ce 

qui  donne p<= — en  mettant  à la  place  de  m, n, rt 

leurs  valeurs  a, — b , c.  rr-t-p  s = o ; parce  que  dans 

l’équation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes  entiè- 
rement connus  , que  l’on  puiffe  comparer  au  terme 

rr-hps  de  la  formule  ; ce  qui  donne  s= — y ==  ^ f 

en  mettant  pour  r & p leurs  valeurs  c & ~ Or  ces 

valeurs  étant  ainfi  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  requis 
» xrt.  j 08.  en  me  fervant  de  la  conftru&ion  de  la  fécondé  formule  * 
b.  i.  du  Lemme , & obfervant  exa&cment  les  articles  3 1 1 & 

312  de  la  manière  qui  fuit. 

Fig.  1(9.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A , une  ligne  indéfinie 
A Q parallèle  à P M , je  prends  fur  cette  ligne  la  partie 
AB  (/«)  = £,•  de  du  point  B je  tire  B E = b =-r-n 
parallèJc  à AF , & du  côté  oppofé  à P M , parçç  que  la 
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Valeur  de  n eft  négative  ; & par  les  points  dérerminés 
A,  E , la  ligne  A E (e)  qui  eft  donnée.  Ayant  pris  fur 
AP  Ja  partie  AD  (r)  = c du  côté  de  PM,  je  tire  la 
droite  indéfinie  DG  parallèle  à AE,  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  DC(s)  = '-F  du  côté  de  P M.  Je  décris 

enfuite  * du  diamètre  CG  (qui  ait  pour  ordonnées  des  * Arc.  161. 
droites  parallèles  à AP , & pour  paramètre  la  ligne 

CH  = y = — p)  une  Parabole  qui  s’étende  * du  côté  * An.  pt: 

oppofé  à celui  où  s’étend  /4  Q , parce  que  p — — ~ 

qui  eft  une  valeur  négative.  Je  dis  que  la  portion  O MR. 
de  cette  Parabole  , renfermée  dans  l’angle  P AB,  fera 
le  lieu  qu’on  cherche. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , 
la  ligne  M Q parallèle  à A P , & qui  ^encontre  les  paral- 
lèles A E , D G , aux  points  F,  G y les  triangles  fembla- 
bles  A B E , A QF , donneront  ces  deux  proportions, 

AB  (a).  AE  (e)  ::AQ  ou  PM  (y).  AF  ou  DG—  2.. 

Et  AB  (a).  BE  (b)  ::  AQ  (y).  QF=  ^ . Et  par  con- 
féquent  GM(QM-+-FQ  — F G)=x  -+■  ^ — c,  ou 
GM(FG—  FQ—  QAf)=c—  x,  félon  que  le 
point  M tombe  de  part  ou  d’autre  du  diamètre  CD  ,•  & la 
coupée  CG  ou  CD  — DG—  ^ — ej.  Or*parIapro-  * Art.  i?, 

priété  de  la  Parabole  ,GM=  CG  x CH:  c’eft-k-dire , en 
mettant  k la  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques, 

x x -4-^j  yx  ~^~~ayy' — 2 cx-\-by  ~ ~ y = o , qui  eft 
l’équation  donnée.  Donc,  &c. 

Remarque. 

319-  S’il  arrivoit  qu’en  comparant  les  termes  de 
Téquation  donnée  avec  ceux  de  la  formule,  on  trou- 
vât que  p—oj  il  eft  vifible  que  la  conftruûion  de  fa 
Parabole  qui  en  devroit  être  le  lieu  , feroit  impoflible. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l’équation  donnée  fe 


Digitized  by  Google 


# An.  308. 


• 4rt.  308. 

«.  1. 

*.  Art.  3 1 1. 


* Art.  311. 
Fig.  170. 


224  Livre  Septième.” 
peut  toujours  alors  abaiffer  enforte  que  fon  lieu  devient 
une  ligne  droite  ; ce  qui  fc  voit  par  les  formules  * du 
Lemme.  Car  effaçant,  par  exemple,  dans  la  première 

les  termes  où  p fe  rencontre,  il  vient  y y — - ry—  xk 
— iry  x -\-rr=o , de  laquelle  extrayant  la  ra- 
cine quarrée,  on  trouve  y — ^ — r=o,  ou  y=^^~  -f-  rt 
dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  l’on  conftruira  félon 
l’article  306.  La  même  chofe  arrivera  de  la  fécondé 
formule  de  l’art.  308. 

Exemple  IV. 

320.  Soit  propofée  l’équation  xx — ayt=o , de 
laquelle  il  faut  trouver  Ip  lieu. 

Comme  c’eft  ici  le  quarré  xx  qui  fe  trouve  délivré  de 
fractions , jç  choifisla  fécondé  formule  * du  Lemme  ; & 
j’ai  par  la  comparaifon  des  termes  qui  fe  répondent, 
i ®.  — =0  , parce  que  xy  ne  fe  trouve  point  dans  la 
propofée  ; d’où  je  tire  n = o,  & par  conféquent  * m=e. 
2°.  ~ = 0 , parce  que  le  quarré  y y ne  s’y  trouve  pas  non 

plus  ; d’où  je  tire  encore  0 = 0.3°.  r= 0 , parce  que  l'incon- 
nue x ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro- 
pofée : c’eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 
termes  où  ^ & r fe  rencontrent , & mettant  pour  e fa 

valeur  m ; il  vient  xx — py-t-ps=o,  dont  il  refte  à 
comparer  les  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent 
dans  la  propofée.  40.  La  comparaifon  des  termes  — py 
Çc — ay  donnent p — a.  50.  Puifquedans  la  propofée  il 
vie  fe  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  l’on 
puiffe  comparer  au  terme  p s ; il  s’enfuit  que  ps=o,  &. 
qu’ainft  s=o.  Or  ces  valeurs  de  n,r,p,s , ainfi  déter- 
minées me  fervent  k conftruire  le  lieu  qu’on  demande , 
ayant  égard  k la  çonftru&ion  de  la  fécondé  formule  de 
fart.  308  & k fart.  3 1 r en  cette  forte. 

Puifque  BE  (n)  = o , la  ligne  AE  tombe  * fur^fQ 
menée  parallèlement  k P M & du  même  côté  ; comme 

auffi 
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DG,  parce  que  A D (/  ) = o.  Or  puifquc  C D (s) 

= o , le  point  C tombe  fur  le  point  .D,  lequel  tombe  _ 
en  A comme  l’on  vient  de  voir.  Je  décris  donc  * une  * Art.  161. 
Parabole  du  diamètre  A Q , qui  ait  pour  paramétré 
AH  (p)=aa  , & pour  ordonnées  des  droites  MQ  , 

•parallèles  b AP.'  je  dis  que  fa  portion  indéfinie  AAI 
renfermée  dans  l’angle  P A Q , eft  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M 
les  droites  MP,MQ,  parallèles  & AQ  Sc  b A P t on 

;aura  par  la  propriété  * de  la  Parabole  , M (a:*)  ^n‘ 

= AQxA  H (ay)\  & partant  x*  — ay—o,  qui 
etoit  l’équation  propoféc.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Démonstration  du  Problème. 

311.  Si  l’on  met  dans  la  formule  générale  * à la  * Art.  jot. 
place  de  m ,n,  r,  s ,p,  les  valeurs  que  l’on  aura  trouvées 
par  la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  l’équation 
propofée  , telle  qu’elle  puifle  être,  pourvu  qu’elle  ait  les 
conditions  marquées  dans  le  Problème,  il  ett  clair  que 
cette  formule  générale  fe  changera  en  la  propofée  : & 
partant  que  fi  l’on  prend  aufli  ces  valeurs  dans  la  conftruc- 
tion  * du  Lemme , le  lieu  de  la  formule  générale  Ce  * Are. -jot. 
changera  en  celui  de  l’équation  propofée.  Or , c’eft  ce 
qu’on  a enfeigné  dans  le  Problème  accompagné  de  fes 
deux  Remarques,  comme  Les  Exemples  précédcns  le  font 
aflez  voir.  Donc,  &c. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  la  conflruclion  des  lieux  à t Ellipfe  ou  au 
Cercle. 

322.  Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre-  Fi*.  171, 
miere  deux  lignes  droites  inconnues  & indéterminées 
A P (x),  PM  (y);  de  foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m ,n,  p , r , s , t.  Cela  pofé , 

Ff 
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On  prendra  fur  la  ligne  AP , la  partie  AB  = m; 
. & ayant  mené  les  droites  BE=n,  AD—r,  paral- 
lèles h PM , & du  même  côté  , on  tirera  par  le  point  A 
la  droite  A E qui  eft  donnée , & que  j’appelle  t ; & par 
le  point  D , la  droite  indéfinie  D G parallèle  à AE , fur 
laquelle  on  prendra  la  partie  D C=*s  du  côté  de  P M ; 
& de  part  & d’autre  du  point  C,  les  parties  CK,  CL, 
* Art.  161.  égales  chacune  à t.  On  décrira  enfuite  une  EIJipfe  * du 
diamètre  LK  (2 1)  , qui  ait  pour  paramétré  KH=p, 
& pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à P Al.  Je  dis 
que  fa  portion  O AIR  renfermée  dans  l’angle  P A JD 
fait  par  la  ligne  AP  ôc  par  une  ligne  A D menée  par 
le  point  fixe  A parallèlement  à P M & du  même  côté, 
fera  le  lieu  de  l’équation  ou  formule  générale  que  voici. 


— x\ H XX — 2 ry 

m •'  mm  J 


- * , __  Ptt 

' 1 mmt  %mt  x 1 

■;  + S 

Car  ayant  mené  d’un  des  points  quelconques  Ad , de  cette 
poreion  d’Ellipfe,  la  ligne  MP  qui  falTe  avec  A P l’angle 
donné  ou  pris  à volonté  APAÎ,  6c  qui  rencontre  les  paral- 
lèles AE , DG,  aux  points  F , G , les  triangles  femblables 

A B E,  AP  F,  donneront  AF  ou  DG=  — , & PF=nA.  On 

m tn 

aura  donc  G M— y — — r , tk  C G = ‘-^  — s.  Or  par 
Art.  jj  & la  propriété  de  l’Ellipfe  * KL  (it).  KH (p)::  LGxGK ou 

-.2ry+“**+  «T  * -4-  ffUES  -+-  *3S  _ se?. 

J mm  m J xt  xmt  x mmt 

Donc,  &c. 

S’il  arrive  que  le  diamètre  KL  (2 1)  & fon  paramé- 
tré KH  (p)  foient  égaux  entr’eux  , on  aura  toujours 

GAI  =LGx  G K;  d’où  il  eft  évident , félon  lesElémens 
de  Géométrie , que  fi  l’angle  C G M eft  droit , l’Ellipfe  fc 
changera  alors  en  un  cercle  qui  aura  pour  djiametre  la 
ligne  KL. 
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Corollaire. 

323.  Il  cft  clair  que  les  deux  quarrés  y y & xx  fc 
trouvent  toujours  avec  les  mêmes  lignes  dans  cette  for- 
mule; & que  lorfque  le  plan  x y s’y  rencontre  , le  quarré 

~m  de  la  moitié  de  la  fradion  qui  multiplie  ce  plan  , 

doit  être  moindre  que  la  fraction  — -H— ! — qui  multiplie 
le  quarré  x x. 

PROPOSITION  III. 

Problème. 

* 

324.  Construire  le  lieu  d’une  équation  donnée, 
dans  laquelle  les  deux  quarrés  y y & xX  Je  rencontrent 
avec  les  mêmes Jignes  fans  le  plan  x y , ou  avec  ce  plan  , 
en  forte  que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fradion  qui  le 
multiplie  , foit  moindre  que  la  fradion  qui  multiplie  le 
quarré  x x.  On  J'uppofe  toujours  ici  que  le  quarré  y y 
foit  délivré  de  f radions. 

On  comparera  les  termes  de  l’équation  donnée , avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la  formule  générale  * du  * jrt,  Jlx. 
Lemme  précédent  ; & on  tirera  de  la  comparaifon  de  ces 
termes , des  valeurs  des  quantités  m,n, p , r , s , t,  par  le 
moyen  defquelles  valeurs  on  décrira,  comme  l’on  a enfei- 
gné  dans  ce  Lemme  ( en  obfervant  exadement  l’art.  311.) 
une  Ellipfe  qui  fera  le  lieu  cherché. 

♦ / 

Exemple  I. 

325.  Soit  propofé  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa- 
tion  y y -4-  xy  J xx  — 2 ay -+-b  x-+-cc=o  , dans 
laquelle  le  quarré  de  f moitié  de  la  fradion  ]- ou  1 
qui  multiplie  xy , eft  moindre  que  la  fradion  ,-qui  mul- 
tiplie xx. 

La  comparaifon  de  chaque  terme  de  la  formule  générale 
, F f i j 
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ri8  E 1 v r e ST  h r r r B'  m fiv 
du  Lcmme  * avec  celui  qui  lui  répond  dans  cette  équation  r 
donne  i».^= — 1 ; car.  n’y  ayant  ici  aucune  fraftion 
littérale  qui  multiplie  le  plan  xy,  on  le  doit  confidérer 
comme  étant  multiplié  par  l’unité  numérique  1 : & par- 
tant fi  l’on  fait  ni— a,  l’on  aura  n= — '-a.  20.  — -+- 

7 * mm  i mmt 

1 1)  \ o • V mm-  inn  ûd 

— - ; d ou  Ion  tire-= — en  mettant  pour 

m,  n,  leurs  valeurs  a,  — fa  & par  confcquent  /?=^. 


30.  r=a.  — — *=£;  d’où  en  mettant  pourra,/*,  r,, 

- , leurs  valeurs  a , — - a , a.  — , il  vient  s=  zAfe"~lei 

t-  7 7 1 ' MW1 


. ptt  , pss  c»  _ , X7/T  Xtcer 

5°.  rr — — -4-  — =cc;  & partant  tt=ss-*r  — — - 

— ss  -+-  4e  e — ,.  en  mettant  pour  * r r,  les  valeurs 


— , a , qu’on  leur  vient  dé  trouver.  Or  les  valeurs  de 

Xtt  1 

m,  n,  rrs>  t,p  , étant  ainfi  dérerminces,  je  décris  l’Ellipfc 
cherchée  en  me  fervant  de  la  conftrudion  du  Lcmme  * 
& de  l’article  31 1 en  cette  forte.. 

Je  prcns  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB  (m)  a & 
ayant  mené  parallèlement  à P AI  & du  même  côté  Jà 
ligne  AD  (r)  =a  , & du  côté  oppofé  la  droite  B E— '-a 
— — n,  par  ce  n— — fa  qui  eft  une  valeur  négative  r 
je  tire  par  le  point  A la  droite  A E (e)  qui  elt  don- 
née ; & par  le  point  D , la  droite  DG  parallèle  à A E, 

fur  laquelle  je  prends  la  partie  D C =——•—  = — s 

du  côté  oppofé  à P AI  ; & de  part  & d’autre  du 
point  C , les  parties  CK,  CL,  égales  chacune  k 


I— v''ss-4-4£ e — Je  décris  enfuite  * une  Ellipfe 

du  diamètre  LK,  qui  ait  pour  ordonnées  des  droites 
parallèles  à P M , & pour  paramétré  la  ligne  KH  ( p ) 

— ^ . Je  dis  que  fa  porcion  O M R renfermée  dans 
l’angle  PAD,  elt  le  lieu  de  l’équation  donnée. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  Afr 


« 
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fa  ligne  MP  qui  falTe  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris 
à volonté  AP  M T & qui  Encontre  les  parallèles  A E, 

DG , aux  points  F , G , les  triangles  femblables  A B E , 

A PF  donneront  A D ( a ) . A E (e}::  A P ( x ) . AF  ou 

DG=“.  EtAB(a).BE('ra)::AP  (x).  PF=  f*. 

On  aura  donc  GM-=y  -4-  7* — a ; & CG  ou  DG-\-DC 
= — — s y puifquc  DC— — s.  Or  par  la  propriété  * de  * Art.  \$  b 

l'Ellipfe  Ki(2i).  KH  (£)  ::  LGxGK ou  OÏ—CG  V* 

— flï+tts).  D’où  en  mettant  à la  place  de  tt — ss 
& de  s r leurs  valeurs  4 te — r multi- 

pliant enfuite  les  extrêmes  & les  moyens,  & divifant  de 
part  & d’autre  par  2 f l’on  retrouve  l’équation  même 
propofée.  Donc , &Ci 


R E M A R Q V g. 


326.  S’  1 L arrive  que  s s -+-  4 e e foit  égale  ou  moindre 
que  ? il  eft  évident  que  la  valeur  de  t deviendra? 

nulle  ou  imaginaire  ; & qu’ainfi  il  fera  pour  lors  impo£> 
fible  de  connruire  l’Ellipfe  qui  devroit  être  le  lieu  de 
l’équarion  donnée.  Et  comme  cette  équation  renfermerait: 
néceflairemer.c  des  contradictions  r il  s’enfuit  qu’il  ne 
pourrait  y avoir  aucune  ligne  qui  en  pût  être  le  lieu  ; c’eû- 
k-dirc,  que  toutes  les  valeurs  de  l’inconnue  y qui  devraient 
répondre  k toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fàufles  de 
l’autre  inconnue  x , feraient  toutes  imaginaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formule  générale  * du  * Art.  ju. 
Lemme  qui  , en  tranfpofant  quelques  termes  , devient 


xnr 

m 


ptt—pss 
u 


dans  laquelle  équation  le  premier  membre 
eû  le  quarre  de  y — ■—  x — r $ & le  fécond , le  quarré  de  f 


* Arc.  ) ti. 


Fig.  17J. 


* Art.  1(1. 
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moins  le  quarré  de  s — ~ , multiplié  par  la  fradion  L . Or 

il  eft  vifiblc  que  fi  la  valeur  du  quarré  tt  eft  nulle  ou 
négative  , la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative  ; 
& qu’ainfi  l’on  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré  , fçavoir 
le  premier  membre , égal  à une  valeur  négative  ; ce  qui 
eft  une  contradiction  manifcftc. 


Exemple  IL 

327.  On  demande  le  lieu  de  l’équation  yy-t-  y*y 
•4-xx-hcy-hfx — ag=o,  dans  laquelle  on  fuppofe  fuivanC 
l’art.  3 23,  que  ^ eft  moindre  que  la  fradion-J-ou  1 qui  mul- 


tiplie le  quarré  x x ; c’cft-k-dire  que  b eft  moindre  que  2 a. 

La  comparaifon  des  termes  de  la  formule  * générale  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l’équation  propoféc , donne 

i°.  — = — - ; d’où  en  faifant  m=a,  on  tire  n— — ~b. 

ma*  * * 


a 

2°.  — = 1 ; d’où  en  mettant  pour  m,  n . leurs 

mm  1 mmt  * * ' 

p 4 a a — b b ç 

- — - — - — : & partant 


valeurs  a , — 'Tb , l’on  tire  v-  = : 


pssil Ü=£*L.  3°.  r= 

* x t e J 


Lc  A°  r ict  — xaf, 

4 • * — ^77— tr- 


■ t=y/ss  • Ce  qui  fournit  cette  conftrudion. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indéfinie  AP  la  partie 
AB  ( m ) =1  a,  &c  mené  parallèlement  à PM  & du  côté 

oppoféles  droites  B E —'-b  — — n,  A D=f  c— r ; 

on  tirera  par  le  point  A la  droite  A E (e)  qui  eft  donnée, 
& par  le  point  D la  droite  DG  parallèle  à AE , fur 

laquelle  on  prendra  la  partie  D C (s)  = ^7lfP  <]u  c5t(< 

de  PM,  fi  b c furpaffe  2 af,  comme  on  le  fuppofe  ici  ; & 
du  côté  oppofé , s’il  eft  moindre  ; enfuite  on  prendra  de 
part  & d’autre  du  point  C,  les  parties  CK  & CL  égales  cha- 
cune à t—\As  s Cela  fait,  on  décrira  * une 


•J 
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Ellipfe  du  diamètre  LK  (ît)  qui  ait  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  k PM,  & pour  paramétré  une  ligne 

KH  (p)  = —^~.  Je  dis  que  fa  portion  OR  fera  le 
lieu  de  l’équation  propofée. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , la 
droite  M P qui  falTe  avec  A P l’angle  donné  ou  pris  à 
volonté  A PM,  & qui  rencontre  les  parallèles  A E,  LK, 

aux  points  F,  G,  onaura.PF=^,  &.AFo\iDG—‘-j; 
ce  qui  donnera  MG  ou  MP-\-PF-{-FG—y-\-  + 

& CG=" — s,  ou  s — ^.Orparlapropricté’dcl’EUipfe 


LK(it).  KH  ::  LGxGK  ( tt—ss  O? 

?)  ' CM  (y y -+-  ; xy  -t-  cy+ H-  x -H  '-ce)- 
Ce  qui  (en  mettant  pour  tt — s s & pour  s leurs  valeurs 
e~^Ëir  & » multipliant  enfuite  les  extrêmes  & 

les  moyens  , & divifaat  par  2 t)  donne  l’équation  même 
pro  pofee. 

Il  eft  k propos  de  remarquer  que  fi  l’angle  AEB 
étoit  droit,  l’angle  C G M le  ferait  auffi  ; & le  diamètre 
LK  ( 2 r)  feroit  égal  au  paramètre  KH  * 

puifque  cc—aa  — '-bb  k caufe  du  triangle  reâangle 
AEB.  D’où  l’on  voit  que  l’Ellipfe  deviendrait  alors 
un  cercle  qui  aurait  pour  rayon  la  droite  CK  ou  CL 

(0  = ^ — I—  jccH-ag,  & que  DC{s)  — b~—^\  ce 

qui  rend  la  conftru&ion  beaucoup  plus  fimple. 


. Exemple  III. 

328.  Soit  propofé  de  trouver  le  lieu  de  l’équation 
yy->rxx — axe =0. 

Je  compare  les  termes  de  la  formule  * générale,  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l’équation  donnée  ; & j’ai , 

i°.  ~ = o,  parce  que  le  terme  xy  manquant,  on  le  doit 


* Art. 
4l* 


* Art. 


Livre  Septième; 

confidérer  comme  éranc  multiplié  par  zéro;  d*oü  je 

tire  n—o : & partant  m = e.  2°.  i ; c’eft 

1 mm  i mmc  1 

à-dire,  ^=i  en  mettant  pour  n Sc  m leurs  valeurs  o 

Sc  e:  6c  partant  p=zt.  y.  r=e  ; parce  que  l’inconnue 
y ne  fe  trouvant  point  au  premier  degré  dans  l’équatioa 
donnée  , on  la  doit  au/fi  confidérer  comme  étant  multi- 
pliée par  zéro  : c’eft  pourquoi  effaçaot  dans  la  formule 

* Art.  }ii.  générale  * tous  les  termes  où  ^ & r fe  rencontrent,  6c 

mettant  pour  e 6c  — leurs  valeurs  m & i , elle  fe  changera 

en  celle-ci  y y -4-  xx — îsx  — tt-t-ss—o  , dont  il 
refte  à .comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée. 
y.  2 s=a  ; 6c  partant  s=~  a.  y.ss — tc—o;  puifqu’il 
n’y  a point  de  termes  entièrement  connus  dans  l’équation 
donnée  : 6c  partant  tt—ss—~  a a ; Sc  en  extrayant  de 
part  & d’autre  la  racine  quarrée,  1=7  a.  Or  ces  valeurs 
étant  ainfi  déterminées  , je  conftruis  le  lieu  en  cette  forte. 
Fie.  174.  Puifque  B E (n)=o , il  s’enfuit  que  AE  tombe  fur 
A Pt  laquelle  tombe  aufli  fur  DG  , puifqu’on  a encore 
AD  (r)  — o ; de  forte  que  le  point  D tombe  en  A. 
C’eft  pourquoi  prenant  fur  AP,  la  partie  AÇ(s).  = 7* 
du  côté  de  PM;  Sc  de  part  Sc  d’autre  du  point  C , les 
parties  CK,CL,  égales  chacune  à r=fa  (le  point  L 

* An.  161.  tombe  ici  fur  le  point  A ) ; on  décrira  * du  diamètre  A K 

qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à PMt 
&pour  paramétré  la  ligne  KH  (/>)  = 2f±=û,unc  EUipfe 
qui  fera  le  lieu  cherché.  * . . 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , la 
droite  MP  qui  fafle  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris  à 
? Art.  5 j & volonté  APM,  on  aura  * AK  (a)  KH  {à)  APxPK 
(aï — xx).PM  ( yy ).  Ce  qui  donne  yy-4-  xx — ax=n . 

. Il  eft  évident  que  fi  l’angle  A P M eft  droit,  l’ EUipfe 
devient  alors  uq  cercle  qui  a pour  diamètre  la  ligne 
AKr^a. 

Remarque. 


Digitized  by  Google 


DBS  LIEUX  GEOMETRIQUES.  233 
Remarque. 

329.  Tl  peut  arriver  deuoc  différais  cas  où  le  lieu 
de  l’équation  donnée  cft  un  cercle. 

Premier  cas.  Lorfque-  les  quarrés  y y ôc  x x fe  trou- 
vent tous  deux  avec  les  mêmes  lignes  6c  fans  fra&ion 
dans  une  équation  , où  le  plan  xy  fe  trouve  auffi  ; 6e  que 
de  plus  l’angle  AE  B cft  droit  ( ce  qui  arrive  lorf- . 
Qu’ayant  mené  A F perpendiculaire  fur  PM,  la  raifon 
de  P F h AP,  qui  eff  la  même  que  celle  de  B E b.  A B, 
cft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fraétion  qui  multiplie 
le  plan  xy  ) : le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  l’on  a déjà  vu  dans  l’article  324 , 6c  la 
raifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  l’on- 
aura  par  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  où 
fe  trouve  le  quarré  x x , cette  égalité  — = 1 ; 

. d’où  l’on  tire  1 , puifque  à caufe  du  triangle 

re&angle  AEB  le  quarré  mm  = nn-+-ec.  Or  l’angle 
AEB  étant  droit,  l’angle  CGM  que  fait  le  diamètre 
L K avec  fes  ordonnées  fera  aufli  droit  ; 6c  par  confé- 
quent , puifque  le  diamètre  L K eft  égal  à fon  para- 
métré K Jti  , il  s’enfuit  que  l’Ellipfe  devient  alors  un 
cercle. 

. Second  cas.  Lorfque  les  quarrés  y y ôc  xx  fe  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  lignes  6c  fans  fra&ion  dans 
une  équation  , où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  pas,  6c 
que  de  plus  l’angle  A PM  cft  droit  : fon  lieu  fera  tou- 
jours un  cercle,  comme  l’on  vient  de  voir  dans  l’arti-*- 
cle  3 28  ; 6c.  cela  fe  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
générale.  Car  puifque  le  plan  xy.ne  fe  trouve  point 

dans  l’équation  donnée  , la  fraction  ^ de  la  formule 

fera  nulle  ou  zéro  ; 6c  partant  B E (11)  —0  , 6c  m—e. 
d’où  l’on  voit  : i°.  Que  le  diamètre  LK  eft  paral- 
lèle à la  ligne  AP  , & c qu’ainli  l’angle  CGM  qu’il 
fait  avec  fes  ordonnées,  étant  égal  ù l’angle  A P M,  fera 
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droit,  a0.  Que  la  fraâion  — -4-  — — qui  multiplie  le 

quarré  xx  dans  la  formule  devient  — , & qu’ainfi  on  aura 

~=i  ; c’eft-k-dire  que  le  diamètre  LK  lira  égal  k^  foa- 
paramètre  K H.  L’Ellipfe  qui  eft  .le  lieu  de  l’équation- 
donnée  fera  donc  alors  un  cercle.  Or , comme  alors  la’ 
formule  générale  fe  change  en  celle-ci , 
y y x x — xry — iix-+-rr=o, 

— tt 

4 -ss 

on  pourra,  fi  l’on  veut  abréger  le  calcul,  en  fe  fervanr 
d’abord  de  cette  formule  , pour  trouver  par  la  comparai- 
fbn  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée,  les  valeurs  de 
r,  s,  t,  qui  fervent  à décrire  le  cercle  qui  en  eft  le  lieu. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  la  conflruclion  des  lieux  à [Hyperbole 
par  rapport  à fes  diamètres. 

*Jrt.  itfi.  330.  Les  mêmes  chofes  étant  pofoes  que  dans  le 
Fig.  175.  Lemmc  précédent  pour  l’Ellipfe,  on  décrira  * du  dia- 
métré  LK  (2/)  qui  ait  pour  paramétré  KH  (p),  & 
pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à PM,  une 
Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées.  Je  dis  que  fa 
portion  O M,  ou  leurs  portions  renfermées  dans  l’angle 
PA  D fait  par  la  ligne  A P & par  une  ligne  A D menée 
par  le  poinc  fixe  A parallèlement  à PM  & du  même- 
côté,  fera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule,. 

yy — — *V-t-  ™ X x. — a ry-+-  — x-*-rr=o.. 

t mmt.  %mt  tt 

Pjl 

tt 

dans  laquelle  on  doit  obferver  qu’il  y a ■ lorfque 
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•le  diamètre  L K cft  un  premier  diamètre  , & — ^ Iorf- 
.que  c’cft  un  fécond. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M , la 
ligne  M P , qui  falTe  avec  A F l’angle  donné  ou  pris  à 
volonté  A P M , & qui  rencontre  les  parallèles  AE,DG, 
aux  points  F,  G , on  aura  par  la  propriété  de  l’Hyper- 
bole * KL  (u).  KH  ( p ) ::  CG  H-  ZR'  ( — - ^ * An.  S.  * 

/ xmmJ  x/ik  « — ir  JJ  m J 

~iry+^7nXX+liï x~*-rr'  Donc,.&c. 

S’il  arrive  que  le  diamètre  KL  (2 1)  & fon  paramé- 
tré KH  (p)  foient  égaux  entr’eux  , l’Hyperbole  fera 
équilarcrc.  • 

Corollaire. 

331.  Il  eft  clair,  i°.  Que  les  deuxquarrés  y y & xx 
fe  trouvent  toujours  avec  différens  lignes  dans  cette  for- 
mule, lorfque  le  plan ’xy  ne  s’y  rencontre  point;  ou 

bien  lorfqu’il  s’y  trouve  , & que  furpalfe 

z°.  Qu’ils  s’y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  lignes, 
mais  avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s’y  rencontre 

& que  le  quarré  ^ de  la  moitié  de  la  fraftion  qui  le 
multiplie  , foit  plus  grand  que  la  fraûion  — — — qui 

mm  x tnmc  j 

multiplie  le  quarré  x x. 

PROPOSITION  IV. 

Problème.  ^ 

332.  Construire  le  lieu  d’une  équation  donnée , 
dans  laquelle;  ou  les  deux  quarrés  y y & x xje  rencontrent 
avec  différent  fignes , ou  bien  avec  les  memes  Jignes,  mais 
avec  cés  deux  conditions  que  le  plan  xy  s’y  trouve , & que 
le  quarré  de  la  moitié  de  la  fraction  qui  le  multiplie, foit 

Ge«i 
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plus  grand  que  Infraction  qui  multiplie  le  quarre  x x.  On 

J'uppofe  encore  ici  que  le  quarré  y y Joit  délivré  de  f radions. 

On  conftruit  l’Hyperbole  qui  en  eft  le  lieu,  comme 
l’on  vient  de  faire  l’Ellipfo  dans  le  Problème  précédent. 
Les  Exemples  qui  fuivent  le  feront  voir. 


Exemple  I. 


333‘  Soit  yÿ-hjxy-b^xx-t-icy — igx — kh 
=o  , l’équation  dont  il  faut  conftruire  le  lieu,  & dans 
laquelle  on  fuppofe  que  le  quarré  ^ furpaffe 


Je  compare  les  termes  de  cette  équation  avec'  ceux; 
qui  leur  répondent  dans  la  formule  du  Lemmc  ; & j’ai 


1°.  — = — — , & partant  fi  l’on  fait  m = a,  on  aura 
u=—b.  4,  donc  — = & 

1 mmt  ni»  t>  lt  //  ' 

1 

P—' 

P 


itbr — lafe  o lnr  i 

"•  3 ■ /■=— c.  2g,  dou 


en  mettant  pour  m xtt,. r,  ~ les  valeurs  que  l’on  vient  de 


• —bet — âge  o .. tm-ikAt 

trouver,  on  tire  s= -jA— • 5 .-±-tt=ss - — 

e=ü — r fçavoir  -+ -tt  Iorfque  le  quarré  s s fur- 
pafTe  - , & — tt  lorfqu'il  eft  moindre , parce  que 

le  quarre  tt  doit  êcre  pofitif;  ce  qui  fait  deux  différons 
cas.  Or  les  valeurs  de  m,n,  r,  s,  t,p , étant  ainfî 
déterminées , je  conftruis  le  lieu  en  me  réglant  fur  la 
conftru&ion  du  Lemme  de  là  manière  qui  fuit. 

Fig.  177.  Ayant  pris  fur  AP  la  partie  AB  —a,  & mené  pa» 
* ^ rallèlement  à P M de  du  côté  oppofé  les  droites  B E — E 
— —a,  A D = c= — r,  je  tire  par  les  pointai,  E , la 
droite  A E ( e ) qui  eft  donnée,  & par  le  point  L>  la 
droite  indéfinie  D G parallèle  a A E .,  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  D C=  ~ — du  côté  oppofé 

^ fM,  Se.  de  part  Se  d’autre  du  point  C,  les  partie^ 
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CL,  CK,  égales  chacune  à t = V ss — 
ou  V — ss  > fclon-  que  iî  cft  plus  grand  ou 

moindre  que  ~~ggEràf~'  diamètre  LK 

( qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèle*  b PM , 

, if  U i \ ltht—xafi\ 

& pour  paramétré  la  ligne  KM  ( P ) *=  „ ) 

je  décris  une  Hyperbole,  en  obfcrvant  que  LK  (Jig.  177) 
doit  être  un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas,  & un 
fécond  (Jig.  17&)  dans  le  dernier.  Je  dis  que  fa  por- 
tion OM  fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  Mf 
une  parallèle  MP  k AD , laquelle  rencontre  les  lignes 
A B , AE , D G r aux  points  P,  F,  G;  on  aura  PF 

= — . Sc  AF  ou  DG—- . Et  par  conféquent  MG=y 
+ CG  ou  DG  -+-  CD  =~  — s , puifque 
ÇD= — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hyperbole , Lif  (zf). 

KH  (•£=*)  : : CG  V CA  * (~  — ~ 

ZM(py+*xy+**y-*Tmxx-*’  T x+cc)  ; cc 

qui  , en  mettant  pour  s s -fc-  1 1 Sa  s leurs  valeurs 
çcit-httAi  . bet—jy  multipliant  les  extrêmes  & les 

moyens,  & divifanc  par  il,  donne  l’équation  propofée. 
Donc , &c. 

Remarque. 

334.  S’  1 l arriv€  a.uc  s ^ cIair  ^ue>k 

la  valeur  de  tt  devient  nulle  ou  zéro,  & qu’ainfi  la. 
conftru&ion  de  l’Hyperbole' devient  impofliblc.  Mais  il 
fout  bien  remarquer  alors  que  lequation  propofée 
s’abaiffe  toujours  , en  forte  que  fon^lieu  r qui  devroit 
être  une  ou  deux  Hyperboles  oppofées-,  devient  une  ou 
deux  lignes  droites.  En  effet,  dans  notre  exemple,  on  » 
réduit  l’équation  donnée  à cette  proportion  et.  b b — afii’ 


::  yy+Txy-*-£xx  + icy 

-t-î^x  + cc,-  d’où,  .en  effaçant  tt  qui  eft  mil,  mul- 

tt 

tipliant  les  extrêmes  & les  moyens,  -3c  extrayant  départ 
& d’autre  la  racine  quarrée , l’on  tire  -vec 


= - — sy  b b — aj  y 


a 

{a  valeur  » & divifant  de  part  & d’autre  par  c t 

*-  -,r,  'ig-'-bt 

V bo — 


tx  , xt/bi—ai  , tig-i-ic 

1-  C = H OU  Y 

a a V a..  _ .7  ^ 


cette  équation  y 

b -\-\'bb — ûf  ^ 

a 

- " ~j 

6 — ^66 étf  n Æg~\—bc  • 

= 9 — ’ fe  chanSc  en 


—b  -f -\'bb  ——df  ag  bc  • C ’ r n 

; * ■+■  Vt^T/~~  c ' *“  en  faifant  « 


autre  y=p  — ~x  dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que 
l’on  conftruit  félon  l'article  30 6. 

La  raifon  de  ceci  eft  évidente  par  la  formule  géné- 
rale du  Lemme  ; car  effaçant  dans  cette  formule  le 

terme  + ^ qui  renferme  le  quarré  tt  que  l’on  fuppofe 


égal  à zéro  ou  nul , elle  fe  change  en  tranfpofant  certains 
termes  , & extrayant  les  racines  quarrées , en  cette 


autre  j — 


ou 


s — ‘£[/  f-  où 


inconnues  x & y ne  font  plus  qu’au  premier  degré , & 
dont  le  lied  par  conféquent  devient  des  lignes  droites. 


EXHMptE  II. 

33<*  On  demande  le  lieu  de  l’équation  donnée 
yy — xx  + î ay-yax=o. 

La  comparaiQjn  des  termes  correfpondans  donne 
i°.^  —O,  parce  que  le  terme  xy  ne  fe  trouve  point 
dans  la  propofée;  d’où  l’on  tire  «*=o,  & par  conféquent 
m~c.  20.  -j  = 1 , & partant  p — zt.  3®.  r=* — a. 
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4°.^1=a,  d’où  l’on  tire  r=fa.  5°.  — ^ = 0, 

& ainfi  ^.tt  — ss—  ~ — a a en  mettant  pour 

r , — , s leurs  valeurs  — a,  i,;«  > d’où  je  connois 

qu’il  faut  prendre  dans  le  dernier  terme  de  la  formuler 
— tt,  6c  non  pas  -f-rr,  afin  que  la  valeur  de  tt  foie 
pofitive.  Je  conftruis  enfuite  le  lieu  en  cette  forte. 

Puifque  AD  (r)  = — a,  je  mene  par  le  point  A Fie.  i7> 
parallèlement  à PM  6c  du  côté  oppofe  la  ligne  A D=a  y 
& puifque  B E (n)  = 0 , je  tire  par  le  point  D la  droite 
D G parallèle  à A P , fur  laquelle  je  prends  la  partie 
DC  (s)  t =Ta  du  côté  de  B M. , 6c  de  part  & d’autre- 
du  point  C las  parties  CL,  CK,  égales  chacune  à 
V—\f  \aa.  Enfuite  du  fécond  diamètre  LK  ( parce  qu’on 
a pris; — -tt  dans  le  dernier  terme  de  la  formule)  qui 
ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  h P M,  &. 
pour  paramètre  la  droite  KH  (p)  — tt  = L K , je 
décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion  O M fera1 
le  lieu  qu’on  cherche. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M, 
une  parallèle  MP  à A D , qui  rencontre  les  droites 
A P,  DG  , aux  points  P,  G ; on  aura  M G=y-ha 
CG  ou  DG — D C=x — ’ra , 6c  par  la  propriété  de 

FHyperbofe  LK  ( u ).  KH  (2 1)  ::  CC  + cT ‘ 

(x* — '-aa  -4-rr).  GM  (yy  -t-  îay  -\-a  a)  ;■ 
ce  qui  donne , en  mettant  pour  tt  fa  valeur  '-aa , l’équa- 
tion même  propofée  y y -+-  xa  y — xx  -+-'a  x*=o. 

Il  eft  évident  que  l’Hyperbole  eft  équilatere. 

R B M A R'  Q V E. 

336.  Lorsque  les  deux  quarrés  yy  6c  xx  fe  trou-- 
vent  avec  différons  fignes  & fans  fraction  dans  un« 
équation  , où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point,  fon  lieu- 
fera  toujours  une  Hyperbole  équilatere.  Car  la  frac- 
tion de  la  formule  fera  nulle  ou  zéro  j & partant- 
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« _ 

B E (n)=o , 6c  m — e.  D’où  il  fuit  que  la  fraétion  ~ 

— qui  mulriplie  1c  quarré  xx  dans  la  formule 

devient  — ^ ; & qu’ainfi  on  aura  — ~ “ 1 > 

dire  que  le  diamètre  L K fera  égalk  fon  paramètre  KH, 
ou , ce  qui  elt  la  même  choie , que  l’Hyperbole  fera 
équilatere.  Or,  comme  la  formule  générale  fe  change  alors 
en  celle-ci 

y y — xx  — 2ry-+-  2 sx  -f-rr=o, 

— T-SJ 

il  s’enfuit  qu’on  peut  s’en  fervir  d’abord  pour  trouver 
Jes  valeurs  de  r,  s,  t,  qui  fervent  k conltruire  l’Hyper- 
bole équilatere  qui  elt  le  lieu  de  l’équation  donnée  j ce 
qui  abrège  le  calcul. 


LEMME  FONDAMENTAL. 


Pour  la  conftruclioti  des  lieux  à l Hyperbole 
entre  Jes  A fymptotes. 


Fig.  iSo. 


* Art.  i)«. 
«Ji* 


337.  Soient  comme  dans  la  définition  première, 
deux  lignes  inconnues  & indéterminées  A P (x),  P M 
,(y)  qui  falfent  entr’elles  un  angle  donné  ou  pris  à 
volonté  AP  M ; 6c  foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m , n , p , r , s.  Cela  pofé , 

i°.  On  prendra  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AB= m y & 
ayant  mené  les  droites  B E=n,  A D=r  parallèles  à 
PM,  & du  même  côté  ; on  tirera  par  le  point  A la  droite 
A E qui  elt  donnée,  & que  j’appelle  c,  6c  par  le  point 
D la  droite  indéfinie  DG  parallèle  k A E,  fur  laquelle 
ayant  pris  les  parties  DC—s,  CK=c  du  côté  que 
s’étend  AP , on  mènera  parallèlement  à PM,  6c  du 
même  côté  la  droite  indéfinie  ÇL,  6c  la  ligne  K H=p. 
On  décrira  enfuite  entre  les  Afymptotes  CL,  CK't 
- une 
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une  Hyperbole  qui  p.ifle  par  le  point  H.  Je  dis  qu’elle 
lera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 

*y-Z**-Ty+ n-j*+™=o. 


— rx  — rnp 

Car  GM=y  n-l  — r,  CG  = — — s , & par  la  pro- 
priété de  l’Hyperbole  * CGx  GM  (^- — sy — * .4-  — * An 

' m ■+*  rs ) — CKx  K H (ep)  ; ce  qui  donne  , en  déli- 
vrant le  terme  xy  de  fractions  , & mettant  par  ordre 
tous  les  termes , la  même  équation  xy — - xx — — y , 

&c.  que  ci-deflus. 

1 . On  mènera  par  le  point  fixe  .<4,  une  ligne  indé-  Fis.  i 
finie  ÇJ  parallèle  à P M & du  même  côté  j & ayant 
pris  fur  cette  ligne  la  partie  A B=m  , on  tirera  B E = n 
parallèle  à A P & du  même  côté  ; & par  les  points  dé- 
terminés A,  E , la  ligne  AE  que  j’appelle  e ; & ayant 
pns  liir  AP  la  partie  A D=^r  du  côté  de  PM,  on  tirera 
la  droite  indéfinie  D G parallèle  à AE,  fur  laquelle  on 
prendra  les  parties  D C=s , CK~c  du  côté  que  s’étend 
, [,  3 on  mènera  parallèlement  k A P & du  même 

coté  , la  droite  indéfinie  CL  & la  ligne  KH=p.  On 
décrira  enfuite  * entre  les  afymptotes  CL,  CK,  une  * An. 
Hyperbole  qui  pafic  par  le  point  77.  Je  dis  qu’elle  fera  iji. 
le  lieu  de  cette  fécondé  équation  ou  formule. 


xy-iyy-™*+niy+~=o. 


— ry  —ni  p 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M, 
la  ligne  M Q , parallèles  à AP , 6c  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles A E , D G , aux  points  F,  G ; les  triangles  fem- 
blablcs  ABE,  AQF,  donneront  A B (m) . AE  (e)  : : 

AQ  ou  PM  (y).  AF  ou  75G=^,  & AB  ( m ).  BE 

(n)::  -dQ(y)-  Q^=^-  Et  par  conféqucnt  GM—x 

Hh 


loi. 


Si. 


i JO. 
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— Q — r,  CG—  — — s.  Or  par  la  propriété  de  l’Hy- 
perbole CGxGM  = CKxKH,  ce  qui  donne,  en 
mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  , & 
délivrant  le  terme  xy  de  fraftions , la  même  fécondé 
formule  que  ci-dcïïus.  Donc , &c. 

CoROLLA  t R B. 

338.  Il  eft  clair,  i °.  Que  le  terme  xy  fe  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules  , puifque  n’étant  mul~ 
tiplié  par  aucune  fraction , on  ne  peut  point  la  fuppofer 
nulle  pour  le  faire  évanouir.  20.  Qu’il  ne  s’y  peut  ren- 
contrer que  l’un  des  quarres  xx.ouyy,  lequel  s'évanouir. 

ü la  fra&ion  ■—  qui  le  multiplie  eft  nulle. 

PROPOSITION  V. 
Problème. 

339.  Trouver  le  lieu  d’une  équation  donnée  , dans ' 
laquelle  le  plan  xy  Je  rencontre , J ans  aucun  des  quarres 
x x & ÿ y , ou  J'eulcment  avec  l’un  des  deux . 

On  délivrera  le  plan  xy  de  fraûions,  & on  compa- 
rera les  termes  de  l’équation  donnée  avec  ceux  qui  lui 
répondent  dans  la  première  formule , lorfque  le  quarré 
xx  s’y  rencontre,  & avec  ceux  de  la  fécondé , lorfque 
c’eft  le  quarré  yy,  & enfin  avec  celle  des  deux  qu’on 
voudra,  Jorfquc  pas  un  des  quarrés  xx  & y y ne  s’y  trouve. 
On  tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  termes  ,• 
des  valeurs  des  quantités  ni,  p , r,  s , par  Te  moyen 
dcfquellcs  on  décrira  une  Hyperbole  entre  fes  afymp- 
totes  , comme  on  l’a  enfeigné  dans  le  Lemme  précédent, 
en  obfervant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  côté 
oppofé  !i  AP  & è P AI  les  lignes  dont  les  valeurs  font 
négatives.  Les  exemples  qui  fui  vent  éclairciront  ccs 
régies..  • — 
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Exemple  I. 

340.  On  demande  le  lieu  de  xy — •k-  xx  — cy-=o. 

t Comme  c’cft  le  quarré  xx  qui  fc  rencontre  dans 
f équation  donnée  , je  choifis  la  première  formule  , & 

J ai  par  la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la 

propofée,  d’où  en  fàifant  m=a , je  tire 

" — 2,  . — — c , & partant  s——.  3*.  r=»o  , 

parce  que  l’inconnue  x ne  fe  trouve  point  au  premier 
degré  dans  l’équation  donnée  , & partant  r = 

4 mp=o , parce  qu  il  ne  le  trouve  point  de  ter- 

mes entièrement  connus  j & partant  p = ” = Or 

comme  les  valeurs  d e AP  (m)  , B E (n)  , C D (s)  t 
•dE)  (r),  KH  (p) , font  toutes  pofitives  , je  conftruis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lemmc  (Jig.  180.)  en 
obfervant  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que  l’on 
vient  de  trouver. 

Car  GM=y—i±—lLt  CG  ou  DG—DC=~y  »*<* 

& par  la  propriété  de  l’Hyperbole  CGx  GM—CKxKH, 
c eft-à-dire,  en  mettant  les  valeurs  analytiques,  l’équation 
même  donnée.  Donc  , &c 

Exemple  II. 

341.  Soit  xy+'-yy — Cy — ff—o,  l’équation 
(dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  c’eft  le  quarré  y y qui  fe  trouve  dans  l’équa- 
tion donnée , je  choifis  la  fcconde  formule  , & j’ai  par 
la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée , 

i°.  — = — -7,  & fil’on  fait  m — a , on  aura  n— — b. 

a 

2°.  m‘  = °,  & partant  s=o.  3®.  r—c.  40.  mp—ff,  8c 

H h ij 


< 
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ic.  iti.  partant p-^a-  Ce  qui  donne  la  conftrudion  fuivantc. 

Ayant  mené  par  le  point  fixe  A,  une  ligne  indéfinie 
A Q parallèle  à PM  & du  même  côté,  & ayant  pris 
fur  cette  ligne  , la  partie  AB  (m)=a , je  tire  B E=b 
«= — n parallèle  à A B & du  côté  oppofé , & par  les 
points  déterminés  A,  E,  la  ligne  A E (c).  Je  prends 
fur  AP , la  partie  A D (r)—c  du  côté  de  PM,  & je 
tire  la  droite  indéfinie  D G parallèle  k A E , & comme 
les  points  D , C,  tombent  l'un  fur  l’autre , parce  que 
D C (s)  — o , je  prends  fur  cette  ligne  la  partie  DK=c 
du  côté  que  s’étend  PM,  & ayant  mené  parallèlement 

a AP  & du  même  côté  la  ligne  K H ( p ) = ^,  & la 

droite  indéfinie  DL  qui  tombe  ici  fur  AP  , je  décris 
entre  les  Afymptores  DL,  DK,  une  Hyperbole  qui 
pafie  par  le  point  J/.  Je  dis  qu’elle  fera  le  lieu  requis. 

Car  avant  mené  d’un  de  les  points  quelconques  M,  la 
droite  M Q parallèle  k A P , & qui  rencontre  les  pa- 
rallèles A E , D G , aux  points  F,  G , on  aura  GM  ou 

MQ-+-QF — FG—X-+- — c,  DG  ou  AF — -j,  & 

partant  DGxGM—  ® -4- ^ f = DKxKH  (f ) . 

Ce  qui  donne  , en  délivrant  le  terme  xy  de  fradions, 

l’équation  propofée  xy-*-k-yy — cy — ff=o. 

Remarque.  ■ 

342.  S 1 l’on  prend  pour  l’arbitraire  A B (m)  une 
autre  valeur  que  a,  celles  de  CK  ( c ) & de  K H (p) 
changeront,  mais  les  valeurs  du  redangle  CKxKH 
( cp ) , & des  droites  AD  ( r ) , CD  (s)  demeureront 
toujours  les  memes  ; car  clics  ne  renferment  dans  leurs 

exprefîions  que  les  rapports  ^ ~ - > ” » qui  ne  chan- 
gent point,  puifque  dans  le  triangle  ABE  l’angle  ABE 
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eft  donné , & la  raifon  £ ( qui  dans  cet  exemple  cft  - J 

du  côté  A B (m)  au  côté  B E (n).  Or  comme  l’Hy- 
perbole qui  doit  pafTer  par  le  point  H , fera  toujours 
la  même  telle  grandeur  que  l’on  pui/Te  donner  à CK  * Art,  101 
(e)  & à K H (p)  , pourvu  que  le  reûangle  C K x K H 
demeure  le  même  ; il  s’enfuit  que  l’on  conduira  tou- 
jours la  même  Hyperbole  , telle  grandeur  que  l’on  puiffe 
prendre  pour  l’arbitraire  AB  (m). 

Exemple  III. 

343.  X l faut  conftruire  le  lieu  de  l’équation  donnée 
X y — u y bx  -y-cc  — o. 

Comme  pas  un  des  quarrés  xx  & y y ne  fc  trouve 
dans  l’équation  propoféc , je  puis  prendre  indifférem- 
ment l’une  ou  l’autre  des  deux  formules  , par  exemple , 
la  première  , de  laquelle  comparant  les  termes  avec 

ceux  de  la  propofée  , j’ai  i°.  ~-  = 0>  & partant  n = o, 

& m=t;  je  fais  m = a.  i°.  ~ ou  $ — a.  30.  r— — b , 
puifque“=o.  4 °.rs — mp~cc  , & partant  p— — b 

— c-y.  Or  ces  valeurs  de  m,  n,  r,  s,  p,  étant  ainfi  Fig.  1S5; 

déterminées  , je  conftruis  le  lieu  de  la  manière  qui 
fuit. 

Puifquc  AD  (r)  = — b , je  mene  parallèlement  à 
FM  & du  côté  oppofé  la  ligne  A D= b ; & puifquc 
BE  (n)  =0  , je  tire  la  droite  indéfinie  D G parallèle  à 
AP , fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  D C (s)  = a T 
C K(c)=m=a  du  côté  que  s’étend  AP  , je  tire  la 

droite  indéfinie  CL,  & la  ligne  K H=b -f-  ^ = — p 

parallèle  à PM  & du  côté  oppofé.  Je  décris  enfuite 
l’Hyperbole  oppofée  à celle  qui  ayant  pour  Afymptotes 
les  droites  CL,  CK  , paffe  par  le  point  H.  Je  dis 


246  Livre  Septième. 

que  fa  porcion  indéfinie  O M.  renfermée  dans  l’angle 
P AS,  fait  par  la  droite  indéfinie  A P & par  la  ligne 
AS  menée  parallèlement  k PM  & du  même  côté,  fera 
le  lieu  cherché. 

Car  G SI  ou  P G -+-  P M—y  -+-  A & CG  ou  CD 
— DG— a — x , & par  conféquent  CGx  G \I—ay — xy 
-\-ab  — bx—C  K.xKH(ab  -\-cc)\  ce  qui , en  effaçant 
de  part  & d’autre  le  re&angle  a b , & tranfpofant  à 
l’ordinaire  , donne  xy — a y -H  b x -H  cc=o  qui  eft 
l’équation  propofée. 

Il  aurait  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire  . 
l’Hyperbole  qui  pafTe  par  le  point  H ; car  aucun  de 
fes  points  ne  pourrait  tomber  dans  l’angle  PAS  , où 
l’on  fuppofe  que  doivent  tomber  les  points  M. 

ReMARÇUE. 

344.  S’il  arrivoit  qu’en  comparant  les  termes  de 
la  formule  avec  ceux  de  l’équation  donnée  , on  trou- 
vât que  p — o;  on  voit  qu’il  ferait  alors  impofîiblc  de 
décrire  l’Hyperbole  , qui  en  devrait  être  le  lieu , puif- 
que  fa  puiffance,  qui  eft  égale  au  re&angle  pe  , ferait 
nulle.  Mais  alors  l’équation  fe  pourrait  toujours  abaiffer, 
en  forte  que  fon  lieu  deviendrait  une  ligne  droite  ; 
car  effaçant  par  exemple  dans  la  première  formule 
du  Lcmme  le  terme  mp,  elle  devient  xy  — — xx 

~ m 

m*  ns  , mrs  • . . . . r. 

— — y -\ — x — rx  H — - =0  , qui  étant  divifée  par 
. jo6.  “ — s donne  y — — — r=»o,  dont  le  lieu  * eft  unç 

m m 

ligne  droite. 

PROPOSITION  vr. 
Problème. 

34^.  Construire  tout  lieu  du  fécond  degré  , Jon 
équation  étant  donnée. 


J 
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Tous  les  ternies  de  Inéquation  étant  mis  d'un  même 
côté , en  forte  que  l’un  des  membres  foit  zéro , je  dif- 
tingue  deux  différons  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  le  plan  xy  ne  (è  trouve  point 
dans  l’équation  donnée.  i°.  S’il  n’y  a que  l’un  des 
quarrés  y y ou  xx,  le  lieu  fera  une  * Parabole.  i'\  Si  * An.  ? 10< 
les  deux  quarrés  y y & xx  s’y  trouvent  avec  les  mê- 
mes lignes,  le  lieu  fera  une  * Ellipfe  ou  un  cercle. * Art.  314. 
3°.  Si  ces  deux  quarrés  s’y  rencontrent  avec  diftérens 
lignes,  le  lieu  fera  une  * Hyperbole  ou  deux  Hyper-  * Art.  332.' 
boles  oppolées,  rapportées  a fes  diamètres. 

Second  cas.  Lorfque  le  plan  xy  fc  trouve  dans 
l’équation  donnée,  i".  Si  pas  un  des  quarrés  y y Sx.  x x 
ne  s’y  rencontre  ou  feulement  l’un  des  deux  , le  lieu 
fera  * une  Hyperbole  entre  fes  Afymptotes.  2y.  Si  les  * Art.  3 39: 
deux  quarrés  y y & xx  s’y  trouvent  avec  différons 
lignes,  le  lieu  fera  * une  Hyperbole  rapportée  à fes  * Art.  33 
diamètres.  30.  Si  ces  deux  quarrés  s’y  rencontrent  avec 
les  mêmes  lignes , on  délivrera  le  quarré  y y de  frac- 
tions, Sx  le  lieu  fera  * une  Parabole  lorfque  le  quarré  * Art.  si*».- 
de  la  moitié  de  la  fra&ion  qui  multiplie  xy  eff  égal 
à la  fradion  qui  multiplie  le  qUarré  xx;  une  * Ellipfc  * Art.  324.- 
ou  un  cercle  lorfqu’il  clt  moindre;  & enfin  une  * Hy-  * Art.  332. 
perbolc  ou  deux  Hyperboles  oppofées,  rapportées  h fes 
diamètres  lorfqu’il  eff  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  félon  l’article  310.  s’il  cft  une  Pa- 
rabole ; félon  l’article  324.  s’il  clt  une  Ellipfeou  un  cercle; 
félon  l’article  ^32.  s'il  eff  une  Hyperbole  ou  deux  Hy- 
perboles oppofées  , rapportées  à les  diamètres  ; & enfin 
félon  l’article  339.  fi  c’eft  une  Hyperbole  entre  fes- 
Afymptotes.  Tout  ceci  n’eft  qu’une  fuite  de  ces  qua-- 
tre  articles. 

t 

Corollaire.' 

346.  Une  équation  du  fécond  degré  étant'  dorr*- 
née,  comme  la  Se&ion  Conique  que  l’on  trouve  par 
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J *4»  les  régies  preferites , eft  le  lieu  * de  toutes  les  valeurs 
tant  vraies  que  faufles  de  l’inconnue  y,  qui  répondent 
• aux  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l’autre  inconnue  x ; 
il  s’enfuit  qu’il  ne  peuc  y avoir  que  cette  feule  Se&ion 
qui  foit  le  lieu  de  l’équation  donnée. 


LIVRE 
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Proposition  générale. 

347.  Trouver  le  lieu  d'une  infinité  de  points  qui  Fie.  184. 
nyent  tous  certaines  conditions  marquées , lorjque  ce  lieu 
ne  pajje  point  le  fécond  degré. 

itf.  On  fuppofera  comme  connues  & déterminées 
deux  lignes  droites  inconnues  & indéterminées  AP  (x), 

PM  (y),  qui  faflent  enrr’elles  un  angle  A PM  donné 
ou  pris  à diferétion  ; & dont  l’une  A P ait  une  origine 
fixe  & invariable  en  un  point  A , & s’étende  le  long 
d’une  ligne  donnée  de  polition  ; & l’autre  P M qui  dé- 
termine toujours  par  fon  extrémité  M , l’un  des  points 
cherchés  , change  continuellement  d’origine  , & foie 
toujours  parallèle  à la  même  ligne.  20.  On  tirera  les  autres 
lignes  que  l’on  jugera  utiles  h la  folution  du  Problème, 

& on  les  exprimera  par  des  lettres  ; fçavoir  , les  connues 
par  les  premières  lettres  de  f Alphabet , & les  inconnues 
par  les  dernicres.  30.  On  regardera  la  queftion  comme 
réfolue , & après  en  avoir  parcouru  toutes  les  conditions , 
on  arrivera  enfin  a une  équation  qui  ne  renfermera  que  les 
deux  inconnues  x & y mêlées  avec  des  connues.  40.  Cette 
équation  dans  laquelle  on  fuppofe  que  les  inconnues  x 
& y ayent  au  plus  deux  dimenfions  , étant  formée,  on  en 
conftruira  le  lieu  félon  les  réglés  preferites  dans  le  Livre 
précédent  ; & le  lieu  ainfi  conftruit  réfoudra  la  queftion. 

Tout  ceci  s’éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuivçnt. 

Exemple  I. 

• 348.  Trouver  dans  l’angle  donné  BAC  le  point  Fie.  184. 
M , tel  qu’ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  MF, 

M G , qui  faflent  fur  les  côtés  AB,  AC,  toujours  vers 
la  même  part,  des  angles  donnés  MF  B,  A1GC;  la. 
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droite  MF  foie  toujours  à la  droite  MG  en  la  raifon 
donnée  de  a k b.  Et  comme  il  y a une  infinité  de  ces 
points,  on  demande  la  ligne  qui  les  renferme  tous,  & 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  M , que  l’on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchés,  ayant  mené  la  ligne  MP  parallèle  k A C } on 
confidérera  les  deux  droites  inconnues  & indéterminées 
AP  ( x ),  P M (y),  comme  connues  de  déterminées.  On 
prendra  fur  le  côté  A B la  partie  A B =a , on  tirera  les 
droites  BC,  BD , parallèles  k MF  , MG , & qui  ren- 
contrent aux  points  C,  D , l’autre  côté  AC  prolongé, 
s’il  efi  néccflairc  ; & on  nommera  les  connues  A C , c; 
JB  C,  fi  BD,  g.  Préfentemcnt  menant  M Q parallèle  à 
A B , les  triangles  femblablcs  ACB,PMF,&c.ABD , 
QM  G,  donneront  ces  deux  proportions  : AC  {c).  C B 

if)  : : MP  (y).  MF=& , &c  AB  (a).  BD  (g)  ::  MQ 
ou  AP  ( x ).  MG==~-',  ce  qui  farisfait  k la  première 

condition  du  Problème,  puifque  les  lignes  MF,  MG, 
font  toujours  fuppofées  parallèles  aux  deux  mêmes  droi- 
tes B C , BD,  qui  font  fur  les  côtés  A B , AC  , les  an- 
gles donnés.  Or  par  la  fécondé  condition  qui  relie  k 

accomplir  , il  faut  que  MF  MG  ••  a.  b ; 

d’où  l’on  tire  l’cquation  y — qui  renferme  toutes  les 
conditions  du  Problème , & dont  le  lieu  fera  par  confé- 
* Art.  30 6.  quent  celui  que  l’on  cherche.  Il  fe  confinait  * ainfi. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  , la  partie  AH—b,  foie 

menée  H E=* e-jr parallèle  k PM,  & du  même  côté,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  A E.  Je  dis  qu’elle  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  par  un  de  fes  points  quelconques  Ai, 
les  droites  MP,  MQ , parallèles  aux  deux  côtés  AC, 
A B , & les  droites  MF,  MG,  parallèles  k B C,  B D , <Sc 
qui  font  par  conféquent  fur  les  deux  côtés  AB,  AC, 
les  angles  donnés  ; on  aura  k caufe  des  triangles  fembla- 
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blés  A H E , A PM , cette  proportion  ; AH  (b). 

HE  0r)  ::  AP  (x).  & à caufe  des 

triangles  fcmblables  A CB , P MF , Sx.  A B D , QMG, 
ces  deux  autres  : A C ( c ).  CB  ( f)  : : MP  (jj).  MF 
& AB  (a).  BD  ( g)::MQ  ou  AP  (x).  MG 
Et  par  conféquent  MP'fë) . M G : : a.  b. 

Ce  qui  étoir  propofé. 

Je  n’ai  réfolu  cette  queftion  par  le  calcul , que  pour 
la  rapporter  h la  Proportion  générale  , & commencer 
par  des  Exemples  fimplcs  de  ailes  a en  faire  voir  l’appli- 
cation ; car  on  peut  réfoudre  ce  Problème  fans  aucun 
calcul , & d’une  maniéré  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  AK,  AL,  qui  falfent  fur  AB , Fig.  i8j. 
AC,  les  angles  donnés  K A B,  LA  C,  & qui  foient 
entr’elles  en  la  raifon  donnée  de  a à b.  Soient  menées 
les  droites  KM,  LM,  parallèles  aux  côtés  AB,  AC, 

& qui  fe  rencontrent  au  point  M ; par  où , & par  le  fom- 
m ce  A de  l’angle  donné  BAC,  foit  tirée  la  ligne  AM: 

Je  dis  qu’elle  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  E,  les 
droites  ER,  ES , parallèles  à AK,  AL;  on  aura  à 
caufe  des  triangles  femblables  AER , MAK,Sx  AES , 

MAL,  ces  proportions  ER.  AK  : : AE.  AM  : : ES . 

AL.  Et  partant  ER.  ES  ::  A K.  AL  ::  a.  b. 

Exemple  II. 

349.  Les  parallèles  A B , CD,  étant  données  de 
poution  ; trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M tellement  Fig.  186. 
placées  entre  ces  lignes,  qu ayant  tiré  les  droites  MP, 

MG,  qui  faffent  avec  elles  toujours  vers  la  même  part 
des  angles  donnés  MP  B,  MG  D ; elles  foient  toujours 
entr’elles  en  la  raifon  donnée  de  a k b. 

Ayant  pris  pour  l’origine  fixe  des  indéterminées  A P 
(x),  un  point  quelconque  A de  la  ligne  AB , & les  deux 
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droites  inconnues  & indéterminées  A P (x),  PM  (y)  , 
étant  fuppofées  connues  & déterminées  , on  mènera 
les  lignes  AC,  AE , parallèles  aux  deux  droites  /MP, 
AI  G i & on  nommera  les  connues  A C,c ; AE,f ,•  cela 
fait,  on  prolongera  P AI  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
CD  en  F}  ôc  les  triangles  femblables  CA  E , F AIG, 

donneront  AC  (c).  AE  (f)  : : MF (c — y).  AIG = • 

Or  félon  la  condition  du  Problème  qui  refte  à accom- 
plir , il  faut  que  MP  (y).  MG  a. b;  d’où  l’on 

tire  l’équation  y—  — ^^-qui  renferme  toutes  les  condi- 

Àrr..  507,  tions  du  Problème,  & dont  le  lieu  qui  eft  * une  ligne 
droite  indéfinie  H M menée  parallèlement  à AB , eit 

forte  que  eft  par  conféqucnt  le  lieu 

cherché. 

Exemplb  III. 

Fig.  187.  3«o.  Deux  points  B,  étant  donnés,  en  trouver 

un  troifieme  AI,  tel  qu’ayant  mené  les  droites  AI  A, 
MB  i elles  foient  toujours  entr’elles  en  raifon  donnée 
de  a à b.  Et  comme  il  y a une  infinité  de  ces  points  M , 
il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Il  peut  arriver  trois  difFcrens  cas , félon  que  a eft 
moindre  , plus  grand  , ou  égal  à b. 

Premier  cas.  Par  le  point  M , que  je  fuppofe  être  un 
de  ceux  qu’on  cherche,  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire fur  A B ( car  n’y  ayant  point  d’angle  donné 
dans  le  Problème , on  choilit  l’angle  droit  comme  le 
plus  fimplc),  <Sc  les  deux  droites  inconnues  & indéter- 
minées A P (x),  P M (y  ) , étant  fuppofées  connues  & 
dérerminées  j on  nommera  la  donnée  AB ,c;  & àcaufe 
des  triangles  rcâanglcs  AP  AI , BPM  , on  aura  les 
quarrés  AM  =zxx-\~yy  , B Al  — cc — icx-+-  xx-\-yy. 
Or  par  la  condition  du  Problème,  A AI  ( xx  -A- y y). 
BM  (cc  — 2cx-t-x*H-yy)  naa.bb.  D’où(enmui- 
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tipliant  les  extrêmes  & les  moyens  & divifant  enfuite 
par  b b — a a)  on  forme  cette  équation  y y + xt  + 

— rcn^erI^c  k condition  du  Problème, 

& dont  le  lieu  qui  eft  par  conféquent  celui  qu’on  de- 
mande , fe  conftruit  par  le  moyen  de  l’article  32Z. 

( Liv.  précéd.  ) en  cette  forte. 

Soit  prife  fur  la  ligne  A P,  la  partie  A C—  du  Fi  0.  187. 
côté  oppofé  à P Mi  & foit  décrite  du  centre  C,  & du 
rayon  CD  ou  la  circonférence  d’un  cercle. 

Je  dis  que  fa  portion  DMO  renfermée  dans  l’angle 
PAO  , fait  par  la  ligne  AP  & par  la  droite  A U, 
menée  parallèlement  à PM  & du  même  côté,  fera  le 
lieu  de  l’équation  que  l’on  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M, 
la  perpendiculaire  MP  fur  A B , on  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle  CD  — CP  ou  EPxPD  — PM  ; c’eft- 
à-dirc  en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analy- 
tiques , l’équation  précédente. 

Si  l’on  fuppofe  à préfent  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  E A R oppofé  au  fommet  à l’angle  B A O 
dans  lequel  on  a fuppofé  en  fâifant  le  calcul  qu’ils  étoient 
Situés,  on  trouvera  en  faifant  " AP= — x,  & P M= — y , * Art% 
la  même  équation  que  ci-deflus,  tant  par  la  condition 
du  Problème,  que  par  la  propriété  de  la  portion  RME 
de  la  même  circonférence  que  l’on  vient  de  décrire  ; 
d’où  il  fuit  que  cette  portion  eft  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M , lorsqu’ils  tombent  dans  l’angle  RA  E.  Et 
fi  l’on  fuppofe  enfin  que  les  points  M tombent  dans  l’an- 
gle BAR.  & enfuite  dans  l’angle  EA  O , on  trouvera  de 
même  (en.obfervant  de  faire  PM= — y , lorfqu’il  tombe 
de  l’autre  côté  de  la  ligne  ABj  & A P =— x , lor£« 
que  le  point  P tombe  de  l’autre  côté  du  point  fixe  A) 

Î^ue  les  portions  D R,  E O , de- la’  même  circonférence 
cronc  les  lieux!  de  ccs  points  ; & qu’ainfi  la  circonfé- 
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rence  entière  qui  a pour  diamètre  la  ligne  DE,  eft  le 
lieu  complet  de  tous  les  points  requis  M. 

Second  cas.  On  trouvera  par  un  raifonnement  fembla- 
blc  à celui  du  premier  cas  , cette  équation  yy-+-xx 

— ■+■  7T1Î  = 0 > dont  ,e  I‘eu  conftruit  ainfi. 

Fie.  i S 8.  Soit  prife  fur  AP , la  partie  A 0=—^  du  côté  de 

P M;  Sx  foit  décrite  du  centre  C,  Sx  du  rayon  CD  ou 

CE=-^~i\in  cercle.  Je  dis  que  fa  circonférence  fera 

Je  lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Cela  fe  prouve  de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l’on  confiderc  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfé- 
rence qui  a pour  diamètre  D E , Sx  qui  cft  le  lieu  de  cous 
les  points  cherchés  M,  doic  couper  la  ligne  A B en  deux 
points  D,  E , tels  que  AD.  DB  ::  a.  b , Sx  AE.  EB  ;; 
a.  b ; puifque  le  point  M tombant  en  D,  la  droite  AM 
devient  AD  ; & BM,  BD  ; & de  même  que  le  point 
M tombant  en  E , la  droite  AM  devient  AE , Sx.  BM, 
B E : on  abrégera  de  beaucoup  les  conftru&ions  précé- 
dentes. Car  il  eft  vifiblc  qu’ayant  divifé  la  ligne  A B 
prolongée,  du  côté  qu’il  fera  nécelTaire,  en  deux  points 
D,  E , tels  que  AD . DB  ::  a.  b , Sx  AE.  EB  ::  a.  b ,• 
la  ligne  D E fera  en  l’un  Sx  l’autre  cas  le  diamètre  de  la 
circonférence  qui  eft  le  lieu  cherché. 

Troificmc  cas.  Puifque  dans  ce  cas  a=b  , l’équation 
• Art.  JC7.  précédente  fe  change  en  celle-ci  *=7 c;  d’où  l’on  voit  * 
Fie.  18p.  que  fi  l’on  prend  AP  égale  à la  moitié  de  AB  Sx  qu’on 
tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  AB,  cette  ligne 
P M indéfiniment  prolongée  de  part  & d’autre , fera  le 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  cft  d’ailleurs 
évident  par  les  Elémens  de  Géométrie. 

Exemple  IV. 

Fio.  ipo.  351.  Deux  lignes  droites  D E,  D N,  indéfiniment 
prolongées  de  parc  & d’autre  du  point  D , étant  données 
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de  poficion  fur  un  plan  , avec  un  point  C hors  de 
ccs  lignes  ; foit  imaginé  un  angle  donné  CEM  fe  mou- 
voir par  fon  fommet  E le  long  de  D E , en  forte  que 
fon  côté  EC  qui  rencontre  D N en  N,  pafle  toujours 
par  le  même  point  C,  6c  que  fon  autre  côté  EM  foit 
toujours  troifieme  proportionnel  à NC,  CE.  On  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  M dans  ce  mouve- 
ment. 

Soient  menées  CA  parallèle  k D N ; & CB  qui  fafTe 
fur  DE  au  point  B un  angle  égal  k l’angle  donné  CEM, 
du  côté  qu’il  fera  néceffaire , afin  que  C E tombant  fur 
CB , la  droite  E M tombe  fur  D E.  Cela  pofé , je  diftin- 
gue  la  queftion  en  trois  différons  cas  : car  ou  le  fomnfet 
E de  l’angle  donné  CE  M fe  meut  fur  la  droite  DE  de 
l’autre  côté  du  point  B , par  rapport  au  point  A ou 
entre  les  points  B , A ; ou  enfin  de  l’autre  côté  du  point 
A par  rappon  au  point  B.  , 

Premier  cas.  Lorfque  le  fommet  E fe  meut  fur  la 
ligne  DE  de  l’autre  côté  du  point  B par  rapport  au  point 
A.  Ayant  mené  du  côté  du  point  C la  ligne  A Q qui 
fàfle  fur  DE  au  point  A l’angle  B A Q égal  k l’angle 
ABC,  on  tirera  par  l’un  des  points  cherchés  M , que  l’on 
regarde  comme  donné,  la  ligne  MP  parallèle  k A Q,  6c 
qui  rencontre  DE  en  P\  6c  on  aura  deux  triangles  fembla- 
blcs  CBE,  EPM  ; car  les  deux  angles  CBE , EPM,  font 
égaux  chacun  k l’angle  donné  CEM,  6c  déplus  les  angles 
BCE , PEM , font  aufii  égaux  entr’eux  ; puifqucdans  le 
triangle  CBE  l’angle  externe  CEP  ou  CEM -f-  PEM  cft 
égal  aux  deux  internes  oppofés  BCE  6c  CBE  ou  CEM.  Si 
donc  l’on  nomme  les  données  A D , a ; AB , b ; B C,c ; 

6c  les  inconnues  6c  indéterminées  AP,  x ,•  PM,  y ; AE,{; 
on  aura  , tant  k caufe  des  parallèles  D N,  AC , que  de 
la  condition  du  Problème  , ces  proportions  AD  ( a ) . 

AE  ( {)  : : CN.  CE  : : CE.  EM  : : CB  (c).E  P (x  : ; 

B E (f — b).  PM  (y)  ,•  d’où  l’on  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  6c  les  moyens)  ces  deux  équations  ax — a ç 
t=cj  de  «J— {{ — £{>  qui,  en  prenant,  pour  abréger. 
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f=a-±-c,  & faifant  évanouir  f,  fe  réduifent  à cclIc-ci 

xx — ~ x — =0  qui  ne  renferme  plus  que  les  incon- 
nues x & y , & dont  le  lieu , qui  cft  celui  que  l’on  cher- 
• Art.  } io.  che  , fe  conftruit  * ainfi. 

Soit  prife  fur  la  ligne  AP,  la  droite  A F = ~ du 
côté  de  PM ; & ayant  mené  FL  parallèle  à P M , foie 
prife  fur  cette  ligne  du  côté  oppofé  à PM,  la  partie 

F Soit  décrite  du  diamètre  GL  qui  ait  pour 

origine  le  point  G , pour  paramétré  G H = &c  pour 
ordonnées  des  droites  LM,  parallèles  à AP , une  Para- 
bole qui  s’étende  du  côté  de  PM.  Je  dis  que  fa  portion 
indéfinie  OM,  renfermée  dans  l’angle  PAQ,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  d’un  de  fes  points  quelconques  M, 
îa  ligne  Ai  Ç)  parallèle  à A P,  & qui  rencontre  le  diamè- 
tre CL  en  L,  on  aura  ML  ou  PF=x — — & GL 

7 xa 

ii  — . ' — % 

=y-+  — , & par  la  propriété  de  la  Parabole,  ML 

(**-?*  + ®)=iGxG«(;r  + »)  ;«q“i 

en  tranfpofant  à l’ordinaire  donne  l’équation  xx  — ~ x 

— £ y = o , qu’il  falloit  conftruire. 

Second  cas.  Lorfque  le  fommet  E parcourt  la  partie 
B A.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M tomberont 
de  l’autre  côté  d c DE , puifque  l’angle  donné  CEM 
fera  toujours  plus  grand  que  l’angle  CE  P qui  diminue 
continuellement.  C’cft  pourquoi  j'ai  P M= — y,  & 
comme  je  trouve  par  un  raifonnement  femblable  au 
précédent , la  même  équation  ; il  s’enfuit  que  la  portion 
A G O de  la  Parabole  que  l’on  vient  de  décrire , fera  le 
lieu  de  tous  les  points  M , puifqu’elle  donne  au/Ii  par  fa 
propriété  cette  même  équation. 

TroiJJicmc  cas.  Lorfque  le  fommet  fe  meut  de  l’autre 

côté 
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coté  du  point  A par  rapport  au  point  B.  Il  cft  clair  encore 
dans  ce  cas  que  tous  les  poincs  cherchés  M doivent  tom- 
ber au-defTous  de  la  ligne  DE  ; & on  trouvera  comme 
dans  le  premier  cas  AD.  AE  ::  CN.  CE  : : CF.  EM:: 

CB.  EP.  Et  partant  AD.  CB::AE.EP.  D’où  l’on 
voit  que  E P eft  plus  grande  , moindre , ou  égale  à E A , 
félon  que  CB  eft  plus  grande,  moindre,  ou  égale  k A D j. 

& qu’ainfi  prolongeant  AQ  au-deffous  de  DE  vers  K , 
çous  les  points  cherchés  M tombent  dans  l’angle  B A K 
dans  le  premier  de  ces  trois  cas,  dans  fon  complément  à 
deux  droits  D AK  dans  le  fécond  cas,  & enfin  fur  la 
droite  AK  dans  le  troificme  cas.  Je  fuppofe  ici  que  CB 
foit  plus  grande  que^D  ; & comme  fkifant  PM= — y, 
parce  qu’il  tombe  de  l’autre  côté  de  AP,  je  ne  trouve 
plus  la  même  équation  que  dans  le  premier  cas  , je  ne 
fais  plus  d’attention  k la  confiruétion  de  ce  cas.  C’eft 
pourquoi  nommant  k l’ordinaire  AP  ,x  ; P M,  y ; j’ar- 
rive k cette  équation  — p^-y=a  , dans  la- 

quelle g—c — a,  dont  le  lieu,  qui  cft  celui  que  l’on  cher- 
che eft  une  portion  indéfinie  A M d’une  autre  Parabole 
que  la  précédente  , laquelle  s’étend  vers  le  côté  oppofé , 

& qui  fe  conftruit  * en  cette  forte.  * Art.  j i a. 

Soit  prife  fur  AP  de  l’autre  côté  de  PM  la  partie 
AS — ^ ; foit  menée  S T—  k~  parallèle  k A Q,  & du 

côté  oppofé  k PM  i foit  décrite  du  diamètre  T S qui 
ait  pour  origine  le  point  T , pour  paramétré  une  ligne 
&c  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  k AP , 

une  Parabole  qui  s’étende  du  côté  de  P M.  Sa  portion 
indéfinie  A M renfermée  dans  l’angle  P A K fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M dans  ce  dernier  cas , 
où  l’on  fuppofe  que  C B furpafte  A D. 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  les 
points  M eft  compofé  de  deux  portions  indéfinies  de 
différentes  Paraboles  , dont  l’une  AG  O M s’étend  du 
côté  de  C,  & l’autre  AM  du  côté  oppofé  , & partent 

■ Kk 
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toutes  deux  du  point  A ,*  car  le  côté  CE  de  l’angle 
donné  C E AI  tombant  fur  CA  parallèle  à DN , il  cft 
clair  que  CN  devient  infinie,  & qu’ainfi  E M.  eft  nulle 
ou  zéro  , puifqu’on  a toujours  NC.  CE::  CE.  E AI  : 
c’eft-à-dire  que  le  point  M fe  confond  avec  le  point  E , 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D’où  l’on  voit  que  AF  cik 
une  ordonnée  au  diamètre  FG,  & AS  au  diamètre  ST} 
ce  qui  donne  lieu  à la  conftrudion  fuivante  qui  eft  gé- 
nérale. ' * 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  AP  de  part  & d’au- 
tre du  point  B les  parties  B O,  B K,  égales  chacune  à la 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  DA,  AB, 
BC-,  on  mènera  par  les  points  de  milieu  F,  S,  l’un  de  AO, 
l’autre  de  A R , les  droites  FG , ST,  parallèles  à A{)  , & 
égales  chacune  à la  troificme  proportionnelle  34  AD,  & 
à AB  } fçavoir,  %FG  du  côté  oppofé  au  point  C,  & S J1  du 
même  côté.  Cela  fait , on  décrira  deux  différentes  Para- 
boles, dont  l’une  aura  pour  diamètre  GF,  6c  pour  ordon- 
née FA  ; & l’autre , pour  diamètre  T S,  6c  pour  ordon- 
née SA.  Je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  MA  GO  AI 
feront  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  BO  ou  BR= & partant  AF  ou  ~AO  = ~b 
*+■  ^ ^ ; & de  même  AS  ou  AR=  — — ’-b 

la  la  ' * ia  * 


=*=  — . Donc,  &c.  ’ 

On  peut  remarquer  en  paflant  que  fi  l’angle  donné,  qui 
fe  meut  par  fon  fommet  le  long  de  la  ligne  DE , étoit  égal 
au  complément  à deux  droits  de  l’angle  CE  AI , fans  rien 
changer  au  lefte;  c’eft-h-dire  que  les  points  M tombaffent 
fur  la  ligne  E M prolongée  de  l’autre  côté  du  point  E : 
le  lieu  de  tous  les  points  M feroit  alors  les  portiojji 
reftantes  des  deux  Paraboles  que  l’on  vient  de  décrire. 

Si  les  points  A,  B , C , étoient  fitués  différemment 
de  ce  qu’on  les  fuppofe  dans  cette  figure , à laquelle  on 
a accommodé  le  raifonnement  ; on  arriverait  toujours 
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comme  l’on  vient  de  faire  à deux  équations  qui  ne  pour- 
raient être  différentes  des  précédentes  que  par  quelques 
fignes  , & dont  les  lieux  feraient  par  couféquent  des 
portions  de  Paraboles  que  l’on  décrirait  avec  la  même 
facilité. 

Le  Comte  Roger  de  Vïntïmille  a propofé  ce  Problème 
avec  quelques  autres  dans  le  Journal  de  Parme,  du  mois 
d’ Avril  de  l’année  1693.  ce  qui  a donné  occafion  au  Pere 
Saqutrius  de  faire  imprimer  un  petit  livre  il  Milan  , dans 
lequel  il  avoue  qu’il  n’a  pû  réfoudre  celui-ci , quoiqu’il 
falî'e  affez  paraître  par  la  folution  des  autres  qu’il  eft 
fort  verfé  dans  la  Géométrie. 

Exemple  V. 

3^2.  Une  ligne  droite  indéfinie  A P étant  donnée  F 
de  pofition , avec  deux  points  fixes  A,  C,  l’un  fur  cette 
droite , & l’autre  au  dehors  ; foit  décrite  une  Parabole 
A M qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  quelconque , & 
pour  axe  la  ligne  AP  dont  l’origine  foit  en  A y & foit 
menée  du  point  donné  C une  perpendiculaire  CM  à 
cette  Parabole.  On  demande  le  lieu  de  tous  les  points 
M , dont  il  eft  vifible  qu’il  y a une  infinité  ; puifquc 
changeant  continuellement  de  paramétrés , on  peut  dé- 
crire une  infinité  de  Paraboles  différentes , qui  ayenc 
toutes  pour  axes  la  même  droite  indéfinie^ P,  dont 
forigine  foit  toujours  en  A. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  C la  perpendiculaire 
CB  fur  AP , & par  un  des  points  cherchés  M,  que  l’on 
regarde  comme  donné  , les  droites  MP , MK , parallèles 
k B C,  AP,  & la  tangente  MT  y on  nommera  les 
données  A B , a ; BC,b-t  & les  inconnues  & indéter- 
minés A P,  x ÿ P M,  y ; ce  qui  donne  CK=b — y, 
N K=a-\-x.  Or  par  la  condition  du  Problème,  l’angle 
CM  T eft  droit  ; & par  conféquent  les  triangles  reftan- 
glcs  TPM,  CKM,  feront  fcmblables  ; car  fi  l’on  ôte  des 
angles  droits  CMT,KMP,  le  même  angle  A Af  T, 

K k ij 
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* Art.  xi  & ]es  reftes  CMK,  TMP , feront  égaux.  Donc  TP  * (ax). 

1}‘  PM  (y)  : : CK  ( b — y).  KM  (a  + ï),  d’où  l’on  forme 

en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  cette  équa- 
tion y y — ùy-f-  îxx  -\-iax  = o , dont  le  lieu  qui  eft 

* Art.  311.  celui  qu’on  demande,  eft  * une  Ellipfe  que  l’on  conf- 

* Art.  3 14.  truit  * en  cette  forte. 

Ayant  mené  AD=-^b  perpendiculaire  à AP  Sc  du 
côté  de  PM,  & tiré  la  droite  indéfinie  D L parallèle  à 
AP  , on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  DE =7  a du  côté 
oppofé  h P M ; & de  part  & d’autre  du  point  E les  parties 
EE,  EG  égales  chacune  à y'~aa-\-jbb.  Enfuite  de 
l’axe  F G , qui  ait  pour  paramétré  une  ligne  GH  double 
de  FG , on  décrira  une  Ellipfe.  Je  dis  que  fa  portion 
A M O renfermée  dans  l’angle  PA  D , eft  le  lieu  de 
l’équation  précédente;  & par  conféquent  de  tous  les  points 
cherchés  M , lorfqu’ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  PM.  s’il  eft  néccfl’aire , jufqu’k  ce 
qu’elle  rencontre  l’axe  F G en  L,  on  aura  l’ordonnée 
ML—^b — y,  & E L=^~a~y  x , & par  la  propriété  » 

de  l’Eilipfe,  FLx  LG  ouEF  — EL  (’-bb — ax — xx). 

LM  (^bb — by-Eyy)  ::  FG.  GH  ::  1.2;  ce  qui  donne 
en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens  ’-bb  — 2<zx 
— ixx=^bb  — by- f-  y.  Donc,&c. 

Si  l’on  fuppufe  k prefent  que  les  points  M tombent 
. dans  les  angl.s  B .1  D , BAR,  on  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-deftùs  , tant  par  la  condition  du 
V-  Problème  que  par  la  propriété  de  l’Ellipfe  ; en  obfcr- 

vant  de  faire  A P= — x,  & P M= — y,  lorfque  le 
point  P tumbe  de  l’autre  côté  de  l’origine  A , & PM, 
de  l’autre  côté  de  la  ligne  A P.  D’où  il  fuit  que  les  por- 
. lions  de  l’Eliipfe,  que  l’on  vient  de  décrire,  renfermées 
dans  ces  angles , font  le  lieu  de  ces  points. 

On  doit  remarquer  qu’il  eft  inipo/Tible  qu’aucun  des 
points  cherchés  M,  tombe  dans  l’angle  PAR,  oppofé 
au  fommet  k l’angle  B A D dans  lequel  eft  litué  le  point 
donné  C , d’où  doivent  partir  toutes  les  perpendicu- 
laires aux  Paraboles.  Car  fi  d’un  point  quelconque  pris 
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dans  cet  angle  PAR,  on  mene  des  droites  comme  MP , 

MT,  perpendiculaires  fur  AP  6c  CM,  il  eft  vifible 
que  les  points  P , T,  tomberont  du  même  côté  du  point 
A , 6c  par  confcquent  que  cette  ligne  M T ne  pourra 
être  tangente  en  M comme  le  demande  la  qucflLon. 

Si  l’on  fuppofe  que  AP  (x)  devienne  nulle  ou  zéro , 
l’équation  précédente  yy — by~+~  ixx-+-ax  — o fe 
changera  en  celle-ci  y y- — by  = o,  dont  les  deux  raci- 
nes font  y =0  , 6c  y— b ; ce  qui  fait  voir  qu’en  tirant 
A O parallèle  & égale  à B C , le  lieu  des  points  cherchés 
M palfera  par  les  deux  points  A , O.  On  prouvera  de 
même  çn  fuppofant  que  le  point  P tombe  de  l’autre  côté 
de  l’origine  A , 6c  fàifant  AP  ( — x)  = AB  (a),  que 
ce  même  lieu  palfera  par  les  points  B,  C-,  de  forte  que 
l’Ellipfe  doit  être  décrite  autour  du  rc&anglc  A B C O. 

Ceci  donne  lieu  à une  nouvelle  conftruétion  que  voici. 

Soit  formé  le  redangle  A B CO,  6c  foittflécritc  * au-  * Art.  iy<, 
tour  de  ce  reûangle  une  Ellipfc,  dont  l’axe  f G parallèle 
aux  côtés  AB,  O C,  foit  h ion  paramètre  GH,  comme  1 
eft  à 2.  Il  eft  évident  qu’elle  fera  le  lieu  cherché. 

K.BMARQUB  I. 

3^3.  Si  la  nature  des  lignes  courbes,  telles  que  A M, 
droit  exprimée  par  l’équation  générale  y»^j=xman—m  ( les 
lettres  m,n  , marquent  les  expofans  des  puilfances  de  y 
6c  x , tels  qu’ils  puilfent  être)  qui  renferme  * non-feule-  * Art.  nf. 
ment  la  Parabole  ordinaire  , mais  encore  celles  de  tous  . 

les  degrés  à l’infini  ; on  auroit  TP  * ^ x PM  (y)  ::  * drc%  l}Jé 

CK  (b — y).  KM(a-hx):  ce  qui  donne  yy — by-t-  xx 

■4 - ~ ax  = o,  dont  le  lieu , qui  eft  celui  qu’on  cherche , 

eft  une  Ellijsfe  que  l’on  conftruira  félon  l’article  322.  ou 
bien  félon  l’article  176.  fi  l’on  obfcrve  que  cette  Ellipfe 
doit  paffer  autour  du  reâangle  donné  ABC  0 , 6c  que 
fon  axe  F G parallèle  aux  côtés  AB , OC,  doit  être 


«■ 


* 


Digitized  by  Google 


Fi«.  loi. 


F i s.  191. 


* Art.  1J7. 


* An.  j 7. 


161  Livre  Huitième. 
à fon  paramètre  GH,  en  la  raifon  donnée  de  m à n. 

Remarqub  II. 

3^4.  Sr  le  centre  E de  rEllipfc  qu’on  vient  de  décrire, 
tomboit  fur  l’origine  A de  l’axe  commun  AP  de  toutes 
les  Paraboles  A M ; & l’axe  PG  de  l’Ellipfe  fur  Taxe 
A P des  Paraboles  : cette  Ellipfe  couperoic  toutes  ces 
différentes  Paraboles  h angles  droits.  On  peut  énoncer 
ce  Théorème  de  la  maniéré  qui  fuit. 

Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  AM , de  tel 
degré  qu’on  voudra , qui  ayent  toutes  pour  axe  commun 
la  même  ligne  AP,  dont  l’origine  cft  toujours  au  même 
point  A ; & foit  une  Ellipfe  qui  ait  pour  centre  le  point 
A,  & dont  l’axe  EG  fitué  fur  A P foit  à fon  paramétré, 
comme  le  nombre  ni  expofant  de  la  puiffauce  de  AP  (x), 
eff  au  nombre  n expofant  de  la  puiffance  de  PM  ( y),  dans 
l’équation  générale  y"  = xma*—m  qui  exprime  la  nature 
des  Paraboles  AM.  Je  dis  que  cette  Ellipfe  coupera  tou- 
tes ces  Paraboles  à angles  droits. 

Par  le  point  M,  où  elle  coupe  telle  de  ces  Paraboles 
qu’on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  MT  1 1 cette  Para- 
bole, & M S perpendiculaire  à cette  tangente  ; il  eftquef- 
tion  de  prouver  que  MS  touche  l’Ellipfc  au  point  M.  Pour 
en  venir  à bout  , on  tirera  la  perpendiculaire  M P fur 
l’axe,  & ayant  nommé  les  indéterminées  AP , x ; PM  y j 
& la  donnée  RG,  zf;  on  aura  par  la  propriété  de  l’El- 

lipfe  FP  x PG  ( tt — xx) . PM  (y  y)  : : rn . n , & partant 
myy=ntt'-r-nxx.  Or  à caufe  des  angles  droits  TPM, 

T MS, il  vient  TP*  (£-x).  PM  (y  ) P M (y). 

PS= S? , & par  conféquent  AS  ou  AP+PS^-~p% 

— ~en  mettant  pour  tnyy  la  valeur  que  l’on  vient  de 

trouver  ntt — nxx.  D’où  l’on  voit  que  AP.  AF:  : AF.  AS, 
& qu’ainfi  * la  ligne  MS  touche  l’EIlipfe  au  point  M. 
Ce  qu’il  falloit , oc. 
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Exemple  VI. 

3^.  Soient  imaginées  une  infinité  d’Hyperboles , I IG«  »??•: 
qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
droites  AP,  AO , données  de  pofition , qui  font  entr’elles 
un  angle  droit  PAO-,  & foient  conçues  partir  d’un 
point  donné  C une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
CM  à ces  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  M,  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  l’Hy- 
perbole à laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tiré  les  mêmes  lignes  que  dans  l’exemple  pré- 
cédent , & les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres , 
on  arrivera  de  même  à cette  proportion  TP  * (*).'  * Art.  1*7. 
P Al  (y  ) : : CK  (£ — y)  . KM  {a  — x)  ; ce  qui  donne 
cette  équation  yy — by  — ïï  + «x=o;  dont  voici  * * Art.  jjo. 
le  lieu.  • ou  33  j. 

Ayant  pris  fur  l’Afymptotc  A O parallèle  à PM,  la 
partie  A D='-b  , 6c  mené  D L parallèle  à AP  ; on 
prendra  fur  cette  ligne  la  partie  D E='~  a du  côté  de 
P M,  & de  part  6c  d’autre  du  point  E , les  parties  EF, 

£ G,  égales  chacune  ù Ÿ'-tia — 'j-bb  ou  ÿ'-bb — ~aa 
félon  que  a eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décrira 
enfuite  de  la  ligne  FG,  comme  premier  axe  dans  le 
premier  cas , & comme  fécond  dans  le  deuxieme , deux 
Hyperboles  oppofées  cquilatercs.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  l’angle  PAO,  feront  le  lieu  de  , 
cette  équation,  & par  conféquent  celui  de  tous  les  points 
cherchés  M. 

Car  prolongeant  PM  (s’il  eft  néceflaire)  jufqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  l'axe  FG,  en  L,  on  aura  l’ordonnée 
ML  — '-b — y,  & la  partie  E L = x—~a  -,  6c*  par  la  * Art.  117. 
propriété  des  Hyperboles  équilateres  EL  -4-  E F 
(xx — ax-t-  '-bb)=LM  (±bb  — by-v-yy).  Donc,&c. 

Si  a— b , la  conftruftion  précédente  n’a  plus  de  lieu , 
car  la  valeur  du  demi-axe  E F ou  E G devient  nulle.  Ec 
comme  l’équation  précédente  devient  celle-ci  yy—ay 
—xx — ax*=o , ou  JJ— ay  ■+- ~aa  = xx— - ax ■+■  '-aa 
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de  laquelle  extrayant  de  part  & d’autre  la  racine  quarrée,il 
vient  y — ~a  = x — '-a  ou  y — x , & '-a — y—x — '-a 
ou  y=<z — x ; il  s’enfuit  que  fi  l’on  achevé  le  re&angle 
Fig.  194.  ABC  O,  & qu’on  tire  les  deux  diagonales  AC,  B O : elles 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M.  .Car  la  dia- 
gonale^ C eft  le  lieu  de  la  première  équation  y=x , & 
l’autre  diagonale  B O elt  le  lieu  de  la  deuxieme  y —a — x. 

Remarque  I. 

3156.  Si  la  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 
Afymptotes  les  droites  AB,  AO,  étoit  exprimée  par 
Fie.  153.  l’équation  générale  xm yn—am+n  qui  renferme  * les  H y- 

* Art.  11 9.  pcrbolcs  de  tous  les  degrés  à l’infini , on  auroit  TB  * 

* Att'ln  x).  PM  (y)::  CK  (b — y).  KM  (a—*)  ,•  ce 

qui  donne  y y — b y — ^xx+-a*  = o,  dont  le  lieu 
Art.}  30.  fe  confirait  * ainfi. 

Ayant  trouvé  le  point  E comme  dans  l’exemple  , on 
prendra  fur  T)  L de  part  &c  d’autre  du  point  E , les  par- 
ties EF,EG,  égales  chacune  à y'^aa  — ^b b ou 

yf-^bb — y a.  a;  félon  que  naa  eft  plus  grand  ou  moin- 
dre que  mbb.  Enfuite  de  la  ligne  F G comme  premier 
axe  dans  le  premier  cas  , & comme  fécond  dans  le 
deuxieme,  qui  foie  à fon  paramétré  en  la  railbn  donnée 
de  m à n , on  décrira  deux  Hyperboles  oppofées  : leurs 
portions  renfermées  dans  l’angle  OA  B feront  le  lieu 
qu’on  cherche.  * ' 

*~Si  a.b-.'.VmVn,  l’équation  yy — by-~  ~xx-{--ax—t) 
Fi«.  194.  fe  change  en  celle-ci  yy — ay  l/'  - — ■ ~ xx  ax— o , 
ou  y y — ay  y — l = — xx ax  de  la- 

JJ  J r m 4W1  m m 

quelle  extrayant  de  g art  & d’autre  la  racine  quarrée  , il 

vient 
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■vient  y—  '-a  ~ =x  j/i  —L  a |/£ , ou  y = x ; 


D’où  il  fuit  que  fi  l’on  achève  le  re&angle  AB  CO  , &c 
qu’on  tire  les  diagonales  B O , A C ; ces  deux  lignes 
droites  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M : car 
la  diagonale  AC  eft  le  lieu  de  la  première  .équation 

r=*  y'i.  & l’autre  diagonale  B O le  lieu  de  la 

fécondé  y = a x\f  — . 

**  tn  m 


On  prouvera  de  même  que  dans  l’Ellipfe  , que  les  Hy-  pl0<  ,5^. 
perboles  oppofées  qui  font  le  lieu  cherché  , doivent  être 
décrites  autour  du  reéiangle  donné  AB  CO  y & comme 
l’axe  FG , parallèle  aux  côtés  AB,  OC,  doit  être  h 
fon  paramétré  en  la  raifon  donnée  de  m h n , il  s’enfuit 
qu’on  peut  décrire,  fi  l’on  veut,  ces  Hyperboles  par  le 
moyen  de  l’article  176.  (Liv.  4.) 


R E M A R q U E II. 

357.  Si  le  centre  E de  l’Hyperbole  B FC  tomboit  p,Ci 
fur  le  point  A,  & fon  axe  F G fur  la  ligne  AP  y je  dis 
que  cette  Hyperbole  coupcroit  à angles  droits  toutes 
celles  qui  ont  pour  Afytnpcotcs  les  droites  A P , A O y 
ce  qu’on  peut  énoncer  ainfi. 

Soient  une  infinité  d’Hyperboles  de  tel  degré  qu’on  Fig,  ij«. 
voudra  , qui  ayent  toutes  pour  Afymptotcs  communes 
les  mêmes  droites  AP , A O , qui  font  enrr’elles  un  an- 
gle droit  ; & foit  une  Hyperbole  ordinaire  FM  qui  ait 
pour  centre  le  point  A , & dont  le  premier  axe  F G litué  * 
fur  AP,  foit  à fon  paramétré  comme  le  nombre  ru  expo- 
fant  de  la  puiflance  de  A P (x)  eft  au  nombre  ri  expofant 
de  la  puiflance  de  PM( y)  dans  l’équation  générale  xmy1’ 
s=am-hn  qui  exprime  la  nature  des  Hyperboles  MAM. 

Je  dis  que  l’Hyperbole  FM  coupe  à angles  droits  toutes 
ces  différentes  Hyperboles. 

L1 


Digitized  by  Google 


i66  Livre  Hüitihme. 

Ayant  mené  par  le  point  M où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu’on  voudra  , une  tangente  MT  ï cette 
Hyperbole  , & une  perpendiculaire  MS  à cette  tan- 
gente ; il  s’agit  de  prouver  que  l’angle  TMS  fera  droit. 
Pour  le  faire,  on  tirera  M P perpendiculaire  fur  l’Afymp- 
tote  AP  ; & ayant  nommé  les  indéterminés  AP,  xj 
PM  ,y  ,•  & la  donnée  F G,  1 1 ; on  aura  par  la  propriété 
de  l’Hyperbole  FM  cette  proportion  FPxPG  (xx — tt)* 

PM  (y y):  : m.  n,  & partant  myy==nx x — ntt.  Or  à 

* Art.  137.  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMS,  il  vient  TP  *(£-*)• 

PM(y)-.ïPM(y).  PS=~.  Et  par  conféquent  AS 

au  AP — PS=—^p^-  = P en  mettant  pour  myy  la 

valeur  qu’on  vient  de  trouver  nxx  — ntt.  D’où  l’on 
voit  que  AS  eft  troifieme  proportionnelle  à A P , AF 

* Art.  lit.  Sx  qu’ainfi  * la  ligne  MS  touche  l’Hyperbole  FM  au 

point  M.  Ce  qu  'il  fallait  démontrer. 

Exemple  VII. 

Fie.  ipC.  3^8,  La  Parabole  BAC  étant  donnée,  on  demande 
le  lieu  de  tous  les  points  M , tels  qu’ayant  mené  de  chacun 
de  ces  points,  deux  tangentes  MB , MC,  à cette  Para- 
bole ; l’angle  BMC  quelles  comprennent  foit  toujours 
égal  à un  angle  donné. 

Il  peut  arriver  que  l’angle  donné  BMC  Co it  aigu  r 
obtus,  ou  droit  j ce  qui  fait  trois  différens  cas. 

Premier  cas  Lorfque  l’angle  donné  BMC  eft  aigu. 

• Art.  160.  Ayant  mené  * l’axe  AD  de  la  Parabole  donnée  B A Cr 
qui  rencontre  les  tangentes  MB,  MC,  aux  points  F,  G , 
on  tirera  fur  cet  axe  des  points  touchans  B , C,  & du 
point  de  concours  Al,  les  perpendiculaires  BD,  CE, 
Mji.  Et  ayant  mené  M N qui  faftc  fur  l’axe  A D l’an- 
gle F NM  égal  à l’angle  FMG  complément  à- deux 
droits  de  l’angle  donné  BMC,  on  nommera  les  inconnues 
& indéterminées  AP,x ; PM,yt  AF,sj  AG  ,tj 
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& le  paramétré  de  l’axe  A D , fçavoir , A V,  a ; lequel 
ett  donné , puifque  la  Parabole  BAC  cft  donnée.  Cela 
pofé  ; k caufe  du  triangle  reÛangle  F P M,  on  aura  le 

quarré  ï M —s s — xsx-hxx-hyy , lequel  étant  di- 
vifé  par  .FG(r — t)  donnera "~l,x^~tyy~p } ^ 
caufe  des  triangles  femblables  F GM,  F MN  ; & par- 
tant PN  ou  F P — F N=  Je  cherche 

Il  préfent  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  BAC 
des  valeuis  de  r-J-  t,  st,  Ses — t par  rapport  à x Se  y, 
afin  qu’étant  fubftituées , dans  la  valeur  de  P N , cette 
ligne  ne  renferme  plus  dans  fon  expreffion  d’autres  in- 
connues que  x Se  y.  Ce  que  je  fais  ainfi. 

Les  triangles  femblables FPM,  FDB;  Se  GPM,  GEC, 
donnent  FP(s — x).  PM  ( y)  : : FD  * (2r).  BD*  as).  * Art.  11. 
Et  GP  (x — r).  PM  (y)::  GE  (2r).  CE  (x /ai).  D’où  je  * An.  7. 
forme  ces  deux  équations  ss — zxs — ^ s-h  xx=o , 

Se  tt — ix t — c’eft-k-dire  (en  faifant 

p ==  2 x-h  — pour  faciliter  le  calcul)  ss — ps-h  xx=o. 

Se  tt-pt-h  xx=o.  Je  retranche  la  fécondé  équation 
de  la  première,  & j’ai  s s — tt — ps  -\-ptx=o,  qui  étant 
divifée  par  s — t donne  s-h  t=p  ÿ Se  partant  s—p  — t, 
£ess=ps — ts—ps-~x  x k caufe  de  la  première  équa-  w> 

tlon,  d’où  je  tire  st=xx.  Si  J’on  ôte  4 x x valeur  de 
qsr  de  pp  valeur  de  ss-t-zt s-htt,  on  formera  enfin 
cette  égalité  ss — ist-h-tt—p  p — qxjt,  & extrayant 
de  part  & d’autre  la  racine  quarrée,  on  aura  s — 1= 

V pp — 4xx=-n  — v-  en  mettant  pour  p fa  valeur  2* 


.4  yy 


Si  l’on  met  k préfent  k la  place  de  s -ht,  se,  & 

s — r,  leurs  valeurs  zx-h~  , xx,  Se  dans 

si 2=2=2=22.,  on  trouvera  PN=-%L i.  Dr  fi 
* — ' *v**-hyy 

L1  ij 
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l’on  prend  fur  l’axe  la  parrie  NQ  égale  au  paramétré 
AP\a),  & qu’on  tire  ()  T parallèle  à PM , & qui  ren- 
contre en  T la  droite  MN  prolongée  autant  qu’il  fer» 
néceflaire  ; il  eft  vifible  que  la  ligne  Q T fera  donnée ,, 
puifque  dans  le  triangle  reftangle  NQT,  l’angle  QNT 
qui  eft  égal  à l’angle  donné  B M C eft  donné , & que 
de  plus  le  côté  N Q , qui  eft  égal  au  paramètre  AP  de 
l’axe  de  la  Parabole,  eft  auffi  donné.  Soit  donc  la  donnée 
QT=b,  & à caufe  des  triangles  fcmblables  N PM, 

NQT,  on  aura  cette  proportion,  N P 

PM(y)  ::  a.  b , & partant  ^apyy -\-ax  = 4tbx — ab ^ 
c’eft-à-dire  en  ôtant  les  incommenfurables  y y — — x» 
- _4_fl*_+-^-x — ^ bb  = o , dont  le  lieu  (qui  eft  celui 

*-Àrt  i & qu’on  cherche  ) fe  conftruit  * en  cette  forte. 

331.  Soit  prife  fur  l’axe  AD  de  la  Parabole , la  partie  A H 

_ ' a _j_  ^ du  côté  de  PM  ; 2c  de  part  & d’autre  du  point- 

IF  les  parties  HI,  MC,  égales  chacune  h . fc 

fbit  décrire  du  premier  axe  IK  qui  foit  a fon  paramétré- 
K L comme  a a eft  a b b , une  Hyperbole  KM.  Je  dis- 
qu’elle  fera  le  lieu  de  l’équation  que  l’on  vient  de  trouver. 

Car  HP—x — — de  par  la  propriété  de  l’Hy- 
perbole ~HP  — H A (xx— ~ax—  ~ x-t-ji  aa).  PM 

(yy  )::  IK.KL  ::  a.a.  bb  ; ce  qui  donne,  en  multipliant 
les  extrêmes  & les  moyens,  l’équation  précédente. 

Il  eft  à propos  de  remarquer  que  dans  ce  cas  F N 
fera  toujours  moindre  que  F P ; puifque  l’angle  F NM, 
qu’on  a pris  égal  au  complément  à deux  droits  de  l’an- 
gle donné  , eft  obtus.  C’eft  pourquoi  la  valeur 

F P — F N doit  être  poficive  ; & par  conféquent  x doit 
toujours  furpafler  '-d.  D’où  l’on  Voit  que  quoiqu’il  y ait 


c 
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tfne  portion  de  l’Hyperbole  oppoféc  a.  KM  qui  foit  ren- 
fermée dans  l’angle  PA  V fait  par  la  ligne  A P & par 
la  droite  A V menée  parallèlement  à P M &c  du  même 
.côté,  elle  ne  pcùt  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M i parce  que  A I étant  moindre  que  ~a  , ^'indé- 
terminée AP  qui  lèroit  alors  moindre  que  Al , feroit 
à plus  forte  raifon  moindre  que  7 a. 

Second  cas.  Lorfque  l’angle  donné  eft  obtus.  En  fup^- 
pofant  que  les  points  M tombent  dans  l’angle  PA  V , 

& par  un  rayonnement  fcmblable  à celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  ; & par  conféqucnt  la 
conftrudion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  faut 
obferver  dans  ce  fécond  cas  que  F N fera  plus  grande- 

que  F P,  & qu’ainfi  la  valeur  — de  F P — F N de- 

*vyy-\-ax 

viendra  négative  ; d’où  il  fuit  que  * fera  toujours  moin- 
dre que  j-a,  & partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  la 
portion  de  l’Hyperbole  qui  s’étend  du  même  côté  de  la 
Parabole  , laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
PAIS.  Et  comme  en  fuppolant  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  D AV , on  trouve  encore  la  même  équa- 
tion , il  s’enfuit  que  cette  Hyperbole  enticre  fera  le  lieu' 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Dc-lk  il  eft  évident  que  fi  une  Hyperbole  KM  eft  le 
lieu  de  tous  les  points  M lorfque  l’angle  donné  B M C- 
eft  aigu  , fon  oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorf- 
que l’angle  donné  fera  égal  au  complément  à deux  droits 
de  l’angle  BMC,  parce  qu’alors les  lignes  données  a & b' 
qui  déterminent  la  conftru&ion  des  Hyperboles,  demeu- 
rent les  mêmes.' 

Troifume  cas.  Lorfque  Tangle  donné  eft  droit.  Il  eft  Fie.  1 «>*. 
dair  que  F N eft  alors  égale  à F P , & qu’ainfi  la  valeur  ‘97* 
de  F P — F N fera  nulle  ou  zéro.  D’où  l’on 

4Vyy-\-*x  . . , . 

voit  * que  fi  l’on  prend  fur  l’axe  A D prolongé  vers  fon  * Art.  30 6. 
origine  A la  partie  AP  — ^-a,  & qu’on  lui  mène  la  per- 
pendiculaire indéfinie  PM;  cette  ligne  qui  n’cft  autre  - 


c 
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ligne  A R dont  l’origine  foit  en  A , on  tire  d’un  point 
quelconque  M de  l’Hyperbole  K M deux  tangentes 
MB , MC , à cette  Parabole  : je  dis  que  l’angle  BMC 
qu’elles  comprennent , fera  toujours  égal  à la  moitié  de 
l’angle  fait  par  les  Afymptotes  ; 6t  que  fi  l’on  prend  le 
point  M fur  l’Hyperbole  oppofée  , l’angle  compris  par 
les  tangentes , fera  toujours  égal  au  complément  h deux 
droits  de  la  moitié  de  l’angle  fait  par  les  Afymptotes# 

Exemple  VIII. 

360.  Une  ligne  droite  indéfinie  B AP  étant  don-  Fie.  îjl* 
née  de  pofition  lur  un  plan  avec  deux  points  fixes  A ,D , 
l’un  fur  cette  ligne  6c  l’autre  au  dehors  ; on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M , dont  la  propriété  foit  telle 
qu’ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
fixes  A , D , les  droites  AÎA.AÎD:  la  ligne  A Al  foit 
toujours  égale  à la  partie  ME  de  l’autre  droite  DM, 
prife  entre  le  poinc  -M  6c  le  point  E où  elle  rencontre 
la  ligne  MP. 

Du  point  donné  D & du  point  M que  l’on  fuppofe 
être  l’un  des  points  cherchés,  ayant  mené  les  perpendicu- 
laires B D , MP  , fur  la  ligne  AP,  on  nommera  les" 
données  A B , ia  ; B D , ib  ; 6c  les  inconnues  6c  indé- 
terminées Si  P,  x ; PM, y : 6c  on  aura  AP=PE  ; puif. 

2ue  ( hyp .)  AAI=AÎE.  Or  les  triangles  fcmblablcs  EBD, 

IP  M,  donncnris.fi  ou  AE  — AB  (21  — 2a).  BD 
EP  (*)•  P M (y).  En  multipliant  donc  les 
extrêmes  6c  les  moyens , on  formera  cette  équation 
xy  — ays=b  x , qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème,  6c  dont  le  lieu  qui  eft  * une  Hyperbole  * 4rt.  jJ7. 
équilatere  entre  les  Afymptotes  fe  conftruit  ainfi. 

Soit  tirée  la  ligne  A D que  l’on  divifera  par  le  milieu 
en  C,  par  où  l’on  mènera  les  droites  CF,  CG,  l’une 
parallèle  6c  l’autre  perpendiculaire  à AP  : foient  décrites 
entre  les  Afymptotes  CF,  CG,  indéfiniment  prolongées 

de  part  6c  d’autre  du  point  C , par  les  points  D , A,  + * ^rt-  ,i*- 

r ji. 
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17,2,  Livre  Huitième. 
les  deux  Hyperboles  oppofées  D M,AM , qui  font  * 
équilateres.  Je  dis  qu’elles  feront  le  lieu  complet  de  tous 
le  i points  cherches  M. 

■Car  les  Asymptotes  CF,  CG , divifenc  les  droites  AB , 

B D en  deux  parties  égales  aux  points  L,  K,  puii'quc 
AD  eft  divifée  par  le  milieu  en  C ; & partant  lorfque 
les  points  P tombent  fur  A B prolongée  indéfiniment 
du  côté -de  B , comme  l’on  vient  de  fuppofer  en  faifaut 
le  calcul,  la  ligne  PL  ou  CH=x  — a,  HM=y  — b ; 

& par  la  propriété  * de  l’Hyperbole  C H x H M 
(xy — ay — bx  -+-  ab)  = CKx  KL)  ( ab ) : ce  qui  donne 
xy — ay=bx. 

Si  l’on  fuppofe  à préfent  que  les  points  P tombent  fur 
B A indéfiniment  prolongée  du  côté  de  A , ou  fur  la 
partie  déterminée  A B ; on  trouvera  toujours  (en  ob- 
fervant  de  faire  A P =—  x , & PM— — y,  lorfqu’ils 
tombent  de  l’autre  côté  du  point  A & de  la  ligne  AP) 
la  même  équation  xy  — ay—bx,  tant  parla  condition 
marquée  dans  le  Problème  , que  par  la  propriété  de 
l’Hyperbole  AM  ou  DM.  Donc,  &c. 

•Corollaire. 

361.  De-la  il  eft  évident  que  les  parties  MR y 
MS  des  deux  droites  AM,  DM,  comprifes  entre  le 
point  M & l’une  ou  l’autre  des  Afymptotes , font  égales 
entr’elles.  Car,  r.  Lorfque  l’Afymptote, comme  CF , cil 
parallèle  à la  ligne  AP  , l’angle  RS  M eft  égal  à l’angle 
A E M,(k  l’angle  S RM  à l'angle  MAE.  i°.  Lorfque 
l’Afymptotc  , comme  CG  , eft  perpendiculaire  à AP , 
l’angle  R S Al  fera  le  complément  à un  droit  de  l’angle 
AE  M\  caufe  du  triangle  rc&angle  S LE , & de  même 
l’angle  S RM  ou  fon  oppofé  au  fommet  A RL  eft  le 
complément  à un  droit  de  l’angle  EAM  h caufe  du 
triangle  rcélangle  RAL.  Donc  puifque  les  angles  EAM, 
AEM , font  égaux,  il  s’enfuit  que  le  triangle  RMS  fera  , 
ifofcelle,  & qu’ainfi  les  côtés  MR,  MS,  feront  égaux 

entr’eux. 


< 


Digitized  by  Google 


Des  PROBLEMES  INDÉTERMINÉS.  273 
entr’eux.  Ce  Corollaire  nous  fournit  le  Théorème  fuivant. 

Si  l’on  mene  d’un  point  quelconque  M d’une  Hyper- 
bole équilatere,  deux  droites  MD , MA,  aux  extrémités 
d’un  de  fes  premiers  diamètres  A D , lefqucllcs  ren- 
contrent l’une  ou  l’autre  Afymptote  aux  points  R,  S : 
je  dis  que  les  parties  MR,  MS , de  ces  deux  droites 
feront  égales  entr’ elles. 

Exemple  IX. 

362.  Deux  cercles  E GF,  B N O,  dont  les  centres  Fig.  jj». 
font  C,  A , étant  donnés , & ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G du  cercle  EGF  une  tangente  indéfinie  GNO 
qui  coupe  l’autre  cercle  B NO  en  deux  points  N,  O , par 
lefquels  foient  tirées  les  tangentes  NM,  OM ; on 
.demande  le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA,  qui  pafte 
par  les  centres  C,  A,  des  cercles  donnés;  on  mènera  les 
droites  CG,  AM , qui  feront  parallèles,  puifque  l’une 
& l’autre  eft  perpendiculaire  fur  la  môme  droite  G Ot 
qu’elles  rencontrent  aux  points  G,  Q;  & on  nommera 
les  données  AB  ou  AO,aj  CE  ou  CF  ou  CG,bj 
CA,c’t  & les  inconnues  & indéterminées  AP,  x, 

PM,  y.  Cela  fait,  les  triangles  re&anglcs  femblables 
AOM,AQO,  donneront  AM  (y  xx-\-yy').  A O {a)  :: 

AO  (a).  A Q~ ^ ■ Et  menant  CH  parallèle  à 

GO,  qui  rencontre  en  H,  MA  prolongée,  s’il  eft  néccf- 
fairc , on  aura  k caufe  des  triangles  rcâangles  fcmbla- 
bles  MAP,  CA  H , cette  proportion  : PA  (x).  AM 

Wxx^ÿÿ)-.  : AH  ou  CG— AÇ)(b—  AC(c)-, 

ce  qui  donne  b\/xx-\-yy=^aa-\-cx  , c’eft-à-dirc  , en 

ôtant  les  inçommenfurables  , l’équation  y y -+-  bbj-c  x x 

— TT  x — Tt  ~°  ’ ^ont  k ^'eu  * une  Parabole , une  * Art.  545. 

Ellipfe,  ou  une  Hyperbole  félon  que  CE  ( b ) eft  égale, 

M m 
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plus  grande  , ou  moindre  que  CA  (c).  Voici  la  conftruc- 

tion  du  dernier  cas. 

Soit  prife  fur  la  ligne  A P la  partie  AR  = — du 
côté  oppofé  à PM. } & de  part  & d’autre  du  point  R.  les 
parties  RI,  RK,  égales  chacune  à & foit  décrite 


du  premier  axe  I K qui  ait  pour  paramètre  KL——, 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion  indéfinie  DM 
renfermée  dans  l’angle  P AD  fait  par  la  ligne  AP  & 
par  la  droite  AD  menée  parallèlement  à PM  & du 
même  côté,  fera  le  lieu  de  cette  équation. 

Car  par  la  propriété  de  l’Hyperbole,  K P — RI 

rûiyy)  ■■■■  IK(Z £)■  *£(t)  : 

ce  qui  redonne  l’équation  précédente. 

Si  l’on  fuppofe  à préfent  que  les  points  M tombent 
dans  l’angle  KAD  qui  efi  à côté  de  l’angle  PAD,  on 
trouvera  encore  ( en  faifant  ^.P  = — x)  la  même  équa- 
tion ; d’où  il  fuit  que  la  pqrtion  déterminée  I D de  l’Hy- 
perbole IM , avec  la  moitié  entière  de  l’Hyperbole 
qui  lui  eft  oppofée , fera  le  lieu  de  Ces  points  , & 
qu’ainfi  ces  deux  Hyperboles  oppofées  compofent  le 
lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M : où  l’on 
doit  obferver  que  la  portion  S I T renfermée  dans  le 
cercle  • B N O efl  inutile,  puifqu'aucun  des  points  de 
concours  M des  deux  tangentes  NO,  OM , à ce  cercle, 
11c  peuvent  tomber  au  dedans. 


Il  eft  k propos  de  remarquer  que  RA 

= \fKR'+'-IKxKL  , comme  l’on  voit  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  ; & qu’ainfi 
puifque  le  re&angle  I KxKL  vaut  le  quarré  de  la  moitié 
du  fécond  axe  , le  point  A fera  * l’un  des  foyers  de 
l’Hyperbole  I M.  Or  puifque  AI  on  A R — RI 


AK^AR  + RK^'-^g 

tc  — bb 


Digitized  by  Googlej 


Des  Problèmes  indéterminés. 

= ~Tbt  il  s’enfuit  qu’on  peut  abréger  la  conftruéuon 
précédente  en  cette  forte. 

Soient  prifes  fur  la  ligne  AC  du  côté  de  C,  les  parties 
AI,  A K,  troifiemes  proportionnelles  h AF  (c b)  , 
A B (a)  , & k AE  (c — b),  A B (a)  ; & foier.t  décrites 
du  premier  axe  IK,  & du  foyer  A * deux  Hyperboles 
oppofées.  Il  eft  évident  qu’elles  feront  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M. 

‘ Lorfque  CE  (b)  eft  plus  grande  que  CA  (c),  laconf- 
truûion  de  l’Ellipfe  qui  eft  le  lieu  des  points  cherchés  AI, 
fe  fera  de  la  même  maniéré  que  pour  l’Hyperbole,  enob- 
fervanc  de  prendre  la  partie  A K de  l’autre  côté  du  point 
A par  rapport  au  point  C.  Et  enfin  lorfque  CE  ( b)  = CA 
(c),  il  n'y  aura  qu’à  prendre  fur  la  ligne  AC  du  côté  de  C, 
la  partie  A I troificme  proportionnelle'  à A F , A B , & 
décrire  enfuite  une  Parabole  qui  ait  pour  foyer  le  point 
A , & pour  axe  la  ligne  IA  dont  l’origine  foit  en  I. 

Corollaire  I.  tour  l’Ellipse  & les 
• Hyperboles  opposées. 

363.  De-la  il  eft  évident  que  fi  de  l’un  des  foyer  s A 
d’une  'Ellipfe  ou  de  deux  Hyperboles  oppofées  , dont  le 
premier  axe  eft  IK,  on  décrit  un  cercle  quelconque  B NO-, 
& qu’ayant  pris  fur  cet  axe  les  parties  AE,  AF,  troifiemes 
proportionnelles  ^.AK,  AB , & h Al,  AB,  (fçavoir  AE 
du  côté  du  point  K,  & AF  du  côté  du  point  I) , on 
décrive  du  diamètre  EF  un  cercle  EGF  : il  eft  évident, 
dis-je,  que  fi  l’on  tire  d’un  point  quelconque  M de  la  Sec- 
tion , deux  tangentes  AIN,  M O,  au  cercle  B N O,  la  ligne 
ON  qui  joint  les  points  touchans  étant  prolongée , s’il  eft 
néceflaire  , touchera  toujours  l’autre  cercle  E GF. 

Corollaire  II.  pour  la  Parabole. 

364.  I l fuit  encore  de  la  réfolution  de  ce  Problème, 

' que  fi  du  foyer  A d’une  Parabole  IM  dont  l’axe  IA  a 

Mm  ij 


* Art.  t 6. 


Fie.  200. 


Fig.  199. 


Fig.  too. 
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Ton  origine  en  /,  on  décrit  un  cercle  quelconque  B NO; 

& qu’ayant  pris  iur  l’axe  du  côté  de  fon  origine , la  partie 
AF  troificme  proportionnelle  à AI , AB , on  décrive 
un  cercle  AGF  du  diamètre  AF;  6c  qu’enfin  l’on 
tire  d’un  point  quelconque  M de  la  Parabole  deux  tan- 
gentes MN,  MO,  au  cercle  BNO  : la  ligne  NO  qui 
joint  les  points  touchans , étant  prolongée  , s’il  eft  nécef- 
faire , touchera  toujours  le  cercle  AGF  en  un  point  G. 

E x H m r l b X, 

Fig*  loi.  36"}.  Un  e ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée 
tou  103.  fur  un  plan , avec  un  point  fixe  F hors  d’elle  ; trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M , dont  la  propriété  fbit  telle 
qu’ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendicu- 
laire MP  fur  A P,  & au  point  P une  ligne  droite  M F ? 
la  raifon  de  MP  à MF  foit  toujours  la  môme,  que  celle 
de  la  donnée  a k la  donnée  b. 

Ayant  mené  du  point  donné  F fur  la  ligne  AP  la 
perpendiculaire  FA  > & du  point  M que  l’on  fuppofe 
être  l’un  des  cherchés  , une  parallèle  MQ  k-AP,  otr 
nommera  la  donnée  AF,  c ; & les  inconnues  6c  indé- 
terminées A P , x ; P M,  y ; qui  font  entr’elles  un  angle 
droit  A P M.  Cela  pofé  , le  triangle  reétangle  M QF 

donne  M F = t'0  ( cc — 2cy-+-  yy)  -+■  MQ  (xx),  & 
à caufe  de  la  condition  marquée  dans  le  Problème,  on 

aura  AfP  (yy)-  MF  (cc — zcy yy xx)  aa.  bb‘r 
d’où  (en  multipliant  les  moyens  & les  extrêmes)  on  tire 
cette  équation  aayy — bbyy — zaacy-{-aaxx-+~aacc=o , 
dont  il  s’agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu.  Pour  en 
venir  k bout , il  faut  diftinguer  trois  différens  cas  , félon 
que  a eft  plus  grand  , moindre , ou  égal  k b.. 

Premier  cas.  En  divifant  par  aa  — bb , on  trouve  cette 

. ^uarion)/^y+~*x  + ^»0,, 

* Art.  324-  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe  * qye  l’on  conftruit  en.  cette 
forte*. 
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Soit  prife  fur  AF  du  côté  de  F,  la  partie  ^,G'  101  • 


& ayant  mené  par  le  point  C une  parallèle  K H à A P, 
fiaient  prifes  fur  cette  ligne  de  part  & d’autre  du  point 

C,  les  parties  CH , CK , égales  chacune  h ^ En- 

fuite  de  l’axe  KH  qui  (oit  à fon  paramétré  KL  comme 
a a- — b b eft  à a a , foit  décrite  une  Ellipfe.  Je  dis  qu’elle 
fera  le  lieu  de  l’équation  précédente , & par  conféqucnt 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  par  la  propriété  de  l’Ellipfe , K E x E H ou  CH 


KH.  KL::  aa  — bb.aa-,  ce  qui,  en  multipliant  les  extrê- 
mes & les  moyens , rend  la  même  équation  que  ci-deflus. 

Puifque  Cif . CR ::  KH.  KL  ::  aa—bb.  aa,  il 
s'enfuit  que  le  detni-axe  CB  ou  CD  = ; & qu’ainft 

DF  ou  D C-h  CF=  = --L,  & F B ou  CB— CF 

dJ——oà  a — 0 

Êï-  Donc  DFxFB==—^=LH-,  & 

partant  le  point  Feft  ¥ l’un  des  foyers  de  cette  Ellipfe  * An. 
qui  a pour  grand  axe  la  ligne  BD.  Ces  remarques  nous 
fournirent  une  conftruâion  beaucoup  plus  fimple  que 
la  précédente  : La  voici; 

Soient  prifes  fur  FA  du  côté  de  A la  partie  F B 

—jfpi  & du  côté  oppofé  la  partie  FD=z-^j--b,  Ayant 

pris  DG  égal  à BF  du  côté  de  F;  foit  décrite  des  foyers 

F,  G , & de  l’axe  BD  * une  Ellipfe  ; il  eft  évident  qu’elle  * Art.  jS. 

latisfera  à laqueftion. 

Second  cas.  On  aura  dans  ce  casyy-t-  y — xx 

— tt—ia  ==°  ’ Pafce  que  a eft  moindre  que  b.  Le  lieu 


de  cette  équation  fera  deux  Hyperboles  oppofées , que 
ton  pourra  conftruirc  félon  l’article  332.  ( Liv.  7.  ).  Après- 
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avoir  fait  les  mêmes  remarques  , que  dans  le  cas  pré- 
cédent , on  trouvera  cette  conftru&ion. 

Fie.  101.  Soient  prifes  fur  FA  du  côte  du  point  A les  parties 

FB=j~~a,  FD  = ç~a.  Ayant  pris  .DG  égal  à B F 

* Arc.  7 6.  du  côté  oppofé  au  point  F,  foient  * décrites  des  foyers 
.F,  G,  & du  premier  axe  BU,  deux  Hyperboles  oppo- 
fées  B M,  DM.  Elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M. 

Troifiemecas.  L’cquation  générale  aayy—bbyy—iaaçy 
-\-aaxx  -t-  aacc—o  fe  changeant  en  cette  autre  xx — 2cy 
-4-cc  = o,  parce  que  a—b,  fon  lieu  eft  une  Parabole 
Fio.  ioj.  qu’il  eft  facile  de  conftruire  félon  l’articlè  310.  (Liv.  7.) 

mais  on  voit  tour  d’un  coup.&  fans  avoir  befoin  d’au- 
cun calcul , que  fi  l’on  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour 
directrice  la  ligne  AP , Sx.  pour  foyer  le  point  F,  fielen 
qu’il  eft  enfeigné  dans  la  définition  première  du  premier 
Livre  ; elle  fera  le  lieu  requis. 

'v 

Corollaire  I. 

366.  Il  eft  clair  dans  le  premier  cas,  que  CF 

(^)  • CA  (A?*)'-*-  h & *’on 

trouve  la  même  chofc  dans  le  fécond  cas  : ce  qui  donne 
lieu  h ce  Théorème. 

Fig.  101.  Si  dans  une  Ellipfe  ou  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ont 

101.  pouf  centre  le  point  C,  pour  foyers  les  deux  points  F,  G,  Sc 

pour  premier  axe  la  ligne  B D,  on  prend  CA  troifieme  pro- 
portionnelle à CF,  CB,  du  côté  du  foyer  F;  & qu’on  mené 
la  droite  indéfinie  AP  perpendiculaire  fur  BD  : je  dis  que 
fi  d’un  point  quelconque  M de  la  Seéfcion  , l’on  tire  fur 
A P la  perpendiculaire  MP , & au  foyer  F la  droite  MF  ; 
la  raifon  de  MP  à MF,  fera  toujours  la  même  que  du 
premier  axe  BD  à la  diftance  FG  des  foyers. 

Dans  les  Corollaires  fuivans  cette  ligne  droite  indé- 
finie A P s’appellera  Dircdricc  à l’égard  de  ces  deux 
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ScCticns  ; auffi  bien  qu’à  l’egard  de  la  Parabole.  D’où 
l’on  *oit  qu’il  eft  facile  de  décrire  une  SeCtion  conique 
qui  ait  pour  foyer  un  point  donné  F , pour  directrice 
une  ligne  donnée  de  pofition  AP , & qui  pafTe  par  un 
point  donné  M ; car  tirant  au  foyer  F la  ligne  M F,  &c 
fur  la  direélrice  AP  h perpendiculaire  MP,  & nom- 
mant les  données  MP ,a  ; MF ,b ; il  n’y  aura  qu’à  dé- 
crire le  lieu  des  points  M tels  que  MP  foit  toujours  à 
MF  comme  a eft  à b. 

Corollaire  II. 

367.  Si  l’on  joint  deux  points  quelconques  M,  N,  F 16 ■ *04* 
d’une  SeCtion  conique  , par  une  ligne  droite  qui  rencontre  105*  • 
la  directrice  en  C;  & que  du  foyer  F,  on  tire  les  droites 
FAI,  F N,  FC:  je  dis  que  la  ligne  FC  coupc  en 
deux  parties  égales  l’angle  N F H complément  à deux 
droits  de  l’angle  N FM , lorfque  les  points  M , N , 
tombent  fur  une  Parabole  , Ellipfe  , ou  Hyperbole  ; & 
l’angle  N F M , lorfqu’ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofées. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  MP,  NQ,  fur  la 
directrice  , & la  ligne  N D parallèle  à Ai  F ; les  triangles 
femblahlcs  MP  C,  NQC  , & MFC,  NDC  , donnent 
MP . NQ  ::  MC.  NC  ::  MF.  ND.  Et  partant  MP. 

M F : : N Q.  N D.  Or  par  la  propriété  de  la  SeCtion 
conique,  qui  a pour  directrice  la  ligne  PQ,  & pour 
foyer  le  point  F,  on  aura  MP.  MF  ::  N Q.  N F.  Les 
lignes  N D , N F , feront  donc  égales  entr’elles  ; c’eft 
pourquoi  dans  le  premier  cas  l’angle  ND  F ou  CFH 
fera  égal  à l’angle  CF  N , & dans  le  fécond  l’angle  FDN 
ou  CFM  fera  égal  à l’angle  CF  N.  Ce  qu’il  fulloit 
prouver. 

Corollaire  III.. 

368.  De  -la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  Fi«.  104. 
Parabole  , Ellipfe  , ou  Hyperbole  qui  pa/Te  par  trois 
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points  donnés  Al,  N,  O , & qui  ait  pour  foyer  le  point 
donné  F.  # • 

Soient  menées  par  le  foyer  F,  les  droites  FC,FE, 
qui  divifentpar  le  milieu  les  angles  NFH , NFK,  com- 
plemens  à deux  droits  des  angles  donnés  MF N , OFN-, 
Çc  par  les  points  C,E , où  elles  rencontrent  les  lignes 
AIN,  ON,  qui  joignent  les  points  donnés,  foie  tirée 
.une  ligne  droite  indéfinie  CE.  Soit  décrite  une  Seûion 
conique  qui  ait  pour  directrice  la  ligne  CE  , pour  foyer 
le  point  F , & qui  paffe.  par  le  point  M : il  cft  clair, 
félon  le  Corollaire  précédent , qu’elle  paffera  aufli  par  les 
deux  autres  points  N , O. 

Corollaire  IV. 

ïi  g.  loj.  369.  On  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  mar 
niere  de  décrire  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F ; & dont  l’une  d’elles  paffe 
par  deux  points  donnés  M,  O,  & l’autre  par  un  point 
donné  N. 

Soit  menée  par  le  point  F la  ligne  F E qui  divife  par 
le  milieu  l’angle  Fl  F O complément  ù deux  droits  de 
l’angle  M F O formé  par  les  droites  FM,  F O , tirées 
du  point  .Faux  deux  points  M,  O , qui  doivent  fe  trou- 
ver dans  la  même  Hyperbole  ; & foit  encore  menée  par 
le  même  point  F la  ligne  F C , qui  divife  en  deux  parties 
égales  l’angle  Al  F N formée  par  les  droites  FM,  F N, 
tirées  du  point  F aux  deux  points  M,  N,  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
E,  C,  où  les  lignes  FE,  FC,  rencontrent  les  droites 
Al  O , MN , qui  joignent  les  points  donnés  , foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  E C.  Soient  en6n  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées , qui  ayent  pour  foyer  le  point  F, 
pour  direéfrice  la  ligne  E C , & dont  l’une  d’elles  paffe 
par  le  point  M : il  eft  évident  qu’elles  fatisfont  à la 
queftion. 

Corollaire  V. 
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Corollaire.  V. 

370.  Les  memes  chofcs  étant  pofées  que  dans  le  Fig.  104. 
Corollaire  fécond;  il  eft  vifiblc  que  l’angle  MF  N dif- 
férence de  l’angle  CFM  Sx.  de  fon  complément  à deux 

droits  CF  H ou  CF  N,  diminue  à mcfurc  que  le  point 

iV  approche  du  point  M ; de  forte  qu’il  s’évanouit  tout- 

h-fait,  lorfque  le  point  N tombe  fur  le  point  M.  L’angle 

CFM  fera  donc  égal  alors  à fon  complément  h deux 

droits  , & par  conlequent  il  fera  droit.  Or  comme  la 

ligne  M N devient  alors  la  tangente  M T,  puifqu’elle 

palfe  * par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  ; * Art.  1S8. 

on  voit  naître  une  maniéré  générale  Sx  toute  nouvelle 

de  mener  d’un  point  donné  M fur  une  Seélion  conique, 

une  tangente  MT,  un  foyer  F avec  l’axe  qui  paffe  par 

ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  direftrice  comme  H eft  enfeigné 
dans  le  Corollaire  fécond , on  mènera  du  point  donné 
M au  foyer  F la  droite  MF , fur  laquelle  on  tirera  la 
perpendiculaire  F T qui  rencontre  la  dire&rice  en  T,  par 
.où  & par  le  point  donné  M on  tirera  la  tangente  cherchée 
MT. : 

Exemple  XL 

371.  Deux  angles  KAM,KBM,  mobiles  autour  Fie.  ton- 
des points  fixes  A,  B,  étant  donnés  fur  un  plan,  avec 

une  ligne  droite  indéfinie  F K qui  ne  palfe  par  aucun  de 
ces  points  ; foit  imaginé  le  point  de  concours  K des  deux 
côtés  AK  , B K , fe  mouvoir  le  long  de  la  droite  F K , 

& foit  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe 
que  décrit  dans  ce  mouvement  le  concours  M des  deux 
autres  côtés  AM,  B M,  prolongés  lorfqu’il  eft  nécef- 
faire  de  l’autre  côté  des  points  A , B. 

Sur  A B comme  corde , je  décris  de  l’autre  côté  du 
point  M , un  arc  de  cercle  capable  d’un  angle  BD  A 
qui  vaille  quatre  droits  moins  les  deux  angles  donnés 
K A M,  K BM ; de  ayant  achevé  le  cercle  entier  donc 

Ma 
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ccr  arc  fait  partie , il  peut  arriver  que  la  droite  indéfinie 
F K tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle , ou 
qu’elle  pafl'e  au  dedans , ou  enfin  qu’elle  le  touche  ; ce 
qui  fait  trois  différens  cas  que  j’explique  en  particulier. 

Premier  cas.  Du  centre  C du  cercle  B DA  E je  mene 
fur  F K , la  perpendiculaire  CF  qui  le  rencontre  aux 
points  D,  E i & je  fais  paffer  par  le  point  U ( plus  pro- 
che de  la  ligne  F K que  l’autre  point  E ) les  deux  côté9 
D A , D B , des  deux  angles  DAP , DBQ,  égaux  aux 
angles  KAM,KBM , Icfqucls  côtés  étant  prolongés 
vers  D rencontrent  la  ligne  F K aux  points  G , H.  Or 
par  la  confhuéHon  l’angle  BD  A plus  les  deux  angles 
DA  P , D B Q , vaut  quatre  droits  ; & comme  le  même 
angle  B DA  plus  les  deux  angles  D A B , D B A , vaut 
deux  droits  ; il  s’enfuit  que  les  angles  B A P , A B Q, 
valent  deux  droits , & qu’ainfi  les  lignes  AP,  BQ,  fonc 
parallèles  entr’elles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K fur  les  deux  côtés  A D , B D , 
les  perpendiculaires  KR,  K S ; & des  points  A,  M , fur  les 
deux  autres  côtés  BQ,  AP,  les  perpendiculaires  AJ, 
M P , qui  rencontrent  B Q,  aux  points  J,  Q.  Soient  les 
données  FE*=a,  FD=b , Bl—c,AI—  d,  FG=g , 
FH=h,  DG—m,  DH—n  ; & les  inconnues  FK=ç, 
AP=x,  P M=y  ; & à caufc  des  triangles  re&angles 
femblables  ,GDF , G K R,  on  aura  ces  deux  propor- 
tions : GD  (m).  GF  (g)  ::  GK  ({—g).  GR=l- Et 
G D (m).  DF  (b)::  GK  ( g).  KR=^.  Or  les  trian- 

gles rcûanglcs  femblables  GDF , EDA  , donnent  aufli 
GD  (m).  DF  (b)::  ED  (a— b).  AD=a-^i,  & par- 
tant AD  -+-  DG  ou  AG=± =“±22  & AG-hGR 

OU  A R = ±±±.mAL±flr3L — • parce  mm=bb 

-’rgg  à caufe  du  triangle  reilanglc  DF  G.  Mais  les 
triangles  rcélangles  A RK  , A PM.  font  femblables. 


/ 
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car  retranchant  des  angles  égaux  RAM,  DAP  le 
même  angle  K AP  , les  relies  K A R,  PAM,  feronc 

légaux;  & par  conléquent  A R (— m-^)  . RK(^^j  : : 

AP  (x ).  PM  (y),  d’où  l’on  tire  {=^±^. 

Maintenant  les  triangles  reélanglcs  femblables  H DF, 
HKS  donnent  HS=^±^,  & Jes 

triangles  reélangles  femblables  HFD,  E BD , donnent 


DH  (n).  DF  (b)::  DE  (a— b).  DB=a±r±,  £t  par- 
tant BD -h  DH  ou  B H =ai  u^~nn  > fc  BH—HS 


ou 


ÿ y ai bb-\-nn— hf  - kh ai — ftç 


parce  que  nn*=bb 


-4-  h h à caufe  du  triangle  re&angle  D F H.  Or  les  trian- 
gles rcdangles  BSK,  BQM  , font  femblables  ; car 
retranchant  des  angles  égaux  D B Q,  KBM,  le  même 
angle  D B M. , les  relies  K B S,  JH  BQ,  feront  égaux  j 

& par  conféqucnt  B S . SK  ::  B Q 


(x—c).  QM(y+d).  D’où  l’on  tire 

Comparant  cette  derniere  valeur  de  ç avec  la  précé- 
dente , multipliant  en  croix  , & fàifant  pour  abréger 

GH  (g-+-b)=f,  on  arrive  enfin  en  divHant  par  abf 
à cette  équation. 

yy  + dy  + i-XX  — ±X  = 0 

_ ic  hd 

f 7 

_i_.  _i Aih. 

V af 

dont  le  lieu  que  l’on  pourra  conllruire  félon  l’article  324. 
(Liv. 7.)  fera  une Ellipfe , parce  que  le  terme  ~ax  x fera  tou- 
jours précédé  dans  ce  premier  cas  du  ligne  -f-  , en  quel- 
que fituation  que  fe  puiflent  trouver  les  points  A,  B,  K. 
Second  eus.  Après  avoir  nomme  les  lignes  par  les  f * 

Nn  ij 


G.  207. 
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mêmes  lettres  que  dans  le  premier  cas , & Hit  les  mêmes 
raifonnemens  ; on  arrivera  à cette  équation. 

J b , r n • 

_ kc_  U 

tjh  dgh 

af  af 

qui  ne  différé  de  la  précédente  que  dans  quelques-fignes 
& dont  le  lieu  que  l’on  pourra  conftruire  félon  l’article  332. 
(Liv.  7.)  fera  toujours  deux  Hyperboles  oppofées , parce 

que  le  terme  ~xx  fera  toujours  précédé  du-  figne  — 
dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes,  & que  l’angle  APM  cft 
droit;  on  connoît. d’abord  que  l’un  des  axes  de  l’Ellipfc 
dans  le  premier  cas , & des  Hyperboles  oppofées  dans  le 
fécond  doit  être  parallèle  aux  lignes  AP , B Ç);  & qu’il- 
a avec  Ion  paramétré  la  même  raifon  que  EF  (a)  à 

F D (b)  -,  parce  que  la  fradion  * quf  multiplie  le  quarré 
x x exprime  ce  rapport. 

Lorfquc  le  point  K en  parcourant  la  ligne  indéfinie 
KF  arrive  au  point  O où  cette  ligne  rencontre  la  cir- 
conférence, il  eft  clair  que  les  côtés  AM,  BM,  qui 
décrivent  par  leur  point  de  concours  M l’Hyperbole 
B AM  deviennent  parallèles  entr’eux  ^ qu’ils  fc  coupent 
vers  le  côté  oppofé , pendant  que  le  point  K parcourt 
la  partie  O L de  la  ligne  KF  renfermée  dans  la  circon- 
férence ; qu’ils  deviennent  encore  parallèles , lorfque  le 
point  K tombe  en  L,  après  quoi  ils  fc  rencontrent  de 
nouveau  vers  le  même  côté.  D’ou  l’on  voit  que  le'  point 
M décrit  l’Hyperbole  B AM,  pendant  que  le  point  K 
parcourt  les  deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K F qui 
tombent  de  part  & d’autre  de  la  circonférence  j & qu’il 
décrit  fon  oppofée  , pendant  que  le  point  K parcourt 
la  partie  O L renfermée  dans  la  circonférence. 

Tic.  108.  Trotficmc  cas , Comme  dans  ce  troificmc  cas  la  droite 
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indéfinie  F K touche  la  circonférence  du  cercle  BDAE 
en  quelque  point  F , il  eft  clair  que  le  point  D des  deux 
autres  cas  fe  confond  ici  *avec  le  point  F , & qu’ainfi  les 
triangles  DF  G,  DFH , s’évanouiftent  : c’ett  pourquoi 
on  fe  fervira  en  leur  place  des  triangles  D A E , D B E , 
de  la  manière  qui  fuit. 

Soient  les  données  A E = a , E B = b , E F=m> 
A F— g , B F=h , B I=c , Al=d ; & les  inconnues 
F K={,  AP=x,  P M=y.  Les  triangles  redangles 
F K R,  E FA  font  femblables;  car  l’angle  K FR  ou  fon 
oppofé  au  fommet  TFA  fait  par  la  tangente  F T & la' 
corde  FA , a pour  mefurc  la  moitié  de  l’arc  A F ; de 
même  que  l’angle  FEA:  & partant  FE(jri).  EA  (a)  : 

KF({).  FR-*.  Et  £*>).  FAtg)::  FK({).. 

K R=&.  Or  les  triangles  re&anglcs  femblables  ARK, 

APMydoanentAR  ouAF+FR  (ai±£2).  RK  : 

AP  (*).  PM  (y);  d’où  l’on  tire  {=-^- • On  trou- 
vera  de  même , à caufe  des  triangles  reéfangles  fembla-- 
bles  EF  B y F KS , que  FS=±%,  & ^ 

eaufe  des  triangles  re&angles  femblables  BS  K,  BQM, 
que  BS  ou  BF-FS  (*-=*).  SK  (J)  ::  BQ  (*_<).. 


QM  (y+J)  ; ce  qùi  donne  ? = 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  f , multipliant  en: 
croix , & mettant  par  ordre  les  termes,  on  trouve  cette 


équation  yy-Wy  — dont  le 

lieu  fera  toujours  une  Parabole  que  l’on  peut  conftruirc 
félon  l’article  310.  ( Liv.7.)  & qui  aura  fon  axe  parallèle 
aux  droites  AP,  B Q. 

II  eft  donc  évident,  i°.  Que  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M fera  toujours  une  Se&ion  conique,  donc 
l’axe  ou  l’un  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  AP,  B Q ,, 
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& en  particulier  qu’il  fera  une  Ellipfe  dans  le  premier 
cas , deux  Hyperboles  oppofées  dans  le  fécond  , & une 
Parabole  dans  ic  troifieme  ; & que  dans  le  premier  & le 
fécond  cas,  l’axe  qui  eft  parallèle  à A P , aura  avec  fon 
paramétré  , la  môme  raifon  que  E 'F  h FD.  Que  dans 

le  premier  & le  troifieme  cas  les  deux  points  fixes  A,  B, 
autour  defquels  tournent  les  angles  mobiles  K AM,  KBM 
tomberont  toujours  du  môme  côté  de  la  ligne  FK,  au  lieu 
que  dans  le  fécond  ils  peuvent  tomber  non-feulement  du 
même  côté  de  cette  ligne , mais  encore  de  part  & d’autre  ; 
parce  que  la  circonférence  du  cercle  A D B E fur 
laquelle  ils  font  fitués  , eft  coupée  alors  en  deux  portions 
par  la  ligne  F K. 

Remarque  I. 

Fig.  106.  37*’  i-.Uh  e ligne  quelconque  qui  pafie  par  l’un  des 

*07.108.  points  fixes  A ou  B , comme  AM,  étant  donnée  , on 
pourra  toujours  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M où 
elle  rencontre  la  Scélion  qui  eft  le  lieu  requis , en  cette 
forte.  Ayant  mené  la  droite  A K qui  fafle  avec  A M 
l’angle  MA  K égal  à l’angle  donné  qui  doit  tourner 
autour  du  point  fixe  A , on  mènera  du  point  K où  elle 
rencontre  la  droite  F K,  par  le  point  fixe  B , l’angle 
KBM  égal  à l’autre  angle  donné , qui  doit  tourner  autour 
de  l’autre  point  fixe  fl  ; fie  le  point  M où  le  côté  fl  M 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  A M , fera  celui  qu’on 
cherche.  z°.  Lorfque  le  point  K en  parcourant  la  ligne 
F K,  Ce  trouve  tellement  fitué  que  le  côté  A M de  l’an- 
gle K A M tombe  fur  la  ligne  AB  ; il  eft  vifiblc  que  le 
point  de  concours  M des  deux  côtés  AM,  B M,  tombe 
alors  fur  le  point  fl  , & qu’ainfi  le  lieu  des  points  M 
pafle  par  le  point  fixe  fl  ,*  on  prouvera  de  même  qu’il 
pafie  par  le  point  A. 

Fig.  106.  De-là  on  voit  que  pour  décrire  la  Seélion  conique  qui 
eft  le  lieu  des  points  cherchés  M , fans  avoir  befoin  des 
équations  précédentes , il  n’y  a qu’à  mener  comme  dans 
l’exemple  les  droites  AP,  Ali  fur  lefquelles  ayant 
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trouvé , félon  cette  remarque , les  points  où  elles  rencon- 
trent la  Section  , & achevé  le  reûangle  qui  a pour  côtés 
ccs  deux  lignes,  il  n’y  aura  qu’à  décrire  * autour  de  ce  * Art. \-j6& 
rcdangle  , l’Ellipfc  ou  les  deux  Hyperboles  oppofées  ‘71** 

( félon  que.FiÉ  tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle) , 
dont  l’axe  qui  eft  parallèle  à A P foit  à fon  conjugué , 
comme  le  quarré  de  E F eft  au  quarré  de  D F.  Si  la  Sec- 
tion eft  une  Parabole  (ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  KF  Fig.  icî. 
touche  le  cercle  B DA)  \ on  trouvera  fur  la  ligne  Al 
le  point  où  elle  rencontre  la  Scûipn  , & on  décrira 
félon  l’article  170.  ( Liv.  4.)  une  Parabole  qui  paffe  par 
ce  point , & par  les  deux  autres  donnés  A , B ; & donc 
les  diamètres  foient  parallèles  aux  lignes  AP , BQ. 

Remarque  II. 

373.  Lorsque  le  point  K en  parcourant  la  ligne  Fi«.  io*. 
F K , eft  tellement  fitué  que  le  côté  A M de  l’angle 
K AM  tombe  fur  AB , il  eft  clair  non-feulement  que  le 
point  M tombe  en  B ; mais  auftî  que  le  côté  BM  de  l’an- 
gle K B M devient  tangente  * en  B de  la  ligne  courbe  * An.  188. 
qui  eft  le  lieu  du  point  M,  puifque  le  point  M peut  être 
regardé  alors«comme  étant  infiniment  près  du  point  B. 

D’où  il  fuit  que  pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en 
B , il  n’y  a qu’à  mener  par  le  point  A une  ligne  droice 
AC  qui  fafte  avec  B A un  angle  BAC  égal  à l’angle  don- 
né KAM , & tirer  enfuite  une  ligne  BD t qui  fafte  avec 
B C l’angle  CB  D égal  à l’autre  angle  donné  KBM ; car 
le  côté  BM  de  cet  angle , qui  devient  BD,  touchera  la 
Seâion  en  B.  Il  en  eft  de  même  de  l’autre  point  fixe  A. 

De-la  on  tire  encore  une  manière  très-facile  de  décrire  pICi  10?> 
la  Seftion  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M 
fans  avoir  befoin  des  équations  précédentes , ni  même 
d’aucun  calcul.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  B une  tan- 
gente B D , & par  l’autre  point  fixe  A une  parallèle  A E 
à cette  tangente,  on  trouvera  + fur  cette  ligne  le  point  * An.  37*. 
E où  elle  rencontre  la  Seûion  ; & l’ayant  divifée  par  le 
milieu  en  H on  tirera  B H , fur  laquelle  on  cherchera  * * An.  371. 
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aufli  le  point  G où  elle  rencontre  la  Sc&ion.  Cela  fait* 
* Art.  161,  on  décrira  * du  diamètre  B G & de  l’ordonnée  H A on 
161.  H E , une  Sc&ion  conique  qui  fera  celle  qu’on  demande. 
Car  il  eft  vifible  que  la  ligne  B G qui  divife  par  le  milieu 
en  H la  ligne  AÊ  terminée  par  la  Seélion , & parallèle 
ù la  tangente  en  B , en  fera  un  diamètre  qui  aura  pour 
ordonnée  la  ligne  A H.  Où  l’on  doit  remarquer  que 
lorfque  le  point  H tombe  entre  les  points  B , G , la 
Se&ion  eft  une  Ellipfe  ; que  lorfqu’il  tombe  de  part  où 
d’autre  de  ces  deux  points , ce  font  deux  Hyperboles 
oppofées;  & qu’enfin  lorfque  la  ligne  B G eft  infinie,  la 
Seélion  eft  une  Parabole. 

C O R O 1 L A I R B I. 

Fig.  xio.  374-  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 
pafier  par  quatre  points  donnés  A , B , H , M , une 
Üeftion  conique  d’une  efpece  déterminée. 

Car  i°.  Soit  la  Seâion  conique  une  Ellipfe  , dont  le 
grand  axe  foit  à fon  paramètre , en  la  raifon  donnée  de 
a à b.  Je  forme  le  triangle  AB  H , en  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  ; & du  quatrième 
point  M , je  fais  pafler  par  les  points  A,  B , les  angles 
MAK , MBK,  égaux  aux  angles  GAH,  RB  A,  com- 
pléments à deux  droits  des  angles  H AB,  H B A.  Je 
décris  fur  A B comme  corde  de  l’autre  côté  du  point 
M un  arc  de  cercle  BD  A capable  d’un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles  K AM,  K B M ; 
& du  centre  C de  cet  arc , je  décris  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  CF  foit  au  rayon  CD  du  premier,  comme 
a -4-  b eft  à a — b ; & du  point  de  concours  K des  deux 
côtés  AK,  B K,  des  angles  MAK , MBK  , je  tire 
une  tangente  KF  k ce  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l’on  fait  mouvoir  le  point  K le  long  de  la  droire 
indéfinie  F K ; le  point  de  concours  M des  deux  autres 
côtés  A M , B M , prolongés  lorfqu’il  fera  néceflairc  de 
l’autre  côté  des  points  A , B , décrira  dans  ce  mou- 
yenjeot  l’ Ellipfe  qu’on  demande.  Car  jü  eft  évident  félon 

ce 
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>ce  qu’on  a dit  dans  le  premier  cas  de  l’exemple , que  le 
lieu  des  points  Ai  fera  une  Ellipfe , dont  le  grand  axe 
fera  à fon  paramètre  comme  EF  ( a ) h D F (/>)  ; & de 
plus  qu’elle  pafl'era  par  les  poinrs  A,  Al,  B,  H,  puis- 
que le  point  K étant  en  G , le  côté  A M.  tombera  fur 
A H t & le  côté  B Al  fur  B R. 

2°.  Lorfque  c’eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles 
oppofées  qu’il  eft  queftion  de  décrire  par  quatre  points 
donnés  A , B . H J Al,  & dont  le  grand  axe  foit  h fon 
paramétré  en  la  raifon  donnée  de  a à b ; la  conftruction 
demeure  la  même,  excepté  que  le  rayon  CF  du  cercle 
concentrique  au  cercle  BDAE , doit  être  au  rayon  CD, 
comme  a — b eft  i a + 

30.  Lorfqu’il  s’agit  de  décrire  une  Parabole  par  quatre 
points  donnés  A,  B,  H,  AF.  Ayant  décrit  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  B DAE , on  mènera  du 
point  de  concours  K une  tangente  à ce  cercle , qui  fera 
la  droite  indéfinie  fur  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K,  l’autre  point  de  concours  Al  décrira  la  Parabole 
qu’on  demande. 

Comme  l’on  peut  mener  d’un  même  point  deux  tan- 
gentes à un  cercle , il  s’enfuit  qu’on  peut  décrire  deux 
différentes  Serions  coniques  qui  fatisfont  également 
lorfque  le  Problème  eft  polfiblc;  car  lorfque  le  point  K 
tombe  au  dedans  du  cercle  qui  a pour  rayon  CF,  il  eft 
vifible  que  le  Problème  eft  impoffible. 

On  pourra  décrire  la  Se&ion  conique  par  le  moyen 
de  fes  axes  en  fe  fervant  de  l’article  372.  ou  par  le  moyen 
d’un  de  fes  diamètres  & d’une  ordonnée  à ce  diamètre, 
en  fe  fervant  de  l’article  373. 

Corollaire  II. 

375.  On  tire  encore  de  cet  exemple,  une  nouvelle  Fie.  ut, 
maniéré  de  décrire  une  Seftion  conique  qui  paffe  par 
cinq  points  donnés  A , B , H , M , N.  Car  ayant  joint 
trois  quelconques  de  ces  points  A , B , H , par  des 

Oo 
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lignes  droites  , on  fera  paffer  par  les  autres  points  M,  N, 
& par  les  deux  points  fixes  A,  B , les  angles  Al  AK, 
iV  AS,  égaux  chacun  à l’angle  H AG  complément  à 
deux  droits  de  l’angle  H AB  , & les  angles  MB  K, 
N BS  égaux  chacun  à l’angle  AB  R complément  à 
deux  droits  de  l’angle  A B H y & on  tirera  par  les  points 
de  concours  K,  S , une  ligne  droite  indéfinie  S , K , fur 
laquelle  fàifant  mouvoir  le  point  K , il  eft  clair  que  le 
point  de  concours  M décrira  dans  ce  mouvement  la 
Section  conique  qu’on  demande  ; puifqu’ellc  paffera  par 
les  cinq  points  donnés  A,  B , H , M , N. 
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De  la  confbuclion  des  Egalités. 
PROPOSITION  I. 
Problème. 

37 6.  Comstruirb  toute  égalité  donnée  , dans  la- 
quelle l’inconnue  ne  Je  trouve  qu’au  premier  degré. 

Soit  en  premier  lieu  l’inconnue  x égale  à une  ou  à 

plufieurs  fraâions  fimples  , telles  que  y,  ou  y , ou  -‘J- 

&c.  Ayant  fait  c.  b ::  a.  I,  il  eft  clair  que  cetcc  quatrième 

proportionnelle  l—‘- & fi  l’on  fait/.  l::c.  m , l’on 

aura  m = y = ^;  & faifant  enfin  g.  m:\h.n,  il  vient 

n—mh__  ajth  en  mettanc  pour  m fa  valeur^.  De  forte 

qu’on  aura  l’inconnue  x égale  a /,  ou  à m,  ou  à n,  &c. 

félon  que  x fera  égale  à y»  ou  à a~j=,  ou  &c.  Or 

il  efl  vifible  qu’en  augmentant  le  nombre  des  propor- 
tions , autant  qu’il  fera  néceflaire , on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  égale  à une  fraûion  fimple  donnée , 
tel  que  puifle  être  le  nombre  des  dimenfions  /c  fon 
numérateur.  D’où'l’on  voit  que  1 on  pourra  toujours  trou- 
ver une  ligne  x égale  à une  quantité  compofcc  de  plu- 
fieurs frayions  fimples  ; car  ayant  trouvé  en  particulier 
des  lignes  droites  égales  à chacune  de  ces  fractions , il 
n’y  aura  qu’à  les  ajouter , ou  retrancher  félon  qu  il  fera 
marqué  par  les  lignes  -h  & — . Qu’il  faille  , par  exem- 

• • , ai  , aab  aacc 

pie  , trouver  une  ligne  x=a-\-  — -t-  — yr»  on 

ajoutera  les  deux  lignes  A = y & /=  k la  ligne  a 

pour  en  compofer  une  feule , de  laquelle  ayant  retranché 
r Ooij 
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compofées  ; il  faudrait  chercher  en  particulier  des  lignes 
égales  à chacune  de  ces  fractions , pour  les  ajouter  enfuite 
ou  les  retrancher  les  unes  des  autres  , félon  que  les 
fignes  -fc-  ou- — le  feraient  connoître. 

G O R O L L A I R E ■ I. 

377.  I l eft  facile  par  le  moyen  de  cette  Propofrtion 
de  trouver , i°.  Une  fraétion  fimple  ~ ou  | , dont  le  déno- 
minateur ou  le  numérateur  a foit  donné  , égale  à une 
ou  à pluficurs  fraétions  fimples  ou  compofées  j.  car  il  n’y 
aura  qu’à  trouver  une  ligne  x égale  à la  ligne  a multi- 
pliée ou  divifée  par  ces  fraétions.  Qu’il  faille  trouver 

par  exemple  , une  fraétion  ^ , il  eft  vifi- 

ble  qu’il  n’y  aura  qu’à  trouver  une  ligne  x= 

■4-^,  x°.  Un  plan  a x T dont  l’un  des  côtés  a eft  donné, 

égal  à un  ou  à pluficurs  fr  compofés  qu’ils  pui fient 
être  ; car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligné  x 
égale  à tous  ces  plans  divifés  par  a.  3°.  Un  folide  aax 
ou  abx dont  deux  des  côtés  a,  a,  ou  a,  b,  font  don- 
nés , égal  à plufieurs  folides  ; puifqu’il  ne  faut  pour  cela 
que  trouver  une  ligne  x égale  à tous  ces  folides  divifés 
par  le  quarré  a a ou  par  le  planai,  40,  Un  fiirfolide 
a} x ou  abex  dont  rrois  côtés  a, a,  a,  ou  a ,b  ,c,  font 
donnés , égal  à pluficurs  furfolides  ; puifqu’il  ne  faut  en- 
core pour  cela  que  trouver  une  ligne  x égale  à tous  ces 
furfolides  divifés  par  le  cube  n5  ou  par  le  folide  abc. 
Et  il  en  eft  de  même  de  plufieurs  produits  de  cinq  di- 
menfions  , de  fix  , &c.  que  l’on  peut  toujours  réduire  et* 
un  feul  dont  tous  les  côtés  , excepte  un  , foient  donnés, 

• 

Corollaire  II, 

378.  D e-la  on  voit  que  pour  trouver  un  un  quarré 
égal  à ‘plufieurs  plans  donnés  , il  les  faut  réunis 
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tous  en  un  feul , & trouver  enfuite  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  fes  deux  côtés  ; car  il  ett  clair  qu’elle  fera 
le  côté  du  quarré  qu’on  demande.  Qu  il  faille , par  exem- 

pie  , trouver  un  quarré  xx  = ss  (‘es  kg025 

a,  b , c,  e,f,  h,  s,  font  données) , je  cherche  une  ligne  m=“- 

— Pour  avoir  un  p an  em~ss — ïï+iT  » & 

ayant  trouvé  une  moyenne  proportionnelle  x entre  les 
deux  côtés  c ,m  , du  plan  cm  t il  cil  clair  que  x x = c ni 


■ ss- 


ccee eehh 


Pour  trouver  une  ligne  x dont  le  quarré  x*  foit 
égal  h plufieurs  furfolides  donnés  ; je  cherche , comme 
ci-deflus , un  quarré  {{  égal  à tous  les  furfolides  donnés 
divifés  par  le  quarré  a a donné  ou  pris  à volonté.  Je 
prends  enfuite  une  moyenne  proportionnelle  x entre  les 
deux  lignes  a & { , & je  dis  qu’elle  fera  celle  qu’on 
demande  ; car  x x==a  { , & , en  quarrant  chaque  membre, 
x4=aa^t  c’etî-à-dire  x*  égal  à tous  les  furfolides 
donnés. 

R B M A R Q U ,E. 

379*  Quoique  la  méthode  que  l’on  vient  d’expli- 
quer foit  générale  pour  tous  les  cas  poffibles , il  ne  s’en- 
fuit pas  néanmoins  quelle  foit  toujours  la  plus  fimple. 
C’eft  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  particu- 
liers que  l’on  réfoud  d’une  maniéré  plus  ailée  en  s’écar- 
tant un  peu  de  la  méthode  générale , & qui  pourront 
fervir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  femblablcs. 

i »,  Soit  x=s  Je  cherche  d’abord  une  ligne 

m = — , & fubftituant  à la  place  de  a b fa  valeur  cm;  je 
^ • 

d’où  je  connois  qu’en 


trouve  x- 


C%m — ccmm  cm— -mm 


cçm-\-c>  m- \-ç 

faifant  c-\-m.  c — m ::  m.  n , cette  quatrième  propor- 
tionnelle n=x.  Il  cft  donc  vifible  qu’on  n’a  eu  bçfoin  que 
de  deux  proportions  pour  trouver  la  valeur  de  x , au  lieu 


Digilized  by  Gooÿkj 


De  IA  CONSRUCTION  DES  EcALITFS.  295 
que  fi  l’on  tente  la  méthode  générale , on  trouvera  qu’il 
en  faut  au  moins  trois. 

20.  Soit  x=Vaa-\-bb.  Jefaisun  triangle  rc&angle ; 
dont  l’un  des  côrés=a  , & l’autre  = £ ; & fon  hypothé- 
nufe  fera  la  valeur  de  x.  S’il  falloir  trouver  une  ligne  x 
=yaa — bb  , il  n’y  aurait  qu’à  trouver  une  moyenne 
proportionnelle  x entre  les  deux  lignes  a-\-b  & a — b ; 
car  fon  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit' des  extrê- 
mes aa- — bb.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  reéhtngle  donc 
l’hypothénufe  , -5c  l’un  des  côtés  —b  ; l’autre  côté 
fera  la  valeur  de  x. 

30.  Soit  xx  *=ss-+- qce — Je  prends  l’hypothé- 
nufe m d’un  triangle  reûangle  dont  l’un  des  côtés  =s  , 
& l’autre  = 2e,  & ayant  trouvé  une  autre  ligne  —, 

j’ai  xx  = mm — nn  & x=y'mm — n n que  je  réfous 
comme  je  viens  de  faire  x=y'aa — b b dans  l’exemple 
précédent. 

40.  Soit  enfin  xx=ss — • Je  prends  une  moyen- 
ne proportionnelle  entre  les  côtés  a,f , du  plan  af , 
pour  avoir  un  quarré  ll=af , je  trouve  enfuite  un  quarré 
mm  = bb  -+-// , & un  autre  quarré  nn  = cc-\- hh  par 
le  moyen  de  deux  triangles  reûangles  , comme  dans  le 

fécond  exemple,  & j’ai  par  la  fubftitution  xx—ss — — ; 
& trouvant  enfin  une  ligne  g=—  il  vient  x=i/sf^s 
que  l’on  réfoud  comme  ci-deflus. 

PROPOSITION  II. 
Problème. 

380.  Trouver  les  racines  de  toutes  fortes  d' Ega- 
lités du  fécond  degré. 

Toutes  les  Egalités  du  fécond  degré  fe  peuvent  ré- 
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cas  xx — ax  -\-b  b—o.  Si  l’on  veut  que  BE  ou  AF=s 
— x , & B D ou  A G= s — x , 011  trouvera  AFxFH  6c 

AGxGH= — xx — ax=FE  ou  GD  (bb)  c’eft-k-dire 
x x —J—  a x -+-b  b — o. 

Si  le  cercle  qui  a pour  centre  le  point  C,  & pour  rayon 
la  droite  CA , ne  coupe  ni  ne  touche  la  parallèle  B D , 

(ce  qui  arrive  toujours  lorfque  A B furpafîc  CA)  ; les 
racines  de  l’égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  : mais 
s’il  la  touche  en  un  point,  les  deux  racines  BE,  BD  , 
deviennent  égales  chacune  au  rayon  CA. 

Remarque. 

381.  Lorsque  dans  une  égalité  l’inconnue  ne  fe 
rencontre  qu’au  quatrième  & au  fécond  degré  , on  peut 
toujours  réduire  cette  égalité  en  une  autre  où  l’incon- 
nue ne  monte  qu’au  fécond  degré  : de  manière  que  ces 
fortes  d’égalités  ne  paflent  que  pour  être  du  fécond  degré. 

Soit  par  exemple  f — aa^{  — aabb=o.  Je  fuppofe  Fig.  114. 
une  inconnue  x qui  foit  telle  que  fon  rc&angle  par  la 
donnée  a foit  égal  au  quarré  ^ ce  qui  donne  a x = ^ 

Et  mettant  à la  place  de  £ { cette  valeur  a x , & à la  place 
de  f fon  quarré  a a x x , je  change  l’égalité  donnée 
f — aa{{  — aabb  = o en  cette  autre  xx — ax — bb—o, 
où  l’inconnue  x ne  monte  qu’au  fécond  degré..  J’en  cher- 
che les  racines  x , comme  J’on  vient  d’enfeigner , & pre- 
nant des  moyennes  proportionnelles  entre  la  donnée  a 
& les  valeurs  de  fes  racines , je  dis  qu’elles  exprimeront 
les  valeurs  cherchées  de  l’inconnue  { .•  ce  qui  eft  évi- 
dent, puifque  {{  = aï. 

P RO  POSITION  III. 

Problème. 

382.  Trouver  par  une'autre  voie  les  racines  des 
égalités  du  fécond  degré , J'ans  qu'il  fait  nécejfaire  de 
changer  leur  dernier  terme  en  un  quarré. 

Pp 
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Fis.  uÿ.  i°.  Soit  xxZ^.ax  — bc  — o.  Ayant  décrit  un  cercle 
quelconque  A B JJ  , dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moin- 
dre que  les  données  a 6c  b — c ( je  fuppofe  ici  que  b fur- 
pafl'e  c)  ; on  inferira  dans  ce  cercle  , à commencer  par 
un  de  lès  points  quelconques  A , deux  cordes  AB=a  , 
A D=b — c : 6c  ayant  prolongé  AD  en  F enforte  que 
D F—c,  on  décrira  de  Ton  centre  C,  & du  rayon  CF, 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  F,  E , 
G,  H , les  cordes  AD , Ali  prolongées.  Je  dis  que  AG 
eft  la  vraie  racine,  & A H la  fautTc  de  l’égalité  x x -\-a  x 
— bc  — Oÿ  & qu’au  contraire  AG  cft  la  faulfe,  & AH 
ett  la  vraie  racine  de  x x — ax — bc  — o. 

Car  AF  ou  AD-+-  DF —b , DP  ou  AE=c , & 
faifant  AG  ou  BII=x , on  aura  A H — x.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  EGFH , le  rcéhnglc  EA  x AF 
(bc)  = G AxA  H ( x x -t- <i  x ).  Si  l’on  fait  à prêtent 
A H=  — x , on  aura  AG  ou  Bll  ou  A II  — A B — 

• — x — a , 6c  par  conféquent  GAxAH—xx-ï-ax  comme 
auparavant.  Donc  foit  que  l’on  tufle  A G = x ou 
AH= — x,  on  trouvera  toujours  — bc=o. 

On  prouvera  de  mêmq  que  A G elt  la  racine  fauife , & 
Ail  la  vraie  de  l’égalité  xx  — ax  — bc  = o. 

Fig.  ii  6.  2.0.  Soit  x x^a  x -\-bc=o.  Ayant  décrit  un  cercle 

quelconque  AB  Ü , dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moindre 
que  les  données  a 6c  b-\-c , on  inferira  dans  ce  cercle, 
h commencer  par  un  de  (es  points  quelconques  A , 
deu x cordes  A B — a , A D — b -+-  c : & ayant  pris  fur 
AD  h partie  D F—  c , on  décrira  de  fon  centre  C 6c 
du  rayon  CF  un  autre  cercle  concentrique  qui  coupera 
les  cordes  A D , A B , aux  points  F,  E , G , H.  Je  dis 
que  A G 6c  A 11  font  les  deux  racines  vraies  de  l’égalité 
xx — ax-\-bc=o,  & les  deux  faullês  de  xx-Hax 
-4 -bc  = o.  Cela  fc  démontre  de  même  que  dans  le 
premier  cas. 

Si  le  cercle  qui  a pour  rayon  CF  ne  touchoit  ni  ne 
«•encontroit  la  ligne  AB  en  aucun  point,  il  s’enfuivroh 
que  les  deux  racines  de  l’égalité  feroient  imaginaires. 
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Avertissement. 

Tout  l’artifice  dont  je  me  fers  pour  conftruire  les  éga- 
lités qui  n’ont  qu’une  inconnue , ou  pour  en  trouver  les 
racines  , confifte  à introduire  d tns  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  ; enforte  qu’on  en  puifle  tirer  pluficurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  inconnues 
& qui  foient  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions renferment  enfemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propofée  ; car  autrement  en  fjifant  évanouir  l’in- 
connue nouvellement  introduite , on  ne  rctrouveroit  pas 
l’égalité  propofée.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  fimples  , & en  ayant  conflruit  féparément 
les  lieux  , leurs  points  d’interfeélions  me  donnent  les 
racines  que  je  cherche.  Il  y a de  l’art  à introduire  l’incon- 
nue'; car  il  faut  que  les  lieux  que  l’on  tire  de  la  propo- 
fée , foient  les  plus  fimples  qu’il  fe  puifle  : par  exemple  , 
fi  l’égalité  elt  du  quatrième  degré  , il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu’on  tire  ne  pane  point  Je  fécond  degré  ; 
que  parmi  ces  lieux  il  y ait  toujours  un  cercle  comme 
étant  le  plus  fimple,  & auffi  une  Parabole  , une  Hyper- 
bole équilatere,  die.  Or  c’eltce  que  j’ai  tâché  d’exécuter 
dans  les  Lemmes  & les  Propofitions  qui  fuivent. 

LE MME  FONDAMENTAL 

Pour  la  conjlrudion  des  Egalités  du  trçtijleme  & du 
quatrième  degré , par  le  moyen  d'un  cercle , & d'une 
Parabole  donnée. 

383.  Soit  propofée  l’égalité  x4-t-2 bx'-hacxx 
— aad x — dif=o,  dans  laquelle  x eft  l’inconnue  , & 
a, b ,c,d,f,  font  les  données;  & foit  fuppofée  une  autre 
inconnue  y telle  que  fon  reétangle  par  la  connue  a , foie 
égal  au  rectangle  de  x -t-  b par  x.  Ce  qui  donne  les 
• équations  fuivantes. 

Ie.  ay  — xx-i-bx,  de  laquelle  quarrant  chaque 
membre,  on  trouve  x*  ib  x'  -t~bb  x x— aayy  ,•  de 

Pp  ij 


* Art . 3 lo. 


* Art.  jtS  & 

5*9. 

* Art.  jjj  & 

}}6. 
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mettant  à la  place  de  x4  -+-  2 £x’,  fa  valeur  aayy — hbxx 
dans  l’égalité  propofée  x4 , &c.  on  la  changera  en  cette 
fécondé  équation. 

2«.  yy — XX~+~C-  xx  — dx — af—°>  dans  laquelle 
mettant  à la  place  de  xx  fa  valeur  a y — bx  trouvée  par 
le  moyen  de  la  première  équation,  i°.  Dans  — ^ xx. 
2°.  Dans  - xx.  30.  Dans  — - xx  + -xx.  on  arrive  k 

a J aa  a * 

ces  trois  différentes  équations. 

y • yy—kay^Ttt  + -axx—dx—af==<>‘ 

4e-  yy— tèxx+cy—  ~x— dx— af=°- 
y-  yy+cy—“y^Tx+Tax—dx—af==0- Si 

l’on  retranche  de  cette  cinquième  équation  , la  première 
xx+ix  — a y = o,  & qu’enfuite  on  la  lui  ajoute  , on 
aura  ces  deux  autres. 

bb  * bc  by  f 

6'.  yy  + cy—  -y+ay—xx—bx—  ~ x-+-  - x—dx 
• a fe=  O. 

T • yy+-cy— ~y—> ay+xx+bx— J-x+^  x 

-—dx  — a f—o. 

Maintenant  fi  l’on  prend  pour  les  inconnues  x 8c  y 
deux  lignes  droircs  AP,  PM,  qui  faHent  entr’elles  un 
angle  quelconque  A PM  ; il  eft  évident  que  le  lieu  do 
la  première  équation  cft  * une  Parabole  : que  celui  de 
la  fécondé  peut  être  une  Parabole,  une  Ellipfe,  ou  une 
Hyperbole,  félon  que  b b cft  égal,  moindre,  ou  plus 
grand  que  ac ÿ que  celui  de  la  troifieme  eft  une  Ellipfe, 
qui  devient  un  cercle  * lorfquc  c—a  &c  que  l’angle 
AP  M eft  droit:  que  celui  de  la  quatrième  eft  une  Hy- 
perbole , qui  devient  équilatere  * lorfquc  b = a : que 
celui  de  la  cinquième  eft  encore  une  Parabole  : que 
celui  de  la  fixicme  eft  une  Hyperbole  équilatere  : & enfin  * 
que  le  lieu  de  la  feptieme  eft  un  cercle , lorfquc  l’angle 
AP  M eit  droit. 
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Remarque  I. 

384.  S’  1 l y avoit  — 2 b x’  dans  l’égalité  propofée  au 
lieu  de  -hzbx3,  il  faudrait  changer  dans  toutes  les 
équations  les  lignes  des  termes  où  b fe  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  ; & fi  le  fécond  terme  manquoit, 
il  faudrait  effacer  tous  les  termes  où  b fe  trouve.  11  en 
eft  de  même  à l’égard  des  autres  termes  de  l’égalité  pro- 
pofée par  rapport  aux  lettres  c , d,f,  qu’ils  renferment. 
Mais  l’on  doit  remarquer  que  dans  tous  les  différens 
changemens  qui  peuvent  arriver , le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole  , celui  de  la  fixieme  une 
Hyperbole  équilaterc,  & enfin  celui  de  la  derniere  tou- 
jours un  cercle  lorfque  l’angle  A P M eft  droit. 

Remarque  II. 

A 

38^.  On  a choifi  pour  première  équation  xx-^-bx 
=ay , plutôt  que  xx — bx—ay  ou  fimplemcnt  xx—ay; 
parce  qu’en  quarrant  chaque  membre  de  cette  équa- 
tion , les  deux  premiers  termes  du  premier  membre 
font  les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l’égalité 
propofée  x4  -4-  2 1 x’ , &c.  dé  qu’ainfi  on  peut  les  faire 
évanouir  tout  d’un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouvelle 
équation  dont  le  lieu  n’eft  que  du  fécond  degré , & 
qui  étant  combinée  en  différentes  façons  avec  la  pre- 
mière , fert  à en  trouver  (comme  l'on  vien  de  voir) 
pluficurs  autres  , dont  les  lieux  n’étant  que  du  fécond 
degré  , fe  conftruifent  aifément , parce  qu’elles  ne  ren- 
ferment point  le  plan  xy  ; & entre  lefquels  le  lieu  de  la 
derniere  équation  , eff  toujours  un  cercle  , en  fuppo- 
fant  que  les  inconnues  x Sx.  y faffent  entr’clles  un  angle 
droit.  » 
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PROPOSITION  IV. 

Problème. 

386.  Trouver  les  racines  de  l’égalité  propofée  x4 
+ibx’+acxx — aadx — a’f=o , par  le  moyen  d’une 
Parabole  & d’un  cercle. 

F xg.  117.  Ayant  pris  pour  les  inconnues  & indéterminées  x & y, 
les  deux  lignes  droites  AP , PM,  qui  f'aflent  entr’elles 
Arc.  31».  un  angle  droit  A PM;  je  confinais  * d’abord  la  Para- 
bole qui  efl  le  lieu  de  la  première  équation  du  Lcmme, 
& enluite  le  cercle  qui  efl  le  lieu  de  la  fepricmc  : & leurs 
interfeclions  me  fervent  à découvrir  les  différentes  valeurs 
de  l’inconnue  x qui  feront  les  racines  de  l’égalité  propofée. 
Cela  fc  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A P prolongée  de  l’autre  côté 
de  À la  partie  AD=jb,  on  mènera  par  le  point  D 
une  parallèle  k P M , fur  laquelle  on  prendra  la  partie 

DC=~  du  côté  opp<?fé  à PM;  on  décrira  de  l’axe 

CD  qui  ait  fon  origine  en  C,  & dont  le  paramétré  foit 
égal  à la  donnée  a , une  Parabole  M C Al.  Cela  fait  on 
mènera  par  le  point  fixe  A une  parallèle  A Q à P Al, 

fur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AB='-a-\-~ — '-c 

= g pour  abréger  , on  tirera  parallèlement  à AP  la 

droite  B E = '-d-\-^  fçavoir  — ^ Iorfque  AB=-+-g 

c’eft-à-dire  lorfque  la  valeur  de  A B efl  pofirive , & 

-4-  ^lorfque  AB= — g;  en  obfervant  de  prendre  ou 

mener  ces  deux  lignes  AB,  B E , du  côté  de  PM  lorf- 
que leurs  valeurs  font  pofitives , & du  côté  oppofé  lorf- 
qu’ellcs  font  négatives.  Nommant  enfin  EA,m;  on 
décrira  du  centre  E , & du  rayon  E M=Vmm-+- a f 
un  cercle  ; & menant  des  points  M où  il  coupe  la  Para- 
bole des  perpendiculaires  M P fur  la  ligne  AP  : les  par- 
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ties  A P de  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l’éga- 
lité , fçavoir  les  vraies  lorfque  les  points  P tombent  du 
côté  où  l’on  a fuppofé  P M eu  f'aifant  la  conltru&ion  , 
& les  fkuffes  lorfqu’ils  tombent  du  côté  oppofe. 

Car  prolongeant  MÇ)  parallèle  à AP & qui  ren- 
contre l’axe  CG  au  point  L , on  aura  M L ou  A P 

-+-AD  = x+\b,  CL  ou  7kfE-4-DC=y-t-^;  & 

parla  propriété  de  la  Parabole  M L=CL  x a , c’eft-k- 
dire  x x-+-b x-\-^bb  = '-bb-+-ay  , ou  xx  + b x=ay 
qui  eft  la  première  équation  du  Lcmme.  Maintenant  fi 
1 on  prolonge  h B jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  PM  en 
R,  & qu  on  tire  le  rayon  E Al  , on  aura  à caufe  du  trian- 
gle  rectangle  ERM  le  quarré  ~h~M—E  i(‘+  RM 
*=ER ' -^iEBxBR-^-BR'^-Tm  —iABxPM 
-+-  A B =E  B -+-  B A A-af  par  la  conftruff  ion  j c’cft- 
a^dirc  en  effaçant  de  part  & d’autre  les  quarrés  E B , 
B A , en  mettant  pour  1 A B (à  valeur  a -+-  — — c , & 

pour  2 BE  fa  valeur  ^ — d ou  b^~~ — — d,  & c 

pour  BR  ou  AP  & P AI  leurs  valeurs  x & y , la  feptic- 
me  équation  yy -^cy—ay--k-y x x-+-b  x x 

te  , - “ aa 

' x dx=aj , dans  laquelle  fi  l’on  met  k la  place 

de  y fa  valeur  — trouvée  par  la  première  équation  , 
& a la  place  de  y y le  quarré  de  cette  valeur,  on  rerrouve 
l’équation  même  propolcc  x*-t-ibx>  -+-acxx  — aadx 
—a'f=  o.  D’où  l’on  voit  que  la  ligne  A P exprime  une 
racine  vraie  de  cette  égalité. 

Si  l’on  obferve  de  prendre  — x pour  AP  & — y pour 
PM,  lorfque  ces  lignes  tombent  du  côté  oppofé  où  on 
les  a luppofées  en  faifant  la  confiru&ion  j on  trouvera 
toujours  par  la  propriété  de  la  Parabole  la  première 
équation  , & par  la  propriété  du  cercle  la  feptierae. 
Donc,  occ.  r 


* Art.  yj6. 

* Art.  j 77. 
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Corollaire  I. 

387  I l cft  vifible  qu’on  rendra  la  conftruétion  pré- 
cédente générale  pour  toutes  les  égalités  du  troifieme 
& du  quatrième  degré  , & qu’on  y employera  toujours 
une  Parabole  qui  ait  pour  le  paramétré  de  fon  axe  une 
ligne  donnée  a ; fi  l'on  obferve  , i°.  De  multiplier  par  fa 
racine  x l’égalité  lorsqu'elle  n’efi  que  du  troifieme  degré  ; 
& de  prendre  une  ligne  * 2 b égale  à toutes  celles  qui 
multiplient  , un  plan  * ac  égal  à ceux  qui  multiplient 
xx,  un  folid caad  égal  aux  folides  qui  multiplient  x , 
& enfin  un  furfolide  a'f  égal  aux  termes  entièrement 
connus  de  l’égalité  donnée.  20.  De  changer  dans  les 
valeurs  des  lignes  A D , DC,AB,  B E,  EM,  qui  dé- 
terminent la  conftruction  de  la  Parabole  & du  cercle , 
Jes  lignes  des  termes  où  b fe  rencontre  avec  une  dimen- 
fion  impaire  s’il  y a — 2 bx'  dans  l’égalité  donnée , parce 
qu’il  y avoir  -+-  2 b x5  dans  celle  du  Problème  ; & 
d’effacer  tous  les  termes  où  b fe  trouve  fi  le  terme  2 bx* 
manque , parce  qu’alors  b — o : comme  aufli  de  faire  la 
même  chofe  à l’égard  des  termes  où  c,  d,f,  fe  rencon- 
trent. 30.  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
P M lorfqu’cllcs  font  pofitives , & du  côté  oppofé  lors- 
qu'elles font  négatives.  On  aura  donc  A D = b , 

fçavoir — 7 b lorfqu’il  ya+2  b x1 , Ar b lorlqu’il  y 

a — 2 bx'-,  A B = ~a-h  ^ rc=-ï-^  » fçavoir — |c 

lorfqu’il  ya  -t -aex  x , & -H  f c Iorfque  c’cft  — aexx  ; 
BE=^jr~  Iql  '-d  , fçavoir — ^Iorfque  A B—-\-g , 
& qu’il  y a -hibx' , ou  bien  Iorfque  AB  = — -g,  & 
qu'il  ya  — 2 bx1  ; & au  contraire  -+-  y Iorfque  A B = 

g & qu’il  y a — ibx*,  ou  bien  Iorfque  A B = — g & 
qu’il  y a -+-2 bx1  ( c’eft-à-dire  — — Iorfque  les  valeurs 
de  A B & AD  font  l’une  pofitive  & l’autre  négative , 
& ■+-  y Iorfque  ces  valeurs  fout  toutes  deux  ou  pofiti- 
. ves 
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ves  ou  négatives)  ; comme  aufli  -\-'rd  lorfqu’il  y a 
— a ad  x ,6c.  — 7 </ lorfque  c’eft  + aa  dx  : 6c.  enfin  EM 
^y/cnm^-af,  fçavoir  -t-a/’lorfqu’il  y a — a}f,  & — af 
lorfque  c’eft  -a?f.  D’où  l’on  tire  cette  conlfruûion 
géométrique  qui  eft  générale  pour  tous  les  cas. 

L/ne  Parabole  MCM  qui  a pour  axe  la  ligne  CG,  Fie.  117. 
dont  le  paramétré  efl  égal  à la  ligne  a , étant  donnée , 

&_ ayant  réduit  l’égalité  propofée  fous  cette  forme  x 4 
-ir-ib  x'Z+Lac x xZ+Laad x~£.a'f=o  ; on  mènera  une 
ligne  / IB  parallèleà  l’axe  CG  qui  en  foit  diftantede  , 
du  côté  droit  de  cet  axe  lorfqu’il  y a + z bx'  dans  l’éga- 
lité donnée , & du  côté  gauche  lorfqu’il  y a — 2 b xJ. 

On  tirera  par  le  point  A où  la  ligne  A B rencontre  la 
Parabole,  une  perpendiculaire  AD  fur  l’axe  CG;  6c 
on  prendra  fur  cet  axe  les  parties  DF='-a  , FG=zCD 
toujours  du  côté  oppofé  à fon  origine  C , & la  partie 
G K=r  C vers  f°n  origine  C lorfqu’il  y a -t-aexx , 

& du  côté  oppofé  lorfqu’il  y a — aexx.  On  mènera 
enfuite  par  les  points  déterminés  A , F , une  ligne 
droite  indéfinie  AF,  6c  par  le  point  K une  perpen- 
diculaire à l’axe  qui  rencontre  AF  en  H ; & on 
prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  partie  HE  = '-d 
du  côté  droit  lorfqu’il  y a — aad x,  & du  côté  gauche 
lorfqu’il  y a -4 -aadx.  Cela  fait,  on  décrira  un  cercle 
du  centre  E , & du  rayon  E M=A  E , lorfque  le  terme 
a1  f manque  dans  l’égalité  donnée , c’eft-k-dire  , lorf- 
qu’elle  n’elf  que  du  troificme  degré  : mais  lorfqu’elle  eft 
du  quatrième , on  prendra  ( après  avoir  nommé  AE  ,m y) 
le  rayon  EM=V  ni  m fçavoir-4-a/Vily  a — a'f, 

6c  — af  s’il  ya+a'/!  Enfin  des  points  M où  ce  cercle 
rencontre  la  Parabole  donnée  , menant  des  perpendi- 
culaires M Q fur  la  ligne  AB;  elles  feront  les  racines 
de  l’égalité  donnée  ; fçavoir  celles  qui  tombent  du  côté 
droit  de  cette  ligne  , les  vraies  ; & celles  qui  tombent 
du  côté  gauche , les  faufies. 

Car  prolongeant  H K jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la 
ligne  AB  m point  B , on  a par  la  conftruéfion  B K ou 

Qq 
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AD=±\b  , fçavoir — '-b  lorfqu’il  y a -4-  a h xi , & 
-H  7 b lorlque  c’eft — ibx}  ,•  & par  la  propriété  de  la 

Parabole,  CD  = — . Donc  Z)  G ou  DF-\-FG='-a 
H-  — , & DK  ou  AB =7  a->rk^--*-'-c=Z+.g , fçavoir 

— ‘c  lorfqu’il  y a +acx*,  & -+-  j-c  lorfqu’il  y a 

— acxx  ; & l’on  doit  obfcrver  que  le  point  B tombe  du 

côté  de  PM  lorfquc  A B=-+-g , c’cft-à-dire  lorfque 
fa  valeur  eft  pofitive , & du  côte  oppofé  lorfqu’elle  eft 
négative.  Or  à caufe  des  triangles  femblables  ADF , 
AB  H , on  aura  DF  a ).  DA  ( A-  rb  ) ::  AB  (^+Ig). 
B H=-\-  , fçavoir  -+-  ~ lorfque  les  valeurs  de  AD 

& d c AB  font  toutes  deux  pofitives  ou  négatives , & 

— lorfque  l’une  d’elles  eft  pofitive  & l’autre  négative. 


Et  partant  BE=+  ^ fçavoir  — d lorfqu’il  y a 

— aadx,  St  7 d lorfqu’il  y a -haadx-,  St  l’on  doit  en- 

core obfcrver  que  le  point  E tombera  du  côté  de  PM  lorfc 
que  la  valeur  de  BE  eft  pofitive,  & du  côté  oppofé  lors- 
qu'elle eft  négative.  D’où  il  eft  évident  que  par  le  moyen 
de  cette  conltruébion  on  déterminera  dans  tous  les  cas  pof- 
fiblcs  toujours  comme  il  eft  requis  , le  centre  E du  cercle. 

bi  le  fécond  terme  zbx1  manquoit  dans  l’égalité  don- 
née , il  eft  clair  que  les  lignes  A B , A F , tomberaient: 
fur  l’axe  CG  , enforte  que  les  points  A , D , fc  confon- 
draient avec  l'origine  C ,•  puifquc  b = a.  Et  par  confé- 
quent  le  point  G tomberait  fur  le  point  F,  St  les  points  * 
E r g.  218.  H,  B,  fur  le  point  K : ce  qui  rend  la  conftru&ion  géné- 
rale beaucoup  plus  fimple.  Car  il  ne  faudrait  alors  que 
prendre  fur  l’axe  la  partie  CF='-a  toujours  vers  le  de- 
j/>  dans  de  la  Parabole,  St  la  partie  F K'- c vers  l’origine 
C lorfqu’il  y a +acïx,  & du  côté  oppolc  Jorfqu’il  y 
a — acxx-,  mener  KE=^d  perpendiculaire  à l’axe, 
du  côté  gauche  lorfqu’il  y a +ûüi/x,  & du  côté  droir 
lorfqu’il  y a — aadx  ; & achever  le  refte  comme  dans 
la.  conftruction  générale,  en  obfervant  qu’ici  E C— 
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De  même  fi  le  terme  acx  x manque  , le  point  K tom-  Fia.  117. 
bera  fur  le  point  G ; & fi  c’eft  le  terme  aadx  ,\e  centre 
E du  cercle  tombera  en  H. 


Corollaire  II. 


388.  On  peut  encore  trouver  une  conftruâion  plus 
fimplc  pour  les  égalités  du  troificme  degré  qui  ont  un 
fécond  terme , en  les  multipliant  par  l’inconnue  plus  ou 
moins  la  quantité  connue  du  fécond  terme  , fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  affe&é  du  ligne 
— ; & moins  cette  quantité  lorfqu’il  y a le  ligne  -t-  -,  ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degré  où  le  fécond 
terme  elt  évanoui.  Qu’il  faille  , par  exemple  , trouver 
les  racines  de  l’égalité  du  troifieme  degré,  x » — bxx 
4-  a p x 4-  aaq  = o ; je  la  multiplie  par  x-l-A  pour 
avoir  l’égalité  du  quatrième  degré , x*-{-apxx-\-aaqx 
-\-aabq=o , — bbxx-habpx 

dans  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanoui  ; je  me  fers  à 
préfent  de  la  conftruâion  que  l’on  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d’égalités  où  le  fécond  terme  manque , & j’ai 


KE£d)=Lq 


ia  * 


ôc  le  rayon  du  cercle  E M=\/  mm — bq : ce  qui  donne 
cette  conftru&ion. 

Ayant  mené  une  parallèle  à l’axe  CD  qui  en  foit  dif-  Fie.  119. 
tante  vers  le  côté  gauche  d’une  ligne  égale  à b , & qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  A , je  tire  par  l’origine 
C de  l’axe  la  droite  CA,  fur  laquelle  j’éleve  par  fon 
point  de  milieu  U une  perpendiculaire  indéfinie  O G qui 
rencontre  l’axe  au  point  G.  Je  prends  fur  l’axe  vers  fon 
origine  C la  partie  GK='-p , & ayant  tiré  par  le  point 
K une  perpendiculaire  à l’axe  qui  rencontre  la  ligne 
O G au  point  H,  je  prends  fur  cette  perpendiculaire 
prolongée  du  côté  de  H la  partie  H E=~  q , & je  dé- 
cris du  centre  E & du  rayon  EA  un  cercle.  Je  dis  qu’il 
coupera  la  Parabole  en  des  points  M,  d’où  ayant  abaifTé 
fur  Taxe  des  perpendiculaires  M.  Q j celles  qui  feront 
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à droit , marqueront  les  vraies  racines  ; & celles  qui  fe- 
ront k gauche,  les  faulfes  de  l’égalité  propofée  x * — bxx 
-+-  apx  -+-  aaq=o. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  A D , O L,  f\ ur 
l’axe  ; on  aura  par  la  conftru&ion  AD  — b , & par  la 
propriété  de  la  Parabole  C D = Donc  puifque  CA 
eft  divifée  par  le  milieu  en  O , les  triangles  femblables 
CAD  y COL , donneront  O L='-b , CL=  — ; & à 
caufe  des  triangles  re&angles  femblables  CL  O,  OLGt 
on  aura  CL  LO  £ b)::  LO  £ b).  LG=t'ra  , & 

par  conféquent  CK  ou  CL-\-LG — GK=’-a ^ 
— p.  De  plus  à caufe  des  triangles  femblables  G LO, 
G KH , on  trouve  KH= ^ , & KH-+-HE  ou  KE 

— ^ qui  tend  du  côté  gauche  de  l’axe,  comme 
il  eft  prefcrit  dans  la  conftruétion  lorfqu’il  y a -\-aadx. 
Le  point  E eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  doit  dé- 
terminer par  fes  interfeftions  avec  la  Parabole  donnée 
toutes  les  racines  de  l’égalité  du  quatrième  degré 
jrM -apxx,  &c.  Or  comme  les  racines  de  cette  égalité 
font  celles  de  la  propofée  x> — bxx  -i-apx-\-uaq  = o , 
avec  une  faufle  AD  ( b ) ; il  s’enfuie  que  ce  cercle  doit 
pafter  par  le  point  A.  Donc,  &c. 

On  peut  encore  s’afTurcr  par  le  calcul  que  E A eft  le 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  E B parallèle  à 
l’axe , on  aura  (k  caufe  des  triangles  rcéèangles  EBA, 

EKC)  les  quarrés  des  hypothénufes  EA  =EB  -+-  B A " 
& E C = C K -+-  KE  & par  conféquent  il  s'agit  de 
prouver  que  EB  -+-BA  = EK  -h  A C — bq , puifqu’on 
doit  prendre  E M=\Sm ni — bq.  Or  en  mettant  à la 
place  de  ces  lignes  de  part  & d’autre  leurs  valeurs  ana- 
lytiques , on  trouvera  les  mêmes  quantités.  Et  c’eft  ce 
qui  doit  arriver,  fi  le  rayon  cherché  E M=E  A. 

Pour  rendre  cette  conftruttion  générale  , il  faut 
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obferver  , i°.  De  mener  du  côté  gauche  de  l’axe  la  paral- 
lèle qui  en  eft  diftante  d’une  ligne  égale  à b , lorfqu’il  y a 
—bxx  dans  l’égalité  propofée  , & du  côté  droit  lorfqu’il 
y a -f -b  xx.  i°.  De  prendre  fur  l’axe  G K='-p  du  côté 
de  fon  origine  C lorfqu’il  y a -h  ap  x , &du  côté 
oppofé  lorfqu’il  y a — apx.  30.  De  prendre  H E=\q 
du  côté  gauche  lorfqu’il  y a -\-aaq  , & du  côté  droit 
lorfqu’il  y a — aaq.  Tout  cela  eft  trop  évident  pour 
m’arrêter  à le  démontrer  en  détail. 

Rbmarqub  I. 

389.  I l eft  h propos  de  remarquer,  1®.  Que  fi  le  cer- 
cle ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu’en  deux  points , il 
s’enfuivra  que  l’égalité  propofée  n’aura  que  deux  racines 
réelles  lorfqu’elle  eft  du  quatrième  degré  , & qu’une 
feule  lorfqu’elle  eft  du  troifieme , & les  deux  autres  ima- 
ginaires : comme  dans  la  figure  219.  où  le  cercle  ne 
coupe  la  Parabole  qu’en  deux  points  A , M ,•  l’égalité  x* 
-+-apxx  — bbxx,  &c.  n’a  que  deux  racines  réelles  AD, 
MQ,  qui  font  toutes  deux  fauffes,  parce  qu’elles  tom- 
bent du  côté  gauche  de  l’axe.  20.  Que  fi  le  cercle  ne 
coupoit  ni  ne  rencontroic  la  Parabole  en  aucun  point 
(ce  qui  ne  peut  arriver  lorfque  l’égalité  eft  du  troifieme 
degré  comme  l’on  voit  par  les  conftru&ions  précé- 
dentes) les  quatre  racines  feroienc  imaginaires.  30.  Que 
s’il  la  touchoit  en  un  point  l’égalité  propofée  auroit  deux 
racines  égales  chacune  à la  perpendiculaire  menée  de 
ce  point  ; ce  qui  vient  de  ce  qu’on  peut  confidérer  un 
cercle  qui  touche  une  Parabole  , comme  s’il  la  coupoit 
en  deux  points  infiniment  proches  l’un  de  l’autre  , qui 
font  regardés  comme  réunis  dans  le  point  touchant  : 
mais  alors  l’égalité  propofée  fe  pourroit  abaifler  à une 
du  fécond  degré  par  les  règles  de  l’ Algèbre  ordinaire, 
de  forte  qu  on  n’ auroit  point  befoin  d’une  Parabole 
pour  en  trouver  les  racines. 
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Remarque  II. 

390.  Si  l’dn  fait  attention  à ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu’en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque , 
& qui  a toutes  fes  racines  réelles  , la  fomme  des  vraies 
eft  égale  à la  fomme  des  faufles  ; on  verra  naître  ce 
Théorème. 

Fie.  11  S.  S’il  y a un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 

points  M d’où  l’on  abaifle  des  perpendiculaires  M Ç)  fur 
l’axe  CF  : je  dis  que  la  fomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l’axe  , fera  égale  à la  fomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  l’on  prend  vers  le  dedans  de  la  Parabole  fur 
l’axe  depuis  fon  origine  C la  partie  CF  égale  la  moitié 
de  fon  paramétré  que  j’appelle  a , Sx  qu’ayant  tiré  du 
centre  E du  cercle  la  perpendiculaire  E K fur  l’axe , on 

fafle  F K=±  c , K E=jd.  ~Ë~C  = af  y il  eft 

Art.  387.  clair  par  la  conftru&ion  qui  eft  k la  fin  * du  Corollaire 
premier , que  les  perpendiculaires  MQ  feront  les  racines 
de  cette  égalité  x*—a  ex  x -\-aad x ■+■  a%f—o  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque  ; fçavoir  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l’axe , les  vraies  ; Sx.  celles  qui 
tombent  du  côté  gauche , les  faufles.  Donc , &c. 

Si  le  cercle  pafloit  par  l’origine  C de  l’axe  , il  eft  vifi- 
ble  que  l’une  des  perpendiculaires  M Q deviendroit 
nulle  ou  zéro  ; Sx  qu’ainfi  il  y aurait  alors  une  perpen- 
diculaire d’une  part  de  l’axe  égale  aux  deux  autres  de 
l’autre  part. 

Si  le  cercle  touchoit  la  Parabole  en  un  point  & la 
coupoit  en  deux  autres  , il  faudrait  prendre  le  double 
de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  ; puif- 
* An.  389.  que  (comme  l’on  vient  * de  dire)  on  peut  regarder  ce 
cercle  comme  s’il  coupoit  la  Parabole  en  deux  points 
infiniment  proches  l’un  de  l’autre  , Jefquels  fe  réunifient 
au  point  touchant. 
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Remarque  III. 

391.  Comme  l’on  ne  peut  imaginer  en  Géométrie 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenfions;  puifque 
le  folide , qui  cft  la  quantité  la  plus  compofée , n’en  a 
que  trois  ; on  pourra  divifer , fi  l’on  veut,  tous  les  ter- 
mes d’une  égalité  propofée  qui  pafle  par  le  troifieme  degré, 
par  telle  ligne  donnée  qu’on  voudra  , élevée  à une  puif- 
fancc  moindre  d’une  unité  que  chacun  de  Tes  termes  n’a 
de  dimenfions  : ce  qui  ne  troublera  point  l’égalité , de 
fera  que  chacun  de  fes  termes , n’exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soit,  par  exemple,  l’égalité  du  quatrième 
degré  x4  H- 2 bxJ-t-acxx  — aadx — aif=oÿ  je  la 

divife  par  a ’ , ce  qui  donne  ^ ~ -4-  ~ — ^ — f 


= o , dont  chaque  terme  n’a  qu’une  dimenfion , de  n’cx- 
prime  par  conféquent  que  des  lignes  droites.  On  choifit 
ordinairement  la  ligne  qui  fc  trouve  répétée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l’équation  propofée , 
comme  eft  ici  la  ligne  a , de  même  quelquefois  on  la 
foufentend  , en  la  regardant  comme  l’unité  dans  les 
nombres , qui  ne  chan^ge  rien  aux  quantités  qu’elle  mul- 
tiplie ou  qu’elle  divife  : ainfi  en  faifant  a=i  , on  écrira 
^ + iixi-+-fxx  — dx — f~o , au  lieu  de  x*-+-zbx* 


-\-acx  x — aadx — a>f=o  ou  de  x -f-  — * — h — — — 

J a*  a*  Jii 


— f—o.  Il  en  eft  de  même  des  égalités  du  cinquième 
de  du  ftxiemc  degré,  dec. 


Remarque  IV. 

392.  Si  après  avoir  conftruit  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de 
la  derniere  équation  du  Lemmc,  on  conftruit  une  Seélion 
conique  qui  foit  le  lieu  de  telle  autre  de  fes  équations 
qu’on  voudra  ; ces  deux  lieux  détermineront  par  leurs  in- 
terfeclions  les  racines  de  l’égalité  propofée  ; dont  la  rai- 
fon  eft  que  faifant  évanouir  par  le  moyen  de  leurs  équa- 
tions l’inconnue  y,  on  retrouve  l’égalité  même  propofée* 
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De-là  il  eft  évident  qu’on  peut  conftruire  cette  éga- 
lité , i°.  par  le  moyen  d’un  cercle  & d’une  Hyperbole 
équilatere  , en  fc  fervant  de  la  fcptieme  & de  la  ilxieme 
équation  du  Lemme.  i°.  Par  le  moyen  d’un  cercle , 6c 
d’une  Ellipfe  dont  l’axe  parallèle  k A P eft  k fon  para- 
métré comme  a eft  k c , en  fe  fervant  de  la  feptieme  & 
de  la  troifieme  équation.  3°.  Par  le  moyen  d’un  cercle  , 
& d’une  Hyperbole  dont  l’axe  parallèle  b AP  eft  à fon 
paramétré  comme  a a eft  à bb,  en  fe  fervant  de  la  fep- 
tieme & de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  a , 
dont  on  fe  fert  pour  réduire  fous  l’expreftion  ac  toutes 
les  quantités  qui  multiplient  x x , fous  l’cxpreflion  aad 
celles  qui  multiplient  x , 6c  enfin  fous  l’expreftion  Af  les 
quantités  entièrement  connues , eft  arbitraire  ; il  s’enfuit 
qu’en  prenant  pour  cette  ligne  a une  infinité  de  diffé- 
rentes grandeurs , on  pourra  conftruire  l’égalité  propo- 
fée  par  le  moyen  d’une  infinité  de  cercles , & d’Ellipfes , 
ou  d’Hyperboles  équilateres  & non  équilateres  , toutes 
différentes  entr’elles. 

On  a vu  dans  l’article  387.  qu’en  prenant  pour  l’unité 
arbitraire  a le  paramétré  de  l’axe  d’une  Parabole 
donnée  , on  peut  en  fe  fervant  de  la  première  6c  de  la 
feptieme  équation  conftruire  l’égalité  propofée  par  le 
moyen  d’un  cercle  & de  la  Parabole  donnée  : 6c  je  vais 
feirc  voir  qu’en  déterminant  cette  ligne  a d’une  cer- 
taine maniéré , on  peut  conftruire  l’égalité  par  le  moyen 
d’un  cercle  & d’üne  Ellipfe  ou  d’une  Hyperbole  fem- 
blable  k une  Ellipfe  ou  k une  Hyperbole  donnée.  Car 
la  raifon  de  fes  axes  étant  donnée  par  la  fuppofition  , la 
raifon  de  l’axe  parallèle  b AP  avec  fon  paramétré  fera 
aufli  donnée.  Si  donc  l’on  nomme  cette  raifon  donnée 

■ — ; on  aura  lorfqu’il  s’agit  de  l’EHipfe-^  & partanc 

aa~^r>  d’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend  pour  l’unité 
*Arc.  j 78.  arbitraire  a,  la  racine  d’un  quarré  a a égal  * k une 
quantité  connue  ac  qui  multiplie  xx  dans  l’égalité 

donnée 
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donnée,  & eft  multipliée  par  , on  conftruira  l’égalité  en 

fc  fêrvant  de  la  feptieme  & de  la  troifieme  équation  , par 
le  moyen  d’un  cercle  & d’une  Ellipfe  dont  l’axe  parallèle 
à A P,  fera  à fon  paramétré  comme  m cil  à n , puifque 

~=~-  Mais  lorfqu’il  s’agit  de  l’Hyperbole,  on  aura 

^ & partant  a=b  j d’où  l’on  voit  que  fi  l’on 

prend  pour  l’unité  a cette  valeur  , & qu’on  conftruife 
l’égalité  en  fe  fervant  de  la  feptieme  & de  la  quatrième 
équation  , l’axe  parallèle  à AP  de  l’Hyperbole  qui  eft 
le  lieu  de  la  quatrième , féra  à fon  paramétré  comme  ni 

eft  à n , puifque  ~ Et  c’eft  ce  qui  étoit  propofé. 

Remarque  V. 

393.  La  ligne  a qui  fait  l’office  de  l’unité,  & qui 
eft  arbitraire , fuffit  comme  l’on  vient  de  voir  pour  conf- 
truire  F égalité  propofée,  par  le  moyen  d’un  cercle  & 
d’une  Parabole  donnée , ou  bien  par  le  moyen  d’un  cer- 
cle, & d’une  Ellipfe,  ou  d’une  Hyperbole  femblable  k 
une  donnée.  Mais  lôrfqu’il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d’un  cercle  , & d’une  Ellipfe , ou  d’une 
Hyperbole  donnée  , une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffit 
pas  ; il  faut  en  introduire  d’autres  dans  l’égalité  pro- 
pofée , afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfuite  de  manière 
que  la  Seûion  donnée  ferve.  C’eft  ce  que  l’on  va  exécuter 
dans  le  Lemme  fuivant 

LEMME  FONDAMENTAL 

Pour  la  conjiruclion  des  Egalités  du  troifieme  & du  qua- 
trième degré , avec  un  cercle  & une  Ellipfe , ou  une 
Hyperbole  donnée. 

394.  Soit  l’égalité  du  quatrième  degré 
^-aac\-\-  d'  d=o  , dans  laquelle  les  lettres  a ,b  , c,  d , 

Rr 
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marquent  des  lignes  données , & la  lettre  ç exprime  les 
racines  inconnues  de  l’égalité.  Je  prends  une  autre  in- 
connue x = ^(la  lettre  f marque  une  ligne  prife  à 
volonté),  & fubftituant  k la  place  de  { , & {4  leurs 

valeurs  y » , Sc  dans  l’égalité  précédente  , je 

la  change  en  cette  autre  + — ^x-t-^=io; 

je  prends  une  troifieme  inconnue  y telle  qu’étant  multi- 
pliée par  y fon  produit  fy  foit  égal  au  quarré  xx  de  la 
féconde  ; ce  qui  donne  les  équations  fuivanres. 

V.  xx  — fy = o ,•  & fubftituant  k la  place  de  x x , Sc  de 
x*  leurs  valeurs  fy  fie  ffyy  dans  l’égalité  x4-»-  ~ xx,  Scc. 
j’ai  pour  fécondé  équation. 

2*.  yy-'f  — y — ~ x~^a~°  » laquelle  étant  ajoutée 
k la  première  , donne  pour  troificmc  équation. 

3e-  JJ-l-Ty- /Jr-4"X*_'TJC-1_T:=0»  dont  Ie 

* Art.  fi+&  lieu  eft  * un  cercle  lorfque  les  inconnues  fie  indétermi- 
J1?-  nées  x Sx  y font  entr’clles  un  angle  droit.  Je  multiplie 

la  première  équation  par  la  fra&ion  dans  laquelle  g 
exprime  une  ligne  telle  qu’on  veut  de  même  que  y,  & 
j’ai  - xx — y_y  = o ; Sc  ajoutant  cette  équation  avec  Ja 

fécondé , fit  l’en  ôtant  enfuite , je  forme  la  quatrième  & la 
cinquième  équation. 

A'-yy+-tJ;y— 7j  + îxx~ ~x^^=°y  donc 

Art.  j 14.  Ic  lieu  eft  * une  Ellipfe. 

5e-  yy+i-Çy-*-f{y—*xx—fzx-*-‘%=°> 

Art.  jp,  le  lieu  eft  * une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

Remarque. 

39^.  S’il  arrive  que  quelques  termes  de  l'égalité 
propofée  ayenc  des  lignes  difterens  de  celle-ci  , ou  qu’ils 
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manquent  ; les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  toujours 
néanmoins  dcsSeâions  coniques  de  même  nom  : c’elt-k- 
dirc  que  les  lieux  de  la  première  & de  la  fécondé  équation 
feront  toujours  des  Paraboles , celui  de  la  troifieme , un 
cercle , &c. 

PROPOSITION  V. 

Problème. 

396.  Construire  V égalité  du  quatritmt  degré 
z4-j-abzz — aacz-f-a)d  = o,  avec  un  cercle  donné  Ht 
une  Hyperbole Jèmblable  à une  donnée  ; ou  avec  une  Hy- 
perbole donnée  & un  cercle. 

Je  conftruis  féparément  * les  lieux  de  la  troifieme  Sx.  * Art.  314  St 
de  la  cinquième  équation  , en  prenant  pour  les  inconnues 
& indéterminées  x Sx  y les  mêmes  lignes  AP , Ç M,  Fig.  tro  & 
qui  faflent  eBtr’ elles  un  angle  droit  AP  M ; Sx  les  inter-  lllm 
fe&ions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  à déterminer  les 
valeurs  de  l’inconnue  { , de  la  maniéré  qui  fuir. 

Soit  menée  par  le  point  A origine  des  x , la  ligne 

AD  = ~i-  parallèle  à PM,  & du  même  côté  lorf- 

que  a furpafle  b , 6c  au  contraire  du  côté  oppofé  lorfqu’il 
eft  moindre.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  D G paral- 
lèle à A P , foient  prifes  fur  cette  ligne  du  côté  de  PM 

la  partie  D C—  -fa,  & foit  décrit  du  centre  C & du 
rayon  CP  ou  CG=^v/cc-{-aa — z a b -4-A  b — 4 ad, 
un  cercle.  Maintenant  ayant  mené  A H = h~~^  paral- 
lèle k PM  & du  côté  oppofé  , foit  tirée  la  droite  indé- 
finie H K parallèle  à AP , fur  laquelle  foient  prifes  U 

partie  H 1=  ~ du  côté  oppofé  k P M , Sx  de  part  & 
d’autre  du  point  I les  parties  I K , IL,  égales  cha- 
cune k -f  i/Tc^JgH-^dg  ou  {-çV'hg — 4 dg — cc  (on  a 
' Rrij 
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pris  pour  abréger  h—  +ag  Soit  enfin  décrite  de  l’axe 

LK  (qui  doit  être  le  premier  Iorfque  cc-\-  \d g eft  plus 
•yrand  que  h g,  &.  le  fécond  lorfqu’il  eft  moindre)  qui 
foit  à fon  paramétré  K U comme  a eft  à g , une  Hyper- 
bole ou  les  Hyperboles  oppofées  qui  rencontrent  le  cer- 
cle en  des  points  M,  M,  d’où  fôicnt  abaiflees  des  per- 
pendiculaires MP,  MP y fur  la  ligne  AP.  Je  dis  que 
les  parties  AP,  AP , de  cette  ligne  feront  les  racines  de 

l’égalité  + jïï  — ïÇ-  x = o ; en  obfcrvant 

qu’elles  font  vraies  Iorfque  les  points  P tombent  db 
côté  où  l’on  a fuppofe  P M en  faifant  la  conftruélion  , 
& faufîts  lorfqu’ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troi- 
ficmc  équation  ; & par  la  propriété  de  l’Hyperbole , Ta 
cinquième;  & ôtant  la  troifieme  de  la  cinquième,. on  aura 

~y-^fy — \xx — xx=±o,  d’où  l’on  tire  y=”;  & 
mettant  dans  l’une  ou  dans  l’autre  de  ces  deux  équations 
à la  place  de  y -cette  valeur  y , & à la  place  de  yy  fora 

quarré  , on  trouvera  l’égalité  x4,  &c.  Mais  ayant  les 
valeurs  de  x , on  a celles  de  ^ ; puifque  { = y . 

Maintenant  pour  fatisfàirc  à la  première  demande  da 
Problème,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  CF,  r; 

& j’ai  par  conféquent  r=  —v^cc-^-aa — zab-^bb—^ad; 

d’où  il  fuit  que  fi  l’on  prend. f—~r — ~ -w  ■ — , le 

rayon  CF  ou  CG  du  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  croifieme 
équation , fera  égal  à la  donnée  r.  II  refte  à faire  que  l’Hy- 
perbole foit  femblable  à une  donnéè,  c’eft-à-dire,  que  fon 
premier  ou  fécond  axe  LK  foit  à fon  paramétré  KO  en 
raifon  donnée  de/n  à n ; & il  eft  vifible  qu’il  ne  faut  pour 

cela  que  prendre  g=  ^ , puifque  LK.  KO:: a.  g : : rn.ru 
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Enfin  pour  faire  en  forte  que  l’Hyperbole  foit  don- 
née , ou , ce  qui  cft  la  meme  choie  que  fon  premier  où 
fécond  axe  L K & le  paramétré  K 0 de  cet  axe  foienc 
égaux  h des  lignes  données  -,  je  nomme  d’abord  le  pre- 
mier axe  LK  2 f;  fon  paramétré  KO ,p  ; Sx.  j’ai  KO  (//) 

s = & LK  (zt)=  - \/cc-\-^dg — h g (il  faut  fe  ref- 

a - — ■£.* 

fouvenir  que  k=^~^  ; ce  qui  donne  g=~,  & / 
e=  : d’où  l’on  voit  que  fi  ce  ■+■  Adg  furpafle  hg, 

& qu’on  prenne  pour  g & pour  / ces  valeurs  , on  Trouvera 
dans  la  conftru&ion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  LK  & fon  paramétré  KO  les  lignes  don- 
nées it  Su  p . Mais  s’il  arrive  que  cc-\-  A,dg  foit  moindre 
que  hg,  il  faudra  nommer  le  fécond  axe  LK , 2fy  & fon 
paramètre  KO,p  y ce  qui  donne  comme  ci-deffus 
p=—  , & : où  l’on  doit  obferver  que 

a t Sx  p ne  marquent  plus  à préfent  les  mêmes  lignes 
qu’auparavant  : de  s’il  arrive  que  hg,  dans  cette  der- 
nière fuppofition  où  2 1 marque  le  fécond  axe  , furpafle 
ce  -+-  4 dg,  il  eft  vifible  qu’en  prenant  pour  g Sx  / ces 
valeurs  dans  la  conftruâion  de  la  cinquième  équation, 
on  trouvera  pour  le  fécond  axe  LK  Sx  fon  paramétré 
K O les  lignes  données  it  «St  p. 

Il  faut  bien  remarquer  qu’il  peut  arriver  que  la 
valeur  de  / foit  imaginaire  dans  l’une  & dans  l’autre  de 
ces  fuppofitions  ; & alors  on  voit  que  la  conftruâion  de- 
vient impoflible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  comme 
tous  les  Auteurs  qui  s’en  font  fervis  après  M.  Sluze  qui 
en  eft  l'inventeur , la  donnent  pour  générale  ; j’en  ferai 
*ne  remarque  à part  ; où  je  ferai  voir  en  examinant  par 
ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver  , que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  réuflit  point. 

Si  c’étoicnt  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuflent 
données  , la  conftruétion  feroic  toujours  pofDble  j cac  fi 


Digitized  by  Google 


318  Livre  Neuvième. 
après  avoir  nomme  le  premier  axe  d’une  de  ces  Hyperbo- 
les LK,  i t;  & fon  paramétré  KO,p  ; il  fc  trouvoit  que  la 

valeur  de  /=  fat  imaginaire,  c’eft-à-dire , 

que  hg  furpafsâc  cc-+- ^dg  { il  n y auroit  qu’à  fe  fervir 
dans  la  conftruftion  à la  place  de  cette  Hyperbole  de  Ca 
conjuguée  & de  fon  fécond  axe  , puifquc  le  fécond  axe 
de  celle  ci  étant  le  même  que  le  premier  axe  de  l’autre , la 
valeur  de  f ne  renfermerait  plus  aucune  contra di&ion.  Je 
dois  encore  avertir  que  s’il  arrive  que  cc-\-$dg=hg,  l’équa- 
tion du  quatrième  degré  s’abaifle  à une  du  fécond. 

Remarque. 

397.  i*.  S 1 l’Hyperbole  donnée  eft  équilaterc.  On 
aura  g=a  » & on  le  fervira  dans  la  conftru&ion  du  Pro- 
blème de  fon  premier  axe,  lorfque  ce -h  ^dg  furpafle 

h g , c eft-k-dire  , en  mettant  pour  h fa  valeur  h—*- , & 

% 

pour  g fa  valeur  a , lorfque  cc-+- 4a  d furpafle  b -+-  a ; 
& du  fécond  lorfqu’il  elt  moindre.  Et  la  eonftruûion 
fera  toujours  poflible. 

2°.  Si  le  premier  axe  de  l’Hyperbole  donnée  furpafle 
fon  paramétré.  On  fe  fervira  dans  la  conftru&ion  du 
Problème  de  fon  premier  axe,  lorfque  cc-h^ad  fur- 
pafle b-i-a  ; car  il  fuit  dc-lk  que  cc-h  + dg  furpafle  hg, 
tfeft-à-dire  (en  multipliant  par^ôc  mettant  pour  h fa 

■ ■ ■ — t 
va]euri±£^  qu ey-+-4u^  furpafle  b g , puifque 

dans  cette  fuppofition  g (^)  étant  moindre  que  a , la 

quantité—  -1-4 ad  fera  plus  grande  que  cc-h^ad,  St 

b g fera  moindre  que  b-\-a  . Au  contraire  lorfque 

cc-\-\ad  eft  moindre  que  b-*-a  , il  faudra  fe  fervir 
du  fécond  axe  ; car  il  fuit  de-là  que  cc-\-4[dg  eft  moin- 
dre que  hg,  ou  que^-c -\-^ad  eft  moindre  que  b-hg 
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puifque  îc  marquent  k prëfcnt  le  (ècond  axe  qui  eft 
moindre  que  fon  paramétré  p la  quantité  ^ eft  ici  plus 

grande  que  a.  D’où  l’on  voit  que  la  conftrucfion  eft 
toujours  poflible  , non  - feulement  lorfque  l’Hyperbole 
donnée  eft  équilaterc , mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  eft  plus  grand  que  fon  paramètre. 

30.  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  fon  paramétré. 
II  faudra  néceflairement  lorfque  cc-\-^ad  furpaffe 

b -+■  a , fe  fervir  du  premier  axe  ; car  fi  l’on  employait  le 
fécond,  il  faudrait  que  cc-\-^dg  fût  moindre  que  hgT 

ou  que  y -+-^ad  fût  moindre  que  b-\-g  ; ce  qui  ne 
peut  être , puifque  K qui  exprimerait  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que  p , la  quantité  g ferait 

moindre  que  a.  Mais  en  fe  fervanr  du  premier  axe  , il 
peut  arriver  qu -h^ad  foit  moindre  que  Â-+-  gt 

puifque  g (“7)  eft  plus  grand  que  a ; alors  il  eft  évi- 
dent  que  la  conftruftion  du  Problème  devient  impofîï- 
blc , parce  que  la  valeur  de  / renfcrme 

une  contradiftion.  De  même  lorfque  cc-{-^ad  eft 
moindre  que  b-\-a  , il  faut  néeeffairement  k fervir 


du  fécond  axe  ; & comme  alors  la  valeur  de  gf^  — 'j  eft 
moindre  que  a , il  peut  arriver  que  y -+-^ad  foit  plus 
grand  que  b~\~g  , & qu’ainfi  la  valeur  de  ff-  ***  Y 

.....  4*1} 

foit  imaginanre. 

Il  eft  donc  évident  qu’il  peut  arriver  une  infinité  de 
cas  , où  la  conftruclion  de  l’égalité  propofëe  dans  le 
Problème  devient  impoffible  ; & cela  lorfque  le  premier 
axe  de  l’Hyperbole  donnée  eft  moindre  que  fon  para- 
mètre , car  autrement  elle  réulîira  toujours. 
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Remarque. 

400.  On  peut  toujours  rendre'  la  conftru&ion  pré- 

cédente plus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu’on 
fe  propofe  de  conftruirc , en  faifant  enforte  que  a foit 
égal  à b ; car  il  n’y  a qu’à  réduire  l’égalité  donnée  fous 
cette  forme  j'+ju  ^Z+laacç-^az  d—o  , au  lieu  de 
cette  autre  f4  Z\-ab  a* t/==o.  Ce  qui  a 

empêché  de  le  faire  d’abord , c’cft  qu’on  avoit  en  vue  de 
rendre  la  conflrudion  du  Problème  générale  pour  tous 
les  cas  , comme  l’on  vient  de  faire  dans  le  Corollaire 
précédent  , & que  pour  cet  effet  il  falloir  que  chaque 
terme  de  l’égalité  renfermâc  des  lettres  différentes  b,c, 
dt  au  premier  degré. 

PROPOSITION  VL 

Problème. 

40 1.  Trouver  les  racines  de  l’égalité  z4 — >bzJ 
*— aezz -f- aadz-*-aahh  = o , par  le  moyen  d’une 
Hyperbole  donnée  entre  fes  Afymptotes , & d’un  cercle. 

Ayant  fait  {—y  > on  transformera  l’égalité  donnée  Fie.  m, 
en  cette  autre  x*  — h--x*  — — * x -4-  — * -+-  ~~  = o. 

a a a *ta  • 

Ayant  mené  d’un  point  quelconque  M de  l’Hyperbole 
donnée  qui  a pour  centre  le  point  A , une  parallèle  MP 
à l’une  des  Afymptotes  A Q , & qui  rencontre  l’autre 
au  point  P,  on  nommera  les  inconnues  & indéterminées 
AP  ,x  ; P M ,y  ; lefquellcs  font  entr’clles  un  angle  don- 
né A P M,  & on  aura  par  la  propriété  de  l’Hyperbole 
xy=mm  , en  fuppofant  que  mm  en  foit  la  puiffance. 

Maintenant  fi  l’on  preçd  f—  m y ~k , on  aura  hff—  amm, 

& =mA=*xxyy  : & mettant  à la  place  de  —■  qui 

cft  le  dernier  terme  de  l’égalité  précédente  fa  valeur 

S s 
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. x xyy,  & divifant  enfuitc  par  xx,  on  trouvera  xx — ^ x 
— T -+■  qu‘  fc  change  (en  mettant  dans 

le  terme  — h la  place  de  x fa  valeur  ~ trouvée  par  le 

r *• 

moyen  de  l’équation  xy=mm=-^ J en  cette  autre  xx 

*,/rr.  1 18  51 — tC  x — - + TY  + yy— 8»  dont  le  lieu  eft  <♦  un 
jip.  “ a kJ  JJ 

cercle  lorfquc  l’angle  AP  M eft  droit. 

Mais  lorfque  l’angle  A PM  n’eft  pas  droit,  ou  (ce 
qui  revient  au  môme  ) lorfque  l’Hyperbole  donnée  n’eft 
pas  équilatere  , il  éft  évident  que  le  lieu  de  la  dernicre 
équation  n’eft  plus  un  cercle  , mais  une  Elliplè.  C’eft 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  foie 
un  cercle,  je  prends  fur  l’ Afÿmprote  A P la  partie  AB 
— ia:  & ayant  mené  BE  parallèle  à l’autre  Afymp- 
tote  AQ,  je  tire  du  centre  A la  perpendiculaire  AE  fur 
BE  : & nommant  les  données  BE  ,g;  AE ,c  ; je  mul- 
tiplie l’équation  xy — m m =o , dont  l’Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu,  par';  & j’ai — t~—o.  J’ajoute 

enfuire  cette  équation  à la-  précédente  lorfque  fangfe  fait 
par  les  Afymptotes  eft  aigu , & je  l’cn  retranche  forfqu’H 
eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  dans  cette  figure  : cela 

me  donaeyy — ' xy  --y  xx — tÇ  x — 

* An.  wj  & dont  le  lieu  eft  un  cercle  * qui  fc  conftruit  ainfi. 

1\g  zn  Soit  fur  l’Afymptoce  A Q la  partie  AD  = ^ 
du  côté  oppofé  h PM:  (bit  tirée  parallèlement  à A Et 
h ligne  D C—  k-j  — ^ du  côté  de  P M lorfque  cette 

valeur  eft  pofirive  , & du  côté  oppofé  lorfqu’elle 
eft  négative  : enfin  du  centre  C & du  rayon  C M 

*=  I /~ÂC  foit  décrit  un  cercle.  Je  dis  qu’il  çou- 

pera  l’Hyperbole  donnée  & fon  oppofée  en  des  points 
My  d’où  ayant  mené  des  parallèles  Ai  P'  à l’AfymptoC* 
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-AQ.i  les  parties  AP  de  l’autre  Afymptote  exprimeront  les 
racines  de  l’égalité  x 4 — ^ xi — xï  d-H  x-+-  -^-=0: 

a . * 4 aa 

fçavoir  celles  qui  font  du  côté  de  PM,  les  vraies  ; & 
celles  qui  font  du  côté  oppofé , les  faulTes. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  , on  trouve  cette  équa- 
tion yjr—  ?xy  + £y+xx—£x~t£±p!!=*:qmCe 
réduit  (en  mettant  pour  xy  fa  valeur  mm)  à cette  autre 
xx  — — -7  ■+•  aÇy-+-yy=°  > dans  laquelle  mettant 

enfin  pour  y fa  valeur  pp  ou  & pour  y y le  quarre 

de  cette  valeur  , on  retrouve  l’égalicé  même  propofée 
x4 — ^x5,&c.  • 

Si  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  étoit  aigu  ; il  fau- 
drait changer  dans  les  valeurs  de  AD  6c  de  CAf , les 
lignes  des  termes  où  g fc  rencontre  , dont  la  raifon  eft 
que  BE  (g)  devient  négative  de  pofitive  qu’elle  étoit. 

Mais  lorfque  l’Hyperbole  eft  équilatere , il  faut  effacer 
les  termes  où  g fe  rencontre  & mettre  pour  e fa  valeur 
2 a , parce  que  A E tombe  alors  fur  AB  : ce  qui  rend 
la  conftruélion  beaucoup  plus  fimple. 

Lorfqu’on  a les  différentes  valeurs  de  x , il  eft  évident 
qu  ’on  a auffi  celles  de  en  faifant  Et  c’eft  ce 

qui  étoit  propofé. 

Corollaire  I. 

402.  S 1 le  dernier  terme  de  l’égalité  propofée  du 
quatrième  degré , avoit  le  ligne  — , il  eft  clair  qu’en  opé- 
rant comme  ci-defl’us,  on  trouverait  une  équation  dans 
laquelle  le  terme  yy  aurait  le  ligne  — , & dont  le  lieu  par 
conféquent  ne  ferait  pas  un  cercle  , mais  * une  Hyper-  * Art. 
bole.  D’où  l’on  voit  que  cette  méthode  ne  peut  fervir 
que  pour  les  égalités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur 
dernier  terme  avec  le  ligne  -K  . * 

Ssij 
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Corollaire  II. 

403.  O n pourra  toujours  en  fe  fcrvant  de  la  mé- 
thode précédente  , réfoudre  coûte  égalité  donnée  du 
troifieme  degré  x'  ip  n x x Z+I  a p xl+l  a a q =*  0 ,*  par  le 
moyen  d’une  Hyperbole  donnée  entre  fes  Afympcotcs  , 
& d’un  cercle.  Car  la  multipliant  par  H - r lorfqu-il  y a 
-4 -aaq , & par  x — r lorfquc  c’cft  — a a q , on  la  chan- 
gera toujours  en  cetrc  autre  du  quatrième  degré. 

x*,Z+-nx'-Ç.apxx^-aaq  x-\-aa  qr=o  , 

'•  +-r  +/ir  +apr 

dont  le  dernier  terme  aaqr  aura  toujours  le  figne  -4-, 
& qui  fera  par  conféqucnc  du  nombre  de  celles  qu’on 
peut  conftruire  de  la  maniéré  prtjpédente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftru&ion  en  obfer- 
vant  i°.  de  prendre  pour  l’unité  arbitraire  a la  ligne  m 
racine  de  la  puiftance  de  l’Hyperbole  donnée , qui  eft  le 
lieu  de  l’équation  xy=mm  = aa , purfque  m = a. 
a°.  De  profiter  de  l’indéterminée  r pour  égaler  le  dernier 

term  eaaqr  avec  a*=x  xyy  } ce  qui  donne  r=  y.  30. 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  fes  interfeefionj 
les  racines  de  l’égalité  coupera  néceflairement  l’Hyper- 
bole Iorfqu’il  y a — aaq,  & fon  oppofée  lorfque  c’eft 
Fnoi  n 3.  -+-,aaq  r en  un  point  K , d’où  ayant  mené  une  paral- 
lèle KH  a l’  Afymptote  AQ  , la  partie  A H de  l’autre 
Afymprocc  doit  être  égale  à r,  puifque  l'égalité  du  qua- 
trième degré  a pour  une  de  fes  racines  x=I+Ir.  Dc-là 
on  tire  cette  conftruûion  qu’il  eft  facile  de  rendre  géné- 
rale pour  toutes  les  égalités  du  troifieme  degré. 

Je  fuppofe  que  l’angle  fait  pas  les  Afympcotes  de  l’Hy- 
perbole donnée  foit  aigu  , 6c  qu’ayant  pris  pour  l’unité 
arbitraire  a la  racine  de  la  puiftance  de  l’Hyperbole 
donnée , on  ait  réduit  l’égalité  donnée  du  troifieme  de- 
gré fous  cette  exprdîion  x!  — nxx — apx — aaq  — o. 
Ayant  pris  fur  l’Afymprote  AP  la  partie  AB  = ia,  & 
mené  R E parallèle  à l’âutre  Afymptote  A Q,  on  tire 


. K 
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du  centre  A la  perpendiculaire  A E fur  B E ; & ayant 
pris  fur  A Q la  partie  A L=q  du  côté  de  P AI,  parce 
qu’il  y a — aaq  dans  l’égalité  donnée  , on  tirera  LK  pa- 
rallèle à AP , & qui  rencontre  l’Hyperbole  au  point  K. 
Cela  fait , on  nommera  les  données  B E , g ; A E , e ; 
LK,  r ; & on  prendra  fur  l’Afymptote  A Q la  partie 
A D=¥- — '-q—Z^-d.  pour  abréger,  & on  tirera  D C 
_î!+l4  parallèle  k A E , en  obfervant  de  prendre 

ou  mener  ces  lignes  du  côté  de  P M lorfque  leurs 
valeurs  font  pofitives  & du  côté  oppofé  lorfqu’elles  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  C , & du  rayon 
CK,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  M , d où  ayant  mené  les  droites  MP  paral- 
lèles à l’Afymptote  A Q y les  parties  A P de  l’autre 
Afymptotc  feront  les  racines  de  l’égalité  propofée  x> 

— n x x — a p x — aaq  — o. 

Car  prolongeant  les  droites  MP , KH,  jufqu’k  ce r 
qu’elles  rencontrent  la  ligne  D C aufli  prolongée  , s’il 
eft  néccflaire,  aux  points  G,  F ; on  aura  (à  caufe  des 
triangles  redangles  CF  K , CGM ) ces  deux  égalités 

GJl  -+-  CG==  CM  , & FK^£F==CK‘:  & par  con- 

féquent  GM  -+-  CG  = FK  CF  , puifquc  les  lignes 
CM,  CK,  font  rayons  d’un  même  cercle.  Or  par  la 
conftruélion  (je  fuppofe  ici  pour  éviter  l’embarras  des 

fignes  + & — , que^j — ’-y= -4- d , c’cft-k-dire,  que 
cette  valeur  eft  pofitive)  GM  ou  P M-\-  P G=y 
+ £x-+-d,  CG  ou  DG — PC—'—  — ‘^ar— 

té  1 14  i y 

F K ou  K H H F—q  -4-  — r-\-d  , CF  ou  CD 

— D F = ■- ~t& — E,  C’cft  pourquoi  mettant  k la 

place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  dans  l’éga- 
lité précédente  GM  -4-  CG  = F K -+-  CF  , on  en  for- 
mera d’abord  celle-ci  yy-h^xy  idy  * * 


%zG  Livrb  Nhuvibm*. 

— nx->—rx  — qq-\-  q -1-  zd q H- rr — nr — rr, 
en  s’épargnant  Ja  peine  d’écrire  de  part  & d’autre  les 
quarrés  de  d de  de^t—^  qui  fe  détruifent  mutuclle- 

Jemcnt.  Si  l’on  confidere  à préfent  qu’à  caufe  de  l’Hy- 
perbole, le  redangle  xy  — rq  , de  qu’k  caufe  du  trian- 
gle redangle  AE  B le  quarré  qaa  — gg-t-et , on 
changera  l’équation  précédente  en  celle-ci  y y -+-  2 dy 
+ ix — nx  — rx=qq-\-idq  — ar  , dans  laquelle 

mettant  d’abord  k la  place  de  z d fa  valeur  ~ — q , de 

enfuite  à la  place  de  y & y y leurs  valeurs  "de  £ , de 

ordonnant  l’égalité  il  vient 

x* — n x1 — a p xx — aaqx-i-a*=Mzo  t 
— r-irtir  r+-  apr 

qui  étant  divifépar  x — r,  donne  enfin  x1 — nxx — apx 

— aaq=o,  qu’il  falloit  construire. 

Pour  rendre  cette  conftrudion  générale  il  faut  obfer- 
ver  , 1 °.  de  prendre  la  partie  AL  fur  l’Afymprote  A Q 
du  côté  oppofé  k PM  lorfqu’il  y a -4 -aaq  dans  l’éga- 
lité donnée  j de  de  changer  de  lignes  les  termes  où  q de  r 
fe  rencontrent  dans  les  valeurs  de  A Dt  D C , z°.  de 
changer  de  lignes  le  terme  où  p fe  rencontre  dans  la  valeur 
de  AD  lorsqu’il  y a -t-apx  dans  l’égalité  donnée  , de 
de  l'effacer  lorfque  ce  terme  y manque  : il  faut  faire 
Ja  même  chofe  k J’égard  du  terme  ou  n fe  rencontre 
dans  la  valeur  de  DC,  lorfqu’il  y a -+-nxx.  30.  De 
changer  de  ligne  le  terme  où  g fe  renconrre  dans  la 
valeur  de  D C,  lorfque  l’angle  fait  par  les  Afymptotes  eft 
obtus , de  de  l’effacer  lorfqu’il  eft  droit , en  obfervant 
alors  que  c=za. 

Remarqua. 

404.  L’  algèbre  nous  fournit  des  moyens  faciles 
pour  transformer  toute  égalité  du  quatrième  degré , en 
une  autre  du  même  degré  dont  les  lignes  des  termes 
foient  alternatifs.  Or  comme  alors  fon  dernier  terme 
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aara  toujours  le  ligne  -+- , il  eft  vifible  qu’en  fc  fervanr 
de  cette  préparation  Iorfque  le  dernier  Terme  de  l’égalité 
qu’on  veut  conllruire  a le  ligne  — , on  rend  la  méthode 
du  Problème  générale  pour  toutes  fortes  d’égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réelles 
d’une  égalité  font  vraies , Iorfque  les  lignes  de  fès  ter- 
mes font  alternatifs  ; il  s’enfuie  qu’on  n’a  beloin  alors 
que  de  l’Hyperbole  donnée,  puifque  fon  oppofée  qui  ne 
lert  que  pour  les  racines  faulîes  devient  inutile* 

PROPOSITION  VII* 
Problème, 

40^.  Soit  propojit  à conftruirt  l'égalité  du  Jixiemt 
degre  x‘ — bx  acx4-+-  aadx*-f-  a'cxx — a4fx  -+•  a ’ g=o  , 

ou  x* — bx^-t-cx4-+-dx3-t-exx — fx-+-g==o  (en  foujett- 
ttndant  la  ligne  a qui  rend  le  nombre  des  dimenfions  égal 
dans  chaque  terme  y.&  que  Von  regarde  comme  l’unité  ) ; 
par  le  moyen  d’un  cercle , St  d’un  lieu  du  troijieme  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifieme’ degré  xJ — mxx 
•— nx-t-ÿ  — — pxy , dans  lequel  les  quantités  m,  n,p,q, 
que  fon  regarde  comme  données  , fe  doivent  déterminée 
d’une  maniéré  convenable  pour  fatisfaire  au  Problème  j, 
ce  que  je  fais  en  cette  forte  : 
rn  quarrant  chaque  membre,  j’ai 

»(  — »«.»'-+-  mm»*  -f-  una«>  -f-  ruxx  — infr  -f-  <fq  = ppxnyy  , 

— Irt  -4- 19  imq 

& comparant  les  termes  — imx' , — 2 nqx , -¥qq  avec 
leur  corrcfpondans  dans  la  propofée  — bx'  y — fx,  -4- gr 

je  trouve  m = '-b,  q=>V g,  n=  -~-^y  &.  par  conféquenC 

x6 — zmx' — znqx-\~qq=s=x* — bx ’ — fx-+g  Si  l’on 
met  a préfent  à la  place  de  x#—  jmr1-  2 nqx-ç-qq  fa 
▼a  _ur  pp  xx  y y — mmx*,  &c.  trouvée  parle  moyen  de 
Tequation  précédente,  & à la  place  de  x‘ — bx' — fx 
-+ -g  fa  valeur  — cx^  — dx*.  trouvée  par  le  moyen 
de  l’égalité  donnée , fie  qu’ayant.divifé  par  xx,  on  tran£ 
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po fe  toutes  les  quantités  d’un  même  côté , on  formera 

cette  équation 

PPyy — mmxx — zmnx — nn=o  , 

-fin  — 2 q -4-2  mq 
-+-  c -+-  d -H  e 

* Art.  j 28  <5-  dont  le  lieu  fera  * un  cercle  fi  la  quantité  c-t-  2 n — mm 

il (qui  multiplie  le  quarréxx)eft  politive,  & qu’on  prenne  pp 

= c-+-  ^ bb  ; car  divifant  par  pp  , & faifant  pour 

. , im/i-f-10 — d a ima-i-e — nn  nn — irrq — c 

abréger  2 r—  — — de  ss—  - ou -a — . 

0 pp  pp  PP  7 

on  aura  y y -+-  x x — 2rx+ü— o : fçavoir  H-r  s lorf- 
que  2 mq-\-t  furpafle  nn  j 6c  — s s , lorfqu’il  elt  moindre. 

Pour  conttruire  la  ligne  courbe  qui  elt  le  lieu  de  la 
première  équation  x' — xx — nx-\-q= — pxy  , je  fup- 
pofe  à l’ordinaire  deux  lignes  droites  inconnues  6c  indé- 
Fie.  224.  terminées  A P (x)  , P M (y)  qui  falfent  entr’elles  un 
angle  droit  AP  M ; 6c  je  tire  par  l’origine  A des  x , une 
ligne  droite  indéfinie  A Q parallèle  à P M , fur  laquelle 

ayant  pris  du  côté  de  P Al  la  partie  AG^,  6c  du  côté 

oppofé  la  partie  GB~~  , je  mène  du  côté  de  PM  la 

droite  BC—m  perpendiculaire  \ A Q.  Cela  fait,  je 
décris  fur  un  plan  féparé  une  Parabole  ME  M qui  ait 
pour  paramétré  de  fon  axe  la  ligne  p=\/c-\-in — mm,  6c 
ayant  placé  ce  plan  fur  celui  -ci , enforte  que  l’axe  de  la 
Parabole  fe  confonde  avec  la  ligne  AQ  6c  que  la  Para- 
bole s’étende  vers  le  côté  oppofé  à P M , je  prends  fur 

• cet  axe  depuis  fon  origine  E vers  le  dedans  de  la  Para- 
bole la  partie  E F— B G=~.  Je  me  fers  enfin  d’une 

longue  réglé  indéfinie  C F mobile  autour  du  point  fixe 
C,  6c  qui  parte  toujours  par  le  point  F,  6c  la  faifant  tour- 
ner autour  du  point  C , enforte  qu’elle  farte  glirter  la 
partie  EF  de  l’axe  de  la  Parabole  le  long  de  la  ligne 
A Q.  Je  dis  que  les  deux  interférions  continuelles  M,  M, 
de  cette  réglé  avec  la  Parabole  MEM-  décriront  dans 
ce  mouvement  deux  lignes  courbes  qui  feront  le  lieu 

qu’on 
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qu’on  demande.  Car  par  la  conftru&ion  AB  ou  A G 
— = ^ ~ , & par  la  propriété  de  la  Parabole 

E Q=y  puifque  AP  ou  MQ  = x.  Or  les  triangles 
femblables  FQM,  MDC , donnent  FQ  ou  EQ — EF 

C D (m — x ).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  & les 
moyens , on  aura  x' — mxx  — nr  + ?= — pxy . Et  fi 
l’on  prend  fucceflivcment  les  points  M dans  les  trois 
angles  qui  fuivent  celui-ci , on  trouvera  toujours  la  même 
équation,  en  obfervant  de  faire  AP= — x & P M=: 

■ — y lorfquc  les  points  P & Al  tombent  du  côté  oppofé 
à celui-ci  : de  forte  que  ces  deux  lignes  courbes , qu’on 
peut  appcller  conchoides  paraboliques  , feront  le  lieu 
complet  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de 
l’inconnue  j,  qui  répondent  à toutes  les  valeurs  tant  vraies 
que  faufles  de  l’autre  inconnue  x,  dans  l’égalité  x’ — mxx 
— nx  -\-q=.—pxy. 

Pour  conftruire  le  cercle  qui  cft  le  lieu  de  la  fécondé 
équation,yy-4-xx  — irx-+- ss  = o , il  n’y  a qu’à  pren- 
dre fur  la  droite  indéfinie  A P h partie  AH=r  du 
côté  de  PM  lorfque  la  valeur  de  r eft  pofitive,  & du 
côté  oppofé  lorfqu’elle  eft  négative  ; enfuite  du  centre 
H & du  rayon  H M*=i/rr^-ss,  fçavoir  - — s s lorf- 
qu’il  y a -+-  ss  dans  l'équation , & ss  lorfque  c’eft  — ss, 
décrire  un  cercle  ; car  à caufc  du  triangle  rcéfangle  H PM, 

on  aura  toujours  H M *=*  H P ~\~PM , c’eft-à-dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques  , & tranfpofant  tous  les 
termes  d’un  côtéyy-l-xx — irxZ£ss=o. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  points  M où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoides  paraboliques  on  mene  des 
pepcndiculaires  M Q fur  la  droite  indéfinie  AQ  ; ces 
lignes  feront  les  racines  de  l’égalité  propofée  : fçavoic 
celles  qui  tombent  à droit , les  vraies  ; & celles  qui  tom- 
bent à gauche  , les  faufles.  Car  menant  des  parallèles 
MP  à AQ,  on  trouve  par  la  propriété  des  conchoïdes 

Te 
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cetre  équation  xs  — mxx — nx-\-q= — p xy  , c’efî-ù- 
dire,  en  quarrant  chaque  membre,  ppxxyy= — x 6 
• — mix'  , &c;  & par  la  propriété  du  cercle,  cette  autre 
y y- f-  xx — irxZ^-s  s = o,  laquelle  étant  multipliée  par 
pp xx  donne  ppxxyy  — — pp  x*-\- 1 pp  r xl  -+^pp  ssxx. 
Et  comparant  enfem|>le  ces  deux  valeurs  de  ppxxvy  , 
on  formera  une  égalité  dans  laquelle  fi  l'on  met  à la  place 
de  zr , s s , pp  t m,  n,  q , leurs  valeurs , on  retrouvera 
l’égalité  propofée  x‘  — bx\  &c. 

S’il  y avoit  dans  l’égalité  propofée  — dx ’ au  lieu  de 

-+-  d x5,  il  cft  vifible  qu’en  prenant  alors  zr—  * 

le  refte  de  la  conftru&ion  ne  changcroit  point , puifque  d 
ne  fe  rencontre  que  dans  la  valeur  de  r.  Et  comme  alors 
tous  les  lignes  des  termes  de  l’égalité  propofée  font  alter- 
natifs ; c’eft  une  maxime  reçue  en  Algèbre  que  toutes 
fes  racines  réelles  feront  vraies  ; c’eft-à-dire , que  fi  cette 
égalité  a deux  racines  réelles  & quatre  imaginaires,  les 
deux  réelles  feront  vraies;  fi  elle  en  a quatre  réelles  & deux 
imaginaires,  les  quatre  feront  vraies  ; & enfin  fi  toutes  les 
fix  font  réelles,  elles  feront  toutes  vraies.  D’où  l’on  voit 
qu’on  n’a  befoin  alors  que  de  la  conchoïdc  qui  eft  décrite 
par  la  moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du  point 
fixe  Cy  puifque  l’autre  ne  fert  que  pour  les  racines  faufles. 

S’il  arrivoir  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fût  nulle 
ou  imaginaire , ou  enfin  fi  petite  qu’il  ne  touchât , ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdcs  en  aucun  point  ; ce  ferait 
une  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l’éga- 
lité feraient  imaginaires.  S’il  les  coupoit  en  fix  points, 
toutes  les  racines  feraient  réelles.  Et  enfin  s’il  ne  le9 
coupoit  qu’en  quatre  ou  en  deux  , il  n’y  aurait  que  quatre 
ou  deux  racines  réelles,  & les  autres  feraient  imaginaires. 

Il  faut  toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoic 
l’une  des  conchoïdcs  en  quelque  point,  on  doit  regarder 
ce  point  comme  s’il  réunifîoit  deux  points  infiniment  pro- 
ches, ai  forte  que  l’égalité  propofée  aurait  deux  racines 
égales  à la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  B E. 
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Remarque  I. 

406.  It  fuit  de  la  dcfcription  des  deux  conchoïdes 
paraboliques  , i°.  qu’elles  ont  pour  Afymptote  commune 
la  droite  BE  infiniment  prolongée  de  part  & d’autre. 

2°.  Qu’une  des  conchoïdcs  pafle  par  le  point  fixe  C,  &c 
qu’alors  la  réglé  CF  la  touchera  en  ce  point;  puifquc  le 
point  M fe  réunifiant  au  point  C,  la  règle  pafle  par  deux 
points  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  30.  Que 
lorfque  le  point  F tombe  fur  B , la  réglé  CF  qui  décrit 
par  les  interférions  M,  M,  avec  la  Parabole  les  con- 
choïdes , tombe  fur  CB  ; & qu’ainfi  la  ligne  MF  M de- 
vient la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F';  c’cft-k- 
dire  que  la  ligne  CB  rencontre  les  conchoïdcs  en  deux 
points  K , L , tels  que  B K & B L font  égales  chacune 
h l’ordonnée  à l’axe  de  la  Parabole  qui  part  du  point  F. 

D’où  il  cft  clair  que  fi  B C étoit  égale  à cette  ordonnée  , 
le  point  K tomberoit  alors  fur  le  point  Cy  & qu’ainfi  la 
ligne  B C qui  pafîeroit  par  deux  points  infiniment  pro- 
ches K , C de  la  conchoïdc  la  touchcroit  en  fc  réunifiant 
toute  entière  dans  le  fcul  point  C. 

Il  n’eftpas  ncccflairc  de’fc  fervirde  la  Parabole  MEM  Fio.  nj. 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  ; car  ayant  pris 
fur  BE  la  partie  B O égale  au  paramétré  de  la  Para- 
bole, & décrit  d’un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
que  O B un  cercle  qui  coupe  BC  aux  points  D , D ; on 
prendra  fur  ce  diamètre  la  partie  RS  égale  à EF , & on 
tirera  par  le  point  fixe  C les  deux  droites  CM,  CM , 
parallèles  à D S , D S , qui  rencontreront  les  parallèles 
DM,  DM , à E B en  des  points  M , M,  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  CM  jufqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  I’Afymptote  B E au  point  R y & mené 
M Q parallèle  k B C;  il  eft  clair  que  les  triangles  rec- 
tangles M Qi7 , D B S , feront  égaux  , & qu’ainfi  FQ 
cft  égale  k B S.  Or  ayant  pris  RS  égale  à E F ; on 
aura  F F-+-  FQ,  ou  E Q=RS-\-  S B ou  RB  ; & la 
Parabole  E M qui  a pour  fommet  le  point  E , & pour 

Ttij 
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paramétré  une  ligne  égale  h 50,  paffera  par  le  point 
Mi  puifqueparla  propriété  du  cercle  le  quarré  d e BD 
ou  M Q , eft  égal  au  re&angle  de  B R ou  E Q par  le 
paramétré  BO;  ce  que  donne  aufli  le  propriété  de  la 
Parabole.  D’où  il  fuit  que  le  point  M trouvé  par  cette 
conftruûion , n’cft  pas  différent  de  celui  que  donnerait 
J’interfeélion  de  la  réglé  CF  avec  la  demie  Parabole 
E M.  Et  cejl  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  le  point  D étoit  donné , il  ne  faudrait  pour  avoir 
le  point  R , que  mener  DR  perpendiculaire  à O D ,•  & 
le  refte  de  la  conftruftion  ne  changerait  point. 

J’avertirai  ici  en  paffant,  i°.  que  fi  l’on  prend  fur  B C 
du  côté  du  point  C,  une  partie  BD  égale  à la  vraie 
racine  de  l’égalité  du  troifieme  degré  xJ — '-mxx — '-mnp 
= o(Ies  données  BC—m,EF=  n,  BU^ p)  -,  & qu’on 
trouve  enfuite  le  point  M comme  l’on  vient  d’enfei'gner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  B C que  tous  les 
autres  points  de  la  portion  K MC , de  forte  que  la  tan- 
gente qui  paffe  par  ce  point  fera  parallèle  a B C.  i°.  Que 
fi  l’on  prend  fur  B C prolongée  de  l’autre  côté  du  point 
B y une  partie  BD  égale  à la  vraie  racine  de  l’égalité 
x* — mnp—o  i le  point  M de  la  conchoi’de  qui  répond 
au  point  D , en  fera  le  point  d’inflexion  : c’eft-à-dirc , le 
point  où  de  concave  clic  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j’ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Infiniment  petits,  on  doit  le  fuppolêr  comme  vrai,  & 
remettre  ù en  chercher  la  raifon  après  avoir  lu  ce  Livre 
ou  quelque  chofe  d’équivalent , d’autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  réfolution  des  égalités  du  fixicme 
degré  dont  il  eft  ici  queftion. 

Remarque  lï. 

407.  Il  eft  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con- 
choïdes  paraboliques,  il  faut,  i°.  que  la  ligne  B C b) 
ait  quelque  grandeur , & qu’ainfi  l’égalité  propofée  doit 
avoir  un  fécond  terme.  20.  Que  le  terme  q ne  peut  être 
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nul  dans  l’équatiog  x 3 — mxx  — nx-\-q= — pXy  y pujf. 

qu’en  divifanc  par  x,  elle  deviendroit  cette  autre  xx mx 

— n— — py,  dont  le  lieu  eft  une  Parabole;  d’où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  g fe  doit  trouver  dans  l’égalité 
propofée  avec  le  ligne  -t-  , puifque  q = Vg. 

De  plus  fi  le  terme  fx  avoit  le  ligne on  lui  don- 
nerait le  ligne  — en  changeant  aullî  les  lignes  du  deuxieme 
& du  quatrième  terme  ; ce  qui  ne  troublerait  point 
l’égalité  , mais  changerait  feulement  les  racines  faufles 
en  vraies  & les  vraies  en  faufles.  Et  afin  que  le  lieu  de 
la  deuxieme  équation  pût  être  un  cercle  , il  faudrait  que 

■^Hhc  ( fçavoir  -4-  c lorfqu’il  y a-t-cx4,  & — c lorfqu’il 

ya  — ex4)  fûrpafsât-)-  b b.  D’où  l’on  voit  que  le  terme  fx 
manquant,  il  faut  que  le  rerme  ex4  ait  le  ligne  -f-,  & 


que  c furpafle  '-bb  ; & que  fi  le  terme  ex 4 manque , 
doit  furpafler  '-bb. 

11  eft  donc  évident  que  ce  font  1k  les  conditions  que 
doit  avoir  néceflairement  l’égalité  propofée  du  fixicme 
degré  , afin  qu’on  la  puifle  conftruire  immédiatement 
par  le  moyen  des  conchoïdes  paraboliques , & du  cercle 
comme  l’on  vient  de  faire  la  précédente. 


Remarque  .III, 

408.  Lorsqu^  l’égalité  donnée  n’eft  que  du  cin- 
quième degré , on  peut  fouvent  en  l’élévant  au  fixieme 
lui  donner  en  même  tems  toutes  les  conditions  néceflaires 
pour  être  conftruicc  immédiatement.  En  voici  quelques 
exemples. 

Soit , i°.  x* — a*b=o,  où  l’on  fuppofë  que  a furpafle 
b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x — b,  pour  avoir  celle 
du  fixieme  x — b x* — -ü4  b x -+■  x4  b b = o , qui  a toutes 
les  conditions  requifes  dans  la  remarque  précédente. 

Soit , 20.  x' — 7 5aux3-+-  ^a4x — aJ'b  = o , dans  laquelle 
a furpafle  b.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x — b,  & j’ai 
x^—bx' — ^aax^yabx'-^^xx — 6a*bx-\-a*bb=o, 
qui  a toutes  les  conditions  nécefloires. 
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Soit,  3°.  x' — ax4 — ^aax'-ï-ia'xx^^x — a'  = o. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x — 4 a ; ce  qui  me  donne 
x6  — <,ax'  -+-  19a3*'  — cfiiaxx  — x =0 , qui 

efl:  une  égalité  du  fixieme  degré , dans  laquelle  toutes 
les  conditions  nécelTaires  fe  rencontrent. 

Il  cft  bon  d’avertir  que  la  première  égalité  x ' — a4b—o, 
fert  à trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  A,  B ; que  la  fécondé  x' — <,aax^,  &c. 
fert  à divifer  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales  ; 
Sx  enfin  que  la  troifiemc  x\ — ax4,Scc.  fert  à inferire 
dans  un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  côtés: 
& c’etl  ce  qu’on  verra  dans  Tes  articles  du  Livre  fuivant. 
Je  vais  donner  la  conftruéHon  de  la  première  de  ces 
égalités , afin  qu’on  la  puifle  comparer  avec  celle  qu’on 
trouve  à la  fin  du  troifieme  Livre  de  la  Géométrie  de 
M.  Defcartes. 

Fio.  116.  Ayant  décrit  une  Parabole  ME  qui  ait  pour  le  para- 
métré de  fon  axe  une  ligrçe  p —y' a a — b b , Sx  pris  du 

côté  que  l’on  voit  dans  la  figure  les  lignes  AG=^f 
GB  ou  EF=^AG,  BC'='rb,AH=^,  & une 

ligne  s<=~\/^b  b — aa,  ou  — V'aa — 4 b b ,•  on  décrira 

d’abord  une  conchoïde  parabolique  COM  (comme 
l’on  a enfeigné  dans  l’article  404.  ) à l’aide  de  la  Para- 
bole ME  , Sx.  d’une  longue  règle  CF  qui  tourne  libre- 
ment autour  du  point  fixe  C , Sx  qui  pafle  toujours  par 
le  point  F , pendant  que  la  partie  EF  de  l’axe  de  la  Pa- 
rabole gliffc  le  long  de  la  ligne  AQ;  Sx  enfuitc  un  cer- 
cle du  centre  H Sx  du  rayon  H M=  V' A H Z+ls s,  fça- 
voir  -4-æj  lorlque  4 b b furpafle  a a , & — s s lorfqu’il 
ert  moindre.  Je  dis  que  fi  des  points  O ,M , où  ce  cercle 
rencontre  la  conchoïde  , on  mene  des  perpendiculaires 
OR,  MP,  fur  AP  ; les  parties  AR,  AP,  feront  les 
racines  de  l’égalité  x ‘ — bx' — a<  bx-y-a+bb  — o.  Cela 
fc  prouve  comme  dans  l’article  404. 
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On  peut  s’épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 
s—TpV'  îl’b—aa,  ou  -Vaa — 4 bb  ÿ fi  l’on  fait  atten- 
tion que  le  cercle  décrit  du  centre  H , doit  couper  la 
conchoïde  COM  en  un  point  O , tel  qu’ayant  mené 
OR  perpendiculaire  fur  4P,  on  a la  partie  A R=b  ; 
puifquc  l une  des  racines  de  cette  égalité  clt  x=b.  C’efi 
pourquoi  ayant  pris  fur  AP  la  partie  AR=b,  & tiré 
R O perpendiculaire  à A P & qui  rencontre  en  O la  con- 
choïdc  CO  Mi  il  n’y  a qu’à  décrire  du  centre  PI  & du 
rayon  H O un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point 
M , tel , qu’ayant  mené  MP  perpendiculaire  fur  APf 
la  ligne  A P fera  la  plus  grande  des  quatre  moyennes 
proportionnelles  qu’on  demande.  Comme  le  cercle  dé- 
crit du  centre  H ne  coupe  la  conchoïde  qui  païïe  par 
le  point  C qu’en  deux  points  O,  M,  & ne  rencontre 
point  l’autre  ; il  s’enfuit  que  l’égalité  propoféc  x * — b x’ 
&c.  n’a  que  deux  racines  vraies  AR,AP , & les  quatre 
autres  imagindi-es. 

Remarque  IV. 

409.  Lorsque  l’égalité  donnée  du  fixieme  degré, 
n’a  point  les  conditions  néccflàires  pour  être  conftruite 
immédiatement  par  la  méthode  que  l’on  vient  d’expli- 
quer, ou  bien  qu’étant  du  cinquième  degré,  la  remar- 
que précédente  fc  trouve  inutile,  on  pourra  fe  fervir  du 
la  préparation  qu’enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troi- 
fiemc  Livre  de  fa  Géométrie.  On  y trouve  la  maniéré  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  & du  fixieme 
degré  en  une  autre  du  fixieme , dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  lignes  alternatifs  , & où 
la  quantité  connue  du  troificme  terme  furpalfc  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  : ce  qui 
xend  la  conftruélion  du  Problème  générale  pour  toutes 
fortes  d’égalités  du  cinquième  & du  fixieme  degré.  Je 
ne  m’arrêterai  point  ici  à expliquer  cette  préparation  ÿ 
parce  qu’elle  dépend  de  l’Algèbre  pure  dont  je  n’ai  point 
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entrepris  de  parler  , & que  d’ailleurs  je  vais  donner  dans 
la  Proportion  fuivantc  une  conftru&ion  générale  pour 
toutes  fortes  d’égalités  du  cinquième  & du  fixicme  de- 
gré , qui  ne  fuppofe  point  d’autre  préparation  que  celle 
.■de  faire  évanouir  le  fécond  ternie. 

PROPOSITION  V 1 1 L 
Problème. 

410.  TT rouvkr  les  racines  de  l’égalité  x* — bx4 — ex* 
-4-dxx  — fx-t-g=o  , par  le  moyen  d'une  première  Fa- 
rabolc  cubique  donnée , Ht  d'une  Scdion  conique. 

Fig.  X17.  Soit  aay  = x‘  l’équation  dont  le  lieu  eft  b première 
Parabole  cubique  MAM(AP—  x,  PM— y,  AB— a). 
Je  mets  dans  l'égalité  propofée  à la  place  de  xc  fa  valeur 
a*  y y , à la  place  de  x4  fa  valeur  a a xy , & à la  place  de 
x'  fa  valeur  a a y ,*  ce  qui  la  change  en  cette  équation  du 

fécond  degré  yy—  ± x y — ^y  -+■  ± xx  — £ x -h  £ 

S Art,  3 xj..  =0 , dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe  * Iorfque  d furpafle  ~ b b, 
c’eft-h-dire , lorfque  la  quantité  connue  qui  multiplie  xx 
furpafle  le  quarré  de  la  moicié  de  la  quantité  connue  qui 
multiplie  x4 , comme  je  le  fuppofe  ici.  Et  fi  l’on  veut  que 
ia  ligne  qui  fait  l’office  de  l’unité  dans  l’égalité  propofée, 

. & qui  y eft  fousentendue , foie  égale  au  paramétré  a de 
la  Parabole  cubique  donnée  \ cette  équation  fe  changera 

en  ccHe-ci  yy — ^xy-rcy-i--xx~-fx-\-ag*=o, 

dont  voici  la  conftruûion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AB=a, 
on  tirera  parallèlement  à PM  & du  même  côté  les  droites 
BE= ± b , A D = '-c  : & on  mènera  par  le  point  A 
la  droite  A E (e) , & par  le  point  D une  parallèle  D G 
à AE  , fur  laquelle  on  prendra  du  côté  de  P M la  partie 

D C (S)=~^ZJT  > & de  P41*  & d’autre  du  point  C les 
O parties 
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parties  CK , CL , égales  chacune  à t=  j/" rj  + # 

Cela  fait,  du  diamètre  LK(it)  qui  ait  pour  paramétré 
une  ligne  K , 6c  pour  ordonnées  des  droites 

parallèles  à PM,  on  décrira  1’EIlipfc  cherchée. 

Maintenant  fi  des  points  de  rencontre  de  cette  Ellipfe 
avec  la  Parabole  cubique  donnée , on  abaifie  des  lignes 
MP  qui  faflent  avec  AP  l’angle  donné  ou  pris  à volonté 
APM,  les  parties  AP  de  la  droite  indéfinie  fur  la- 
quelle s’étend  l’indéterminée  x feront  les  racines  cher- 
chées , fçavoir  celles  qui  tombent  du  côté  où  l’on  a fup- 
pofé  PM  en  faifant  la  conftruéHon,  les  vraies  ; & celles 
qui  tombent  du  côté  oppofé , les  fauffes.  Car  par  la  pro- 
priété de  la  Seélion  conique  il  vient  yy — * xy — cy-H  ^ xx 
•—f  x -+■  ag  = o , & par  la  propriété  de  la  Parabole 
cubique,  y = ; & mettant  cette  valeur  k la  place  de 

y 6c  fon  quarré  à la  place  de  yy  dans  l’équation  précédente, 
on  retrouve  l’égalité  donnée  x* — abx* — aacx\ 6cc.=o. 

Remarque  I. 

41 1.  Toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixicme 
degré  étant  donnée  , fi  l’on  en  fait  évanouir  le  fécond 
terme  , & qu'après  l’avoir  multipliée  par  l’inconnue  x 
lorfqu’elle  n’eft  que  du  cinquième  degré , on  fe  ferve  du 
paramétré  a de  la  Parabole  cubique  donnée  pour  réduire 
fous  l’expreffion  a b les  quantités  connues  qui  multi- 
plient x*  , fous  l’cxpreflion  aac  celles  qui  multiplient 
je* , &c  ; il  eft  vifible  qu’en  faifant  la  fubftiturion  comme 
ci-defius , on  transformera  toujours  l’égalité  donnée  en 
un  lieu  du  fécond  degré.  D’où  l’on  voit  qu’ayant  une 
fois  décrit  avec  exattitude  une  Parabole  cubique  qui  aie 
pour  paramétré  une  ligne  quelconque  a , 6c  dont  l’angle 
APM  que  font  les  appliquées  PM  avec  le  diamètre 
A P , peut-être  pris  à volonté  j on  pourra  toujours  pat 
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fon  moyen , en  décrivant  de  plus  une  Seûion  conique 
convenable  , réfoudre  toutes  fortes  d’égalités  du  cin- 
quième & du  fixieme  degré. 

Remarque  II. 

412.  Lorsqu’à  près  avoir  fait  évanouir  le  fécond 
terme  d’une  égalité  donnée  du  cinquième  & du  fixieme 
degré  , & l’avoir  multipliée  par  l’inconnue  x fi  elle  n’eft 
que  du  cinquième  ; la  quantité  connue  qui  multiplie  le 
quarré  xx  cil  pofitive  , & furpaflc  le  quarré  de  la  moitié 
de  celle  qui  multiplie  x4  : on  arrivera  toujours  en  foi- 
fant  la  fubllitution  pat  le  moyen  de  aay=x1,h  une 
équation  du  fécond  degré  dont  le  lieu  ell  une  Ellipfe, 
comme  l’on  a vu  dans  ce  Problème.  Or  l’on  pourra 
toujours  foire  enlorte  que  cette  Ellipfe  devienne  un 
cercle,  mais  alors  la  Parabole  cubique  ne  peut  plus  être, 
donnée.  Voici  comment  il  s’y  faudra  prendre. 

* Arc.  J7S.  Ayant  trouvé  une  ligne  a * dont  le  quarré  de  quarré 
û4  foit  égal  à la  quantité  connue  qui  multiplie  xx , on 
fe  fervira  de  cette  ligne  a pour  réduire  fous  1'expreffion 
a b toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  x4  , fous 
l’cxprclfion  aac  celles  qui  multiplient  x5,  &c;  ce  qui  ré- 
duira l’égalité  donnée  fous  cette  forme  x‘-H  abx 4 -+■  aaex 8 
+(i4xx-j-a4/ic-j-a'g=o.  Et  mettant  a*yyr  aaxy  8c 
aay  à la  place  de  x* , x4  & x* , on  trouvera  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  yyH-  *xy4-cy  + xx -\-f x4-ag 

mArt.  $r 7 & —o , dont  le  lieu  fera  * un  cercle,  fi  l’on  foit  enforte 
315)-  que  l’angle  AEB  foit  droit;  ce  qui  efl  facile  en  cette 
manière. 

Etc» nS.  Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AB 
=cl , on  décrira  de  cette  ligne  comme  diamètre  un 
demi  cercle  AEB,  du  côté  où  l’on  fuppofe  que  P M 

doit  tomber T lorfqu’il  y a — ~axy  , & du  côté  oppofé 

lorfqu’il  y a + ^ xy.  On  portera  fur  la  demi  circoofe- 


Digitized  by  Googli 


Ï>E  IA  CONSTRUCTION  DES  EcAtITÉS.  339 
rence  de  B en  E , une  ligne  B E=\b  ; & ayant  tiré  A E 
(e) , la  ligne  P M doit  être  parallèle  à B E , & on  achè- 
vera le  relie  de  la  conftruûion  comme  pour  l’Ellipfe , 
qui  deviendra  alors  un  cercle;  puifque  l’angle  CGM 
fera  droit,  6c  qua  caufe  du  triangle  reâanglc  A E B il 
vient  ec=aa  — '-b  b , qui  doit  exprimer  la  raifon  du 
diamètre  L Ton  paramètre.  La  figure  qui  dt  ici  à 
côté  repréfente  la  conftruûion  de  l’équation  y y — -xy 

— cy  + xj r — fx — cig=>o  , qui  n’eft  différente  de  celle 
du  Problème  qu’en  ce  que  d=a. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  A B autant  de  par- 
ties AP ,AP , &c.  qu’on  voudra , &c  mené  des  parallèles 
PM,  PM,  &cc.  k BE  ; on  prendra  chaque  PM  égale 
à la  quatrième  proportionnelle  h fa  correfpondante  AP 
6c  la  donnée  AB.  Et  fàifant  paffer  une  ligne  courbe 
M A M par  tous  les  points  M ainfi  trouvés,  il  eft  évi- 
dent qu’elle  fera  le  lieu  de  l’équation  x'=aay  , 6c  par 
conféquent  la  première  Parabole  cubique  qui  par  fes 
points  d’interfedion  M,  M,  avec  le  cercle,  fervira  à 
découvrir  les  racines  AP,  AP , de  l’égalité  propoféc. 

Remarque  III. 

413.  Comme  l’on  a parlé  fouvent  dans  ce  Livre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés , 6c  qu’on  vient  même 
d’employer  la  première  Parabole  cubique  pour  réfou- 
dre les  égalités  du  cinquième  6c  du  fixieme  degré  ; je 
crois  qu’il  n’eft  pas  hors  de  propos  d’examiner  les  diffé- 
rentes figures  qu’elles  peuvent  avoir.  Soient  donc  don- 
nées de  pofition  deux  lignes  droites  indéfinies  B C,  DE , 
qui  s’entrecoupent  au  point  A,  & foit  dans  l’angle  B AD  Fig.  ixj.' 
une  Parabole  AM  de  tel  degré  qu’on  voudra , dont  la 
nature  eft  telle  qu’ayartt  mené  d’un  de  fes  points  quel- 
conques M une  parallèle  M P à D E , qui  rencontre  B C 
au  point  P ; & ayant  nommé  les  indéterminées  A P,  x ; 

P M,y  ; la  donnée  AB,  1 ; on  ait  toujours  x»*=y*(lcs 
lettres  m 6c  n marquent  les  expoûms  des  puiffances  de 

Vuij 
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x & y qui  peuvent  être  tels  nombres  pofitifs  entiers  qu'on 
voudra  ; & l’on  fuppofe  feulement  que  m furpafle  n ).  Il 
eft  évident,  i°.  que  AP  (x)  étant  nulle  ou  zéro,  PM  (y) 
l’eft  aufli , & que  plus  AP  (x)  croît,  plus  aufli  P AI  (y) 
* Aru  137.  augmente  ; & cela  k l’infini.  20.  Que  la  foutangentc  PT  * 

^ x^  eft  toujours  moindre  que  AP  (x)  , puifque  l’on 

fuppofe  ici  que  n foit  moindre  que  m.  D’où  il  fuit  que  la 
Parabole  AM  de  tel  degré  qu’elle  puifle  être , pafiera 
toujours  par  le  point  A ,*  qu’elle  s’éloignera  de  plus  en 
plus  à l’infini  de  la  droite  B C que  l’on  regarde  comme 
fon  diamètre;  & enfin  qu’elle  tournera  fa  convexité  du 
côté  de  ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  A M 
qui  tombe  dans  l’angle  &AB,  n’eft  qu’une  portion  de 
cette  Parabole , il  refte  à examiner  dans  lequel  des  an- 
gles DAC,  CA  E , EAU,  elle  doit  fe  continuer  ; Ôc 
pour  cela  il  faut  diftinguer  trois  différens  cas. 

Premier  cas . Lorfque  l’expofant  m de  la  puiftance  de 
x eft  un  nombre  pair , & l’expofant  n de  la  puiftance  de 
y un  nombre  impair.  La  racine  m de  xm  fera  -*-x,  & la 
racine  n de  yn  fera  feulement  -+-y  ; car  foit  par  exem- 
ple , m=q  & 0=3 , il  eft  clair  que  le  quarré  de  quarré 
où  la  puiftance  quatrieme.de  1*1  x eft  toujours  x-* , & 
qu’il  n’en  eft  pas  de  même  du  cube  de  ^r-y  j puifque  le 
Ii  g.  ny.  cube  de  -t- y eft  y’,  & celui  de  — y eft — y3-  De-ià  il  eft 
évident  que  AP  ( x ) peut  être  pofitive  de  négative,  & 
PM  (y),  toujours  pofitive  d’où  l’on  voit  que  la  Para- 
bol cÀM  doit  fc  continuer  dans  l’angle  D AC,  qui  eft 
à côté  de  l’angle  B AD , enforte  que  fi  par  un  point  quel- 
conque if  de  la  ligne  AL},  on  rire  une  parallèle  k BC, 
elle  rencontrera  la  Parabole  MA  M en  deux  points 
M , M,  qui  feront  également  éloignés  du  point  K.  Telle 
eft  la  Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  l’équation 
xx=ay , ou  x x=y  en  faifant  le  paramétré  a — u 

Second  cas . Lorfque  les  expofans  m & n font  des  nom- 
bres impairs.  La  racine  ra  dci*  fera  feulement  -+-x  , & 
«le  même  la  racine  n fera  -4- y ; mais  parce  que  l’équation 
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1 — X”  = — y eftla  même  que  xm=yn , & que  la  ratine 
m de — xmeft — x . & la  racine  n de — yn  eft — y ; il  s’en- 
fuit que  A P (x)  peut  être  pofuive  & négative  de  même 
que  P M ( y) , en  obfervant  que  lorfque  AP  eft  pofuive , 

PM  l’eft  auffi , & au  contraire.  D’où  l’on  voit  que  Fie.  13*. 
la  Parabole  A M doit  alors  fe  continuer  dans  l’angle 
CA E oppofé  au  fommet  à l’angle  BAÜ,  dans  une  pofi- 
tion  toute  fcmblable , mais  renverfée  ; enforte  que  pre- 
nant A P égale  k AP,  & menant  PM  qui  falfe  avec 
AP  l’angle  A PM  égale  k l’angle  AP  Mi  cette  ligne 
P M rencontre  la  portion  A M qui  tombe  dans  l’angle 
CA  B,  en  un  point  ./Vf  tel  que  P ./Vf  eft  égal  k PM.  Telle 
eft  la  première  Parabole  cubique  x,  = aay,  ou  *5=y 
en  fàifant  a=  1. 

Troijicme  cas.  Lorfque  l’expofant  m de  la  puiflance 
de  x eft  un  nombre  impair,  & l’expofant  n de  la  puiflance 
de  y un  nombre  pair.  La  racine  m de  x”  fera  toujours 
-+-x,  & la  racine  n de  yn  fera  y i car  foie  par  exem- 
ple, AM  une  fécondé  Parabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  l’équation  x'==ayy , ou  x'—yy  , il  eft  clair  que  la  Fie.  ij». 
racine  cubique  de  x3  eu  feulement  -4-x,  & que  celle  de 
y y eft  ^vy.  D’où  il  fuit  que  la  Parabole  AM  doit  fe 
continuer  dans  l’angle  BAE  qui  eft  k côté  de  l’angle 
B A D i enforte  que  fi  l’on  mène  par  un  point  quelton- 
que  P de  la  ligne  AB  une  parallèle  k DE , elle  rencon- 
trera la  Parabole  entière  M A M en  deux  points  M,  M, 
également  éloignés  du  point  P . 

Or  l’équation  générale  appartient  toujours  k- 

l’un  des  trois  cas  \ car  fi  m St  n étoienc  deux  nombres 
pairs , on  extrayeroit  de  part  & d’autre  la  racine  quarrée 
autant  de  fois  qu’il  ferait  poflible  \ ce  qui  la  réduirait 
k une  équation  dont  l’un  des  expofans  ferait  néceflai- 
rement  impair.  Et  l’on  peut  toujours  fuppofer  que  m 
furpaflé  n car  s’il  étoit  moindre  , & qu’op  eût  par  exem-  Fig.  *3*. 
pie  , aax  =y3 , on  trouverait  en  rapportant  les  points 
de  la  Parabole  AM  k ceux  de  la  ligne  DE , & nommant 
alors  AK>x ; KM,  yi  cette  autre  équation  x’—aay 
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qui  exprimerait  aufli  la  nature  de  la  même  Parabole 
AM  , Si  dans  laquelle  l’expofant  de  la puilfance  de  x eft 
plus  grand  que  celui  de  la  puilfance  dey  ; de  forte  qu’on 
pourrait  faire  alors  le  même  raifonnement  par  rapport  à 
i la  ligne  DE,  qu’on  vient  de  faire  par  rapport  à la  ligne 
B C.  De-là  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu’elles  puiflent  être  , auront  toujours  l’une  des 
trois  figures  précédentes. 

PROPOSITION  IX. 

Problème. 

414.  Soit  propofée  à conjlruire  légalité  du  huitième 
degré  x* — bx7-t-cx‘ — dx‘-4-ex4 — fxJ-l-gxx — hx-t-l="=o, 
dans  laquelle  aucun  terme  ne  manque  , par  le  moyen  de 
deux  lieux  géométriques  ; l’un  du  fécond  degré , Ge  l’autre 
du  quatrième. 

Ayant  pris  xx=ay  pour  le  lieu  du  fécond  degré, 
on  fubfticuera  à la  place  de  x%  x7,  x*,  x',  x*,  x3,  & xx, 
leurs  valeurs  a4 y4,  aiyix,aiyi,aayyx,aayy,  ayx,ay,  & 
en  prenant  la  droite  donnée  a pour  l’unité  , on  aura 

cette  autre  équation  y4 — ^ xy’-t-cy’ — dxyy-\-aeyy 

— afxy  -\-aagy — aahx-t-a,l=o  dont  le  lieu  eft 
du  quatrième  degré  , & des  plus  fimples  ; puifque  l’une 
des  inconnues  x n’étant  qu’au  premier  degré , on  pourra 
en  déterminer  tous  les  points  en  ne  fc  fervant  que  de 
cercles  Sc  de  lignes  droites. 

Si  l’on  conftruit  à préfent  la  Parabole  qui  eft  le  lieu 
de  la  première  équation  xx—ay,  & qu’ayant  pris  pour 
y autant  de  différentes  grandeurs  que  l’on  voudra  , on 
détermine  les  valeurs  de  x qui  leur  répondent  dans  la 
fécondé  équation  ; le  lieu  qui  pafTera  par  les  extrémités 
de  routes  les  y , & qui  fera  par  conféqucnt  celui  de  la 
fécondé  équation , déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole , les  valeurs  cherchées  des 
racines  de  l’équation  donnée.  Ce  qui  eft  vifible  ] puifque 
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mettant  dans  cette  fcconde  équation  pour  y fa  valeur 
y,  & pour  les  puiflances  de  y les  puiflances  de  cette  va- 
leur, on  retrouve  l’équation  donnée  x’ — bx7,&cc—o. 

Corollaire  I. 

41  <5.  Comme  l’unité  a eft  arbitraire,  on  peut  fup- 
pofer  qu  elle  eft  donnée , & qu’ainfi  la  Parabole  qui  eft 
le  lieu  de  la  première  équation  xx  — ay  eft  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu’on  pourra  toujours  par  le  moyen  de 
cette  équation  transformer  toute  égalité,  du  feptieme 
ou  huitième  degré , en  une  autre  équation  du  quatrième , 
dans  laquelle  l’inconnue  x ne  fc  fe  trouve  qu’au  premier 
degré.  D'où  il  fuit  que  toute  égalité  du  feptieme  ou  du 
huitième  degré  , dans  laquelle  ou  cous  les  termes  fe 
rencontrent  ou  feulement  une  partie',  fe  pourra  toujours 
conftruire  par  le  moyen  d’une  Parabole  donnée  S>  d’un 
lieu  du  quatrième  degré,  dans  lequel  l’une  des  inconnues 
ne  fe  trouvera  qu’au  premier  ; & cela  fans  autre  prépa- 
ration que  de  prendre  pour  l’unité  le  paramétré  de  la 
Parabole  donnée , afin  de  réduire  fous  l’expreflion  a c 
les  quantités  connues  qui  multiplient  x‘,  fous  l’expreflion 
a ad  celles  qui  multiplient  x’,  &c. 

Corollaire  II. 

41  6.  On  prouvera  de  même  que  toute  égalité  du 
neuvième  ou  du  dixième  degré  fe  pourra  toujours  conf- 
truirc  par  le  moyen  d’une  Parabole  donnée  , & d’un  lieu 
du  cinquième  degré  dans  lequel  l’une  des  inconnues  ne  fe 
trouvera  qu’au  premier  degré  r que  les  égalités  de  l'on- 
zième & du  douzième  degré  fe  conftruiront  encore  par 
le  moyen  d’une  Parabole  donnée , & d’un  lieu  du  fixiem* 
degré  ; & ainfi  de  fuite  pour  les  autres  à l'infini. 
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Lirai  Neuvième. 

PROPOSITION  X. 


Problème. 

417.  Construire  l’égalité  du  neuvième  degré 
x9 — bx7H-cx‘,  &c=co  , dans  laquelle  tous  les  termes Je 
rencontrent  excepté  Içjecond  ; par  le  moyen  de  deux  lieux 
géométriques  chacun  du  troifieme  degré . 

Ayant  pris  x'=aay  pour  l’un  des  lieux  du  troifieme 
degré , on  fubfticuera  à la  place  de  x’,  x7,  x *,  &c.  leurs 
valeurs  a‘y\  a*xyy,  a*yy , &c,  & l’on  aura  pour  l’autre 
lieu  du  troifieme  degré , en  prenant  a pour  l’unité  ; 

y* — - xyy-t-cyy,&c=so  dans  lequel  l’inconnue  x 

ne  peut  monter  qu’au  fécond  degré  , puifqu’on  fuppofe 
que  par-tout  où  il  y a x*  dans  la  propofée,  on  fublïitue 
à fa  place  a a y. 

Or  il  eft  vifible  que  fi  l’on  confinait  ce  lieu  avec  la  Para- 
bole cubique,  qui  eft  le  lieu  de  l’autre  équation  x>  = aay  ; 
leurs  points  de  rencontre  détermineront  les  racines  de 
l’égalité  donnée. 

Corollaire. 

418.  Toute  égalité  du  fixieme , du  huitième  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnée  , il  eft  vifible  qu’après 
avoir  fait  évanouir  fon  fécond  terme , & l’avoir  multi- 
pliée par  fa  racine  x lorfqu’elle  eft  du  huitième  degré  , 
& par  fon  quarré  xx  lorfqu’clle  n’eft  que  du  fepeieme , on 
la  transformera  toujours  en  un  lieu  du  troifieme  degré 
en  fe  fervant  de  l’équation  x'=aay  donc  le  lieu  eft  une 
Parabole  cubique  donnée,  & faifant  la  fubfticution  comme 
(ci-deflùs  ; de  forte  que  cette  maniéré  eft  générale  pour 
toutes  les  égalités  du  feptieme  , du  huitième  , & du 
neuvième  degré.  On  trouvera  de  même  que  toute  égalité 
du  douzième  degré  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , 
fe  transformera  en  un  lieu  du  quatrième  , en  fe  fervant 
encore  de  l’équation  x,^=aayi  comme  aufli  celles 

du 
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du  dixième  & du  onzième  degré  en  les  élévant  au 
-douzième.  • * . ' 

Mais  fi  'fon  propofe  une  égalité  du  feizieme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  fe  rencontrent , excepté  le 
deuxieme,  on  trouvera  qu’en  fe  fervant  du  lieu  du  qua- 
trième degré  x4=a3y,  on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu’une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  fixieme', 
en  le  fervant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  x4=aiy; 
comme  auflï  c’elles  du  dix-fepticme , dix-huitieme  & dix- 
neuvicme  degré  : ijuc  les  égalités  du  vingt-cinquieme 
degré  dans  lesquelles  tous  les  termes  fe  rencontrent , 
excepté  le  deuxieme  , fe  transformeront  en  un  lieu  du 
fixieme  degré , en  fe  fcrvantdu  Heu  du  cinquième  x'—a*y\ 
comme  aulli  toutes  les  égalités  du  vingt-unieme  , vingt- 
troifieme  , vingt-quatrieme  degfé.  Et  l’on  peut  continuer 
cette  recherche  autant  qu’on  voudra. 

4 • • 

•. Rb  marque. L.  • 


419.  Il  eft" h propos  de  remarquer  que  fi  dans  une 
égalité  du  feizieme  degré  non-feulement  le  fécond  terme 
manquoit , mais  le  troifieme  & le  fixieme  ; le  lieu  du 
cinquième  degçé  lequel  joint  avec  celui  du  quatrième 
x'  = a}y  fert  à conltruire  l’égalité  fe  transformeroie  e'n 
un  du  quatrième  , & on'  peut  faire  des  remarques  fem- 
blables  fur  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi- 
qu’il foit  vrai  de  dire  qu’une  égalité  du  feizieme  degré 
dans  laquelle  il  rfy' a que  le  deuxieme  terme  qui  man- 
que, ne  fe  peut  transformer  qif en  un  lieu  du  cinquième, 
fi  l’on  employé  a cet  effet  le  lieu  du  quatrième  x4  = a1  y 
qui  n’a  que  deux  termes  ; on  n’en  doit  pas  conclure 
en  général , que  les  lieux  les  plus  fimplcs  pour  réfoudre 
une  équation  complctte  du  feizieme  degré , doivent  être , 
l'un  du  quatrième  & l’autre  du  cinquième.  Car  au  con- 
traire , il  tnc  paroît  évident  que  fi  l’on  fe  fert  d’un  lieu 
du  quatrième  degré  compofé  de  plufieurs  termes  h la 
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place  de  x*=a! y qui  n’en  a que  deux-^on  pourra -choifir 
ce  lieu  en  forte  qu’il  fervira  à transformer  l’égalité  com- 
plet te  du  feizieme  degré  en  un  autre  lieu  du  quatrième. 

* En.voici,  la  raifon.  Si  l’on  prend  deux  lieux  du  quatrième 
degré  dans  l’un  ^defquels  l’inconnue  x monte  au  quatrième 
degré  , & dans  l’autre  l’inconnue  y , il  eft  confiant  par 
les  règles  de  l’AIgebre,  qu’en  failant  évanouir  l’inconnuey 
pat;  le  moyen  de  ces  deux  équations  , on  arrivera  à une 
égalité  dan»  laquelle  l’inconnue  x montera  au  feixieme 
degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatrienîe  degré  , peu- 
vent avoir  enfemble  plus  de  feize  termes , puifquc  chacun 
en  peut  avoir  quinze  difFércns , il  s’enfuit  qu’ils  peuvent 
contenir  toutes  les  quantités  connues  de  l’égalice  donnée: 
ce  qui  fuffit  poyr  faire  voir  la  poflibilité  de  conflruire 
une  égalité  complctte  du  feizieme  degré  par  deux  lignes 
du  quatrième.  * 

On  doit  de  même  penfer  que  les  deux  lieux  les  plus 

• fimples  pour  conllruire  une  égalité  complctte  du  vingtième, 
dix-ni^ivicme , & .dix- feptiemc  degré  , feront,  l’un  du 
quatrième  , & l’aucre  du  cinquième  , parée  que  la  réduire 
de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième -degré,  & qu’ils 
pourront  contenir  enfemble  plus  de  termes  que'la  prçpo- 
féc  , & renfermer  par  conféquent  lotîtes  les  quantités 
connues  qui  s’y  rcncontrcnç.  Et  fi  ^inconnue  avoit  21  , 
2-2  , 23 , 24,  ou  2<5  dimenfions-dans  l’égalité  propofée , 
il  faudrait  deux  lieux  de  cinq  degrés  chacun.  De- là  on 
forme  la  réglé  fuivantc , qui  fert  à trouver  les  degrés  des 
deux  lieux  qui  peuvent  réfoudre  une  égalité  propofée  ; 
emforte  qu’ils  foient  les  plus  fimples  qu’il  efl  pofîible. 

II.  faut,  extraire  la  racine  quarreè  de  la  plus  haute 
dimchïion  jfe  l’inconnue.  Si  elle  eft  exaéle  , chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cette  racine 
contient  d’unités  ; & fi  elle  ne  l’eft  pas , ou  le  relte  eft 
égal ,-  Ou  moindre  que  la  racine , & alors  l’un  des  lieux 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine,  & l’autre  ce 
même  nombre  augmenté  de  l’unité  : ou  le  refte  efl  plus 
grand  que  la  racine , &.  alors  chacuu  des  deux  lieux  aura 
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pour  dcgrc  4e  nombre  de  la  racine  augmenté  de  f unité. 

Soit  propofé  par  exemple  ,•  de  -trouver  les  deux  lieux 
les  plus  firaples,  qui  peuvent  réfoudre  une  égalité , dons 
la  plus  haute  dimenlion  de  l’inconnue  foit  de  trcntc-fcpt 
degrcs.  Commc  la  r*cine  quarree  de  37  eft  6 , & que  le 
relie  t cil  moindre  que  ce  nombre  6 , il  faudra  que  l’un 
des  lieux  .foit  du  fixieme  degré  , de  l’autre  du  fcpticmc; 
on  trouvera  la  mènjc  chofc  , fi  la  plus  haute  dimenfion 
eft  38 , 39  *40,  41  de  42^  Mais  fi  clic  étoit  43  , comme 
la  racine  quarréc  de  .43  eft  G , de  que  le  refte  q eft  plus, 
grand  que  èette  racine  , il  faudrait  deux  lieux  qui  fuftenc 
chacun  du  fcpticmc  degré;  il  en  eft  de  même  fi  la  plys 
haute  dimenfion  étoit  44 , 4^  , 46 , 4^ , 48  de  49. 

Remarque  II..  . 

• * . ■ 

. •410.  Il  arrive  quelquefois  qu’onvpcut  conftruire 
une  égalité  donnçc  par  le  moyen  d’une  feule  & même 
courbe  mife  en  deux  différentes  polirions;  de  c’eft  ce 
qu’on  verra  clairement  dans  cet  exemple. 

Soit  propofée  à conftruire  l’égalité  du  neuvième  degré 
x’-| -alx — asA=o,dans  laquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l’cquation 
x'  = aay , donc  le  lieu  eft  une  Parabole  cubique  MAM 
qui  a pour  paramètre. la  ligne  droite  donnée  AB=a , 
de  pour  appliquées  des  lignes  droites  P M (y)  qui  font 
avec  les  parties  corrcfpondantes  AP,(x)  de  fon  axe  ou 
diamètre  un  angle  pris  à volonté  AP  M que  je  fuppofe 
ici  droit  ; de  en  cubant  chaque  membre,  j’ai  x!>=s^^,îy,; 
ce  qui  change  par  la  fubfticution  l’égalité  propofée  en 
cette  équation  yl  — aab — aax , dont  le  lieu  fe  conftruic 
ainfi.  . • #-» 

Soit  prife  fur  AP  prolongée  du  côté  de  A la  partie  Fig.  îjj. 
A C=o  ; de  ayant  mené  par  Te  point  C la  droite  indéfinie 
CK  parallèle  à PM,  foit  décrite  une  autre  Parabole 
cubique  MCM  qui  ait  poür  axe-  CK , & pour  appli- 
quées des  droites  K M parallèles  à A P , de  dont  le 

Xxij 
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paramètre  ÔD  — a.  Je  dis  qu’elle  fera  le,  lieu  rcquir 
Car  par  la  confiruâion  AI  K ou  CP  — b — x , fit  par 

1â  propriété  de  la  courbe  CK’^MKxCD  , c’eft-ài 
dire  en  termes  analytiques  ÿ'=aab — aux.  Or  il  cil 
évident  *1°.  que  fi  des  points  Af  oiftctte  dernière  Para-» 
bole  cubique  AI  CAI  rencontre  l’autre  AfAM , ort 
in^ne  des  parallèles  MP  hC£;  les  parties  A P expri- 
meront .Içs  racines  x de  l’égalité  propofée  x’-+-ai* 

— o.  i".  Que  les  Paraboles  cabiques.  AtCM , 

■MA  M, 4 ont  précilement  les  mêmes  ; puifque  leurs  pa- 
ramètres AB,  CD , fopt  égaux , fie  que  les  angles  AP  AI, 
CK  AI , que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le  font 

aulfi.  . ’ ^ 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  AI  AM,. 
M CM,  fait  connoîrrc  que  l’égal  ire  propofée  x*-+-d’x' 
. — a*£  = o,  n’a  qu’une  racine  réelle  A P (x\,  qui  eft* 
toujours  vraie  fie  moindre  que  A C-(Jb)  ; de  forte  que  les- 
huit  autre»  font  imaginaires. 

* • , i 

P R O P O S I T-I  O N X I. 


Problème. 

. 421.  Construire  toute  égalité  de  tel  degré  qu'elle 
puiJJ'c  être , par  It  moyen  d'une  ligne  droite  r & d’un  lieu 
du  même  degré,  duquel  lieu  toutefois  on  pui^fé  déterminer 
tous  les  points  en  n’employant  que  des  lignes  droites. 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  l’égalité  propofée 
tout  feul  d’un  côté  en  le  rendant  égal  à tous  les  autres, 
fit  divifer  enfuite  toute  l’égalité  par  la  ligne  qui  fait 
l’office  de  l’unité,  répétée  autant  de  fois  qu’il  fera  nécef- 
laire , afin  que  chaque  terme  n’exprime  que  des  lignes  : 
. comme  fi  l’on  propofoit  x ’ — ^or4-^-flcx, — aadxx-\-à'ex 

— aAf=o  , on  aurait  f—-r r-+--r  — h — 

1 Cela  fait,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indéfinie  AB 
donc  l’origine  fixe  foie  au  point  A , une  partie  quclcon- 
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que  AP  pouf  la  valeur  dex;.&  ayansînené  parallè- 
ment- à la  ligne  AC  donnée  de  pofifion  une  droite  P AI 

-=  ^ -+*  jr — 77  7 C •=  qu>  fe  Pcut  tbujourt 

faife  * - en  h 'employant  qpe  des  lignes  'droites  ) , fon 
extrémité  AI  fera  l’un  des  points  d’une  ligne  courbe 
AD  E AJ i dont  les  interfeelions  AI,  AI,  AI,  &c.  avep 
une  ligne  droite  K AI  menée  parallèlement  a AB  par 
le  point  K tel  que  Ai  =f,  détermineront  des  parties 
KM  » K Ai,  KAI,  &c.  qui  feront  les  valeurs  cherchées 
de  l’inconfiue  x dans  l’égalité  donuéci 

Car  menant  les  droites  AIP , AI  P.,  AI  P , ôcc.  parallè- 
les h AC,  & nommant  les  indéterminées  AP,  x ; P AI, y; 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  AD  E M cetre 

équation'  P AI. (y  ) - $ ~ £ -4-  ~ + t qui 

cfl  un  lieu  du  cinquiemo  degré  •,  & par  la  propriété  de 
la  droite  KAI  cette  autre  y=f-  Ce  qui,  en  fubftituant 
pour  y fa  valeur  /*  & multipliant  par  a\  donne  l’éga- 
lité môme  propoféc  x- — b x*  -t-tfc-Jn — aadx-b-a'tx 
' — a*f=o.  • 

Ces  fortes  de  .cdoftruftions  peuvent  ôrçt  très- utiles 
pour  trouver  les  limires  des  égalités.  Suppofons , par 
exemple  , qu’on  ait  une. méthode  pour  déterminer  fur 
la  ligne  A C les  parties  AF , A G , telles  que  les  droite? 
ED  , G E , parallèles  'à  A B touchent  la  courbe  en  des 
points  D , E } il  eft  clair ‘1°.  que  fi  AK  ( f ) eft  moin- 
dre que  AF  Si  plus  grande  que  A G , comme  on  le  fup- 
polè  dans  cette  figure , l’égalité  propofée  aura  trois  raci-1 
nés  vraies  K AI , K AI,  K AI , & les  deux  autres  imagi- 
naires ; parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
la  ligne  K AI  la  rencontrera  en  trots  points  , & jamais 
en  davantage.  20.  Que  fi  A K (f)  eft  moindre  que  AG, 
la  lignfc  K AI  coupera  la  courbe  en  cinq  points  ; *c’eft-à- 
dire  que  l’ égalité  aura  cinq  racines  vraies.'  30.  Que  fi 
A K furpa/fe  A F , l’égalité  n’aura  qu’une  racine  vraie 
& les  quatre  autres.imaginaires.  40.  Que  fi  A K ==A  F, 
l’égalité  aura  crois  racines  vraies,  donc  il  y en  aura  deux- 
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égales  entr’elle*  ; fçavoir  FD , F D.  , 5».  Et  enfin  que  fi 
A IL~A  G , l’égalité  aura  cinq  racines  vraies  , dont  il  y 
• en  'aura  deux  égales,  fçavoir  G F , GE. 

La  même  ligne  courbe  A D E M étant  .continuée  du 
côté  du  point  A , 1er  vira  à trouver  les  racines  de  l’éçalité 
je’ — bx*-{-acx>—aadxx-\-a,cx-+-j*f—o , qui  ne  différé 
de  la  précédente  qu’en  ce  que  le  dernier  ternie  a le  ligne 
-+-  ; ce  qui  fait  voir  qu’on  doic  mener  alors  la  droite  K Al 
»*  au-deflbus  de  AB  , puifque  fon  lieu  doit  être  y— — f 
• • ' ,-.s 

Remarque, 

■ .•  J.  ^ 

411.  On  peut  varier  la  confiruêHon  précédente  en 
différentes  maniérés  ; car  au  lieu  du  dernier  terme  qu’on 
égale  à tous  jes  autres  , on  pourroit  prendre  tel  autre 
, des  termes  qu’on  vbudroit,  ou  même  deux  quelconques 
’ qui  fe  fuivent  immêdi^fcment,  & les  divifer  enfuite  d’une 
maniéré  convenable  , âfin  que  les  égalant  a Tincôn- 
nue  y,  Io»lieu‘de  f équation  nefûtquê  du  premier ‘degré. 
Soit  par  exemple,  Fégalité  du  troificme  degré  x' — abx 

— aac'=o-i  je  fais  — -4-c=  , & j.’ai  ces  deuxéqua- 

rions  x^=aay , & y — — -h'c  , dont  les  lieux  étant 

confiruis  féparcment  donneront  les  racines  de  l’égalité 
propofée.  Voici  comment.  . *. 

fi  g.  »3j.  Ayant  pris  il  l’ordinaire  pour  inconnues  & indéter- 
minées les  deux  droites  AP  (*),  PM  (y)  qui  font  en- 
tr’elles  un  angle  quelconque  APM,  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  MAM  qui  foit  le  lieu  de 
la  première  équation  xi=aay.  Soit  menée  par.  le  point 
, A origine  des  x une  ligne  droite  parallèle  à PM,  fur  la- 
quelle foienr  prifes  les  parties  AC=b,  AD=^=c  du 
côté  oùs’étepd  PM ; & ayaht  pris  fur  A P prolongée 
du  côté  de  A la  partie  AB=a , foit  tirée  par  le  point 
• D une  parallèle  indéfinie  à B C.  Je  dis  que  fi  des  points 
M où  elle  rencontre 'la  première  .Parabole  cubique 
MALM;  on  mené  des  parallèles  MP  a.  AC  j les  cou- 
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pécs  A P feront  les  racines  de  légalité  donnée  xJ  — a b x 

• — aac=o. 

Car  menant  DE  parallèle  à AP , les  çrianglcs  fem- 
blables  BAC , DEM , donneront  B A (-u).  AC  (A)  ;; 

DE  {x).  E \1= , & par  conféquent  PM  (y)  =L  ^ -f-c. 

. Or  à caufc’dc  la  première  Parabole  cubique  MAM, 
l’on  aura  xl*=-aay.  Si  donc  l’on  met  b la  place  dey  fa 

» valeur  ^ -+*  c , oh  retrouvera  l’équation  donnée  x1— a bx 

- — aac=o. 

S’il  y avoit  -h  b dans  l’égalité  donnée,  il  faudrait 
prendre  AC  du  côté  oppofé  à PM,  & ileneft  de 
meme  de  A D lorfqu’il  ya-H-c;  de  forte -que  cette  cont 
truéfion  cft  générale  pour  toute  égalité  donnée  du  trei- 
zième degré.  Car  il  eft  évident  qu’après  en  avoir  fait  éva- 
nouir le  deuxieme  terme  , on  peut  toujours  la  ftduirc 
fous  l’une  de  ces  formes. 

Il  cft  vifible  qu’on  peut  fe  fervir  d’une  Parabole  cubi- 
que donnée , puifqu’il  n’y  a qu’à. prendre  l’unité  arbi- 
traire a égale  à fon  paramétré. 

PROPOSITION  XI  I. 

» . ' - . Problème. 

* * A . * . * m ■ 

‘ 423.  pprocher  de  plus  en  plus  à Fin  fini  de  lâjujle 

valeur  des  racines  de  toute  égalité  du  troificme  & du  qua- 
trième degré  y & des  égalités  qui  pajfent  le  quatrième  de- 
gré lorjqu' elles  n’out  que  deux  termes  : en  ne  Jéfervant 
que  de  lignes  droites  & de  cercles. 

Soit  donnée  l’égalité  du  troificme  degrc  x^ZfZiap  x 
— aaq  = o\  je  la  multiplie  par  x pour  l’élci  er  au  quatrième 
& tranfpofant  le  terme  aaqx , j’ai  x 4 Zjl  iapxxp=aaqx  f. 
j’ajoute  de  part  & d’autre  aapp  pour  faire  que  le  pre- 
mier- membre  foit  un  quarré  , ce  qui  me  donne 

• x*  -+-2a p x x -+-aap p==a  a pp  -+-  aaq  x , extrayant  v 

de  part  de  d’autre  la  racine  quarrée  , il  yient  x xZ^ap 


4 

4 
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3S*  

; . s=ayfpp-}-qx;  tranfpofant  enfin  ap  ,&  extravant  de  nou* 

. veau  la  racine  quarrci,  je  trouve  x=V -f-gp-f-ay/ pp-\-qx. 

Je  çonfidere  à.préfcnt  que  fi  au  lieu  de  la  jufte  valeur 
de  la  racine  vraie  x , je  prends  une  grandeur  qui  Çex- 
' cède,  commei par  exemple  c\  il  s’enfuit,  i°.  que*c  furpaffe 

V* -+-àp-*-a\/ pp-\-qc.  i°.  Que  ]/ -+-ap-\- ay/ pp-\-<]c.  • 
ffcra  encore  plus  grande  que  la  jufte  valeur  de  x.  Cette 
féconde  propoficion  eft  vifiblc  , mais  pour  la  première 
elle  fe  prouve  ainfi. 

.•  Si  l’égalité  du  troifieme  degré  a -t -lapx , il  eft  clair 

• * Cejîgne  guc  c4  -+-  x ap  ce  * > aaqc , d’où  il  vient  en  ajoutant  de 
ainfi * tourné  part  & d’autre  le  quarré  aapp , & achevant  le  calcul 

furpaffe/’  comme  ci-dcl|ùs , c > \/  — a p-\- a y/p  p-\-qc.  Mais  lorf- 

qu’il  y a-—  2 ap  x , on  aura  en  tranfpofant  2 ap  x & divi- 

fant  par  x cette  égalité  xx=z  ap-i-^p  , d’où  il  fuie 

que  fi  l’on  met  dans  pour  x une  valeur  c plus  grande 
que  la  racine  vraie  de  l’égalité  x5  — 2 a p x—a  aq=o, 
la  quantité  2 ap-\-d~  fera  moindre  que  le  quarré  xx 
^puifque  ~ eft  moindre  que  & à plus  forte  raifon 

que  le  quarré  cc.  On  aura  donc  cct>2gp-V-^p,  & 
multipliant  par  cc,-il  vient  c4 — 2 apcc'f*  aaq  c t d’ôù  , 
l’on  tire  ( en  opérant  comme  l’on  vient  de  faire  ) 

c>  l / a p ->t-  aV p p -4-  qc.  Or  ceci  fuppofé , je  forme  cette 
fuite  : 1^-4-gpM-gy/pp-t-yc,  -+-uy/pp  ■+-  qj, 

• V ' -+-gp-t-a  y/pg-t-yg,&c,  dans  laquelle  y exprime  le 

terme  ]/"  - ’hap-+-d y/pp  qc  qui  le  précédé  immédiate- 

ment, & de  même  ^.exprime  le  terme  -\-ap-\-aV  pp-hqf 
&c. 

Il  eft  donc  évident  par  jee  que  l’on  vient  de  démon- 
v trer , que  tous  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grands 
• que  la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x,  & qu’ils  en  Ap- 
prochent 
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jarodicnt  toujours  de  plus  en  plus.  Je  dis  à préfent  quç 
Ji  on  la  continue  à l’infini,  le  terme  infiniticmc  (s’il  ell 
permis  de  s’exprimer  ainfi)  ou  le  dernier  terme  de  cette 
fuite  , fera  précisaient  égal  a la  valeur  cherchée  de  l’in- 
connue jc.  Car  foit  { ce  dernier  terme , il  cft  certain  par 
la  nature  de  la  fuite  qu’il  approchera  de  plus  près  de 
l’inconnue  jc  que  tous  les  autres  termes  , & qu’ainfi  le 

Terme  V ' -H  ap  -+-  a Vpp  -+-  q\  qui  la  fuivroit  immédiate- 
ment, s’il  n’étoit  pas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  ; puifque  s’il  étoit  moindre  il  approcherait  de 
plus  près  de  l’inconnue  x , de  ferait  par  conféqucnt  le 
dernier  terme , ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Or  il  ne 
peut  être  plus  grand  , car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  la  fuite  vont  en  diminuant.  Il  faudra 
donc  qu’il  lui  foit  égal  , & on  aura  par  conféqucnt 

+ dp-\-av'pp-‘t-<]{  , c’cft-k-dirc  en  ôtant  les  in- 
commenfurables  + — aaq~o,  d’où  l’on  voit 

que  3 — x.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

On  prouvera  par  un  raifonnement  fcmblable , que  fl 
l’ûn  prend  une  grandeur  c plus  petite  que  la  julte  valeur 
de  jc  , tous  lcs  termes  de  cette  fuirc  iront  toujours  en 
augmentant , cnfortc  que  le  dernier  fera  précifémcnt 
égal  à la  valeur  cherchée  de  jc.  Voici  maintenant  com- 
ment on  peut  conflruirc  par  Géométrie  cette  fuite , en 
n’employant  que  des  lignes  droites  & des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indétî nies  BD,  CP,  F 
qni  s entrecoupent  k angles  droits  au  point  A , on  prendra 
fur  l’une  d’elles  les  parties  A B — a , A D=^p  , du 
même  côté  du  point  A lorfqu’il  ya-+-iapjc,&de  part 
& d’autre  lorfqu’il  y a-—  xapx , comme  on  le  fuppofe 
dans  ces  deux  figures  ; & fur  l’autre  les  parties  AC—q , 

A P — c4  toujours  de  part  & d'autre  de  pointé.  Ayant 
décrit  du  diamètre  CP  un  demi  cercle  qui  coupe  AD 
en  E , on  prendra  fur  A C la  partie  A F égale  à AE , & 
on  portera  fur  AD  depuis  le  point  D vers  le  point  A 
dans  le  premier  cas , Sx.  vers  le  côté  oppofé  dans  le 

Yy 
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fécond , la  partie  D G égale  k D F.  On  décrira  enfin  du 

diamètre  B G un  demi  cercle  qui  coupe  A P en  Q , je 

disque  AQ—\f  ap  aV  p p -+■  q c.  Car  k caufe  du 
demi  cercle  CEP  la  ligne  A É ou  A t=Vqc,  & k caufe 
du  triangle  rcétangle  FA  D l’hypothénufe  FD  ou  DG 
=V pp-k-qc,  & par  conCéqucnt  AG  =p-\-\/pp-\-qCf 
& h caufe  du  demi  cercle  B QG  la  ligne  A Q 

= a p -J-  aV p p H-  qc.  Nommant  k préfent  AQ,f ; & 

réitérant  la  même  opération  en  fe  fervant  de  A Q au 

lieu  d c AP , on  trouvera  A R =1^  ap-+-a  \Sp  p-+.qf'r 
& enfuite  par  le  moyen  de  A R que  j’appelle  g , on  trou- 
vera A S=  V ap-^-aV  pp->rqg  en  réïtcrérant  encore  la 
même  opération  : de  forte  que  la  continuant  autant  que 
l’on  voudra,  on  trouvera  des  lignes  A P , A Q,  A R, 
AS,  & c.  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à l’infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x de  l’égalité  propofée 
x>  — zapx - — aaq*=o. 

Il  eft  k remarquer  que  l’on  peut  prendre  d’abord  pour 
AP  (c)  telle  grandeur  que  l’on  veut , car  fi  cette  gran- 
deur fe  trouve  plus  grande  que  la  racine  x , les  autres 
lignes  AQ , AR , A S,  &c.  vont  toujours  en  diminuant; 
& au  contraire  fi  AP  eft  moindre  que  x,  elles  iront  en 
augmentant  : de  forte  que  la  vraie  racine  eft  renfermée 
entre  A P de  l’une  de  ces  deux  figures  & A P de  l’autre, 
AQ&.  Ad,  A R Se  AR,  AS  & AS,  D’où  l’on 
voit  qu’en  formant  deux  fuites  convergentes , dans  l’une 
defquclles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine,  & dans  l’autre  plus  petit,  l’on  aura  toujours  en 
prenant  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  fuites, 
des  limites  entre  lcfqucllcs  fe  doit  trouver  cette  racine  ; 
de  forte  que  la  différence  de  ces  limites  diminue  de  plus 
en  plus  k l’infini. 

Si  l’on  demandoit  les  deux  autres  racines  de  l’égalité 
propofée  x-  — lapx — -a  a q — o.  Nommant  m la  racine 
approchée  que  l’on  vient  de  trouver  , on  la  regardera 
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comme  étant  exacte  : c’elf  pourquoi  djvifant  cette  éga- 
lité par  x — ni,  la  divifion  fe  fera  au  julte  (car  le  refte 
— zapm  — aaq  — o , puifqu’on  fuppofe  x = m),  de 
on  aura  pour  quotient  légalité  xx-+-mx-\-mm — 2 ap 
—o,  dont  la  réfolution  fournira  les  deuz  racines  qu’on 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  troificme  degré  peuvent  fc 
réduire  à l’une  ou  ù l’autre  de  ces  deux  formes  ; car  après 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme,  s’il  y avoir  -4- aaq 
en  mettant  — aa<Jt  on  ne  ferait  que  changer  les  racines 
vraies  en  faulfcs  3c  les  faufles  en  vraies.  D’où  l’on  voit 
que  les  conftruétions  précédentes  fuffifent  pour  trouver 
les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée  du  troi- 
ficme degré.  Paflons  maintenant  au  quatrième. 

Soit  propolée  l’égalité  du  quatrième  degré  x4 — 3 apxx 
1 — aaqx — a1  r=o , dont  il  faille  trouver  les  racines 
approchées.  Je  cherche,  comme  l’on  viens  d’enfeigner, 
les  racines  approchées  de  l’égalité  du  troifieme  degré 
ys- — 3PPy-t-T-piz=o 
-4- 4 a ry -4-8  apr 

— aqq 

où  l’on  doit  obferver  d’écrire  — 2 p1  lorfqu’il  y a dans 
la  propofée  -4-3  apxx  ; — 4 a r lorfqu’il  y a u» r ; & 
enfin — 8 apr  lorfque  les  lignes  des  termes  3 apxx  & 
a?  r font  difFérens.  Je  regarde  enfuite  l’une  de  ces  racines 
approchées  y comme  étant  cxaclc , & ayant  trouvé  une 
ligne  v=V  aÿ^-iap,  fçavoir  -4-2  ap  lorfqu’il  y a — yxpxx, 
& — 2 a p lorfqu’il  y a -*-3  apxx  ÿ j’ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofée , celles  de  ces  deux 

égalités  du  fécond  degré  x x — vx  -h  a-~— — ~î=a  » 

&.  x x H-  vx-{-ay-^ap  -4-  ~ *=  0 ( en  obfervant  de 

prendre  — ap  lorfqu’il  ya  — 3 apxx  dans  l’égalité  pro- 
pofée , & ■+■  a p lorfque  c’eft  -+-3  apxx  ) que  l’on  conf- 
truira  aifément  en  n’employant  que  des  cercles  & des 
lignes  droites.  Tout  ceci  n’efl  qu’une  fuite  de  la  règle 
que  donne  M.  Dclcartcs  dans  le  troificme  Livre  de  fa 

Yyij 
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Géométrie  pour  réduire  toure  égalité  du  quatrième  de-- 
gré  à une  du  troifieme  , de  laquelle  connoiflant  une  des 
racines , on  a les  quatre  de  la  propofée  ; & comme  cela 
dépend  de  l’Algèbre  pure  , je  pourrois  le  fuppofer  icr 
comme  démontré.  En  vôid  cependant  la  raifon  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  l’égalité  du  quatrième  degré  x * — 3 apxx 
__ aaqx — air=oJ  comme  le  produit  des  deux  planes 
xx  — y x -4 -ab  — ac^=o  & xx  —4—  vx  —4 - ab  — f-  ac  — o , 
dans  lefquelles  les  lettres  v,a,b,  c;  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite, 
enforte  que  le  produit  de  ces  deux  égalités  qui  cil: 
x+  — vvxbx x — lacvx  foiten  effet  l’égalité 

même  propofée.  Pour  cela  j’en  cnmpare  les  termes  cor- 
refpondans , & j’ai  1°.  c-»*.  2».  3°-  ^-cc 

— ar,  ou  b b — cc-H  ar=o\  c’cft-à-dire  en  mettant 

pour  b & pour  c les  valeurs  que  l’on  vient  de  trouver  & 

ordonnant , l’égalité  v* — '^aPv^  ’X-^'nv' — a*ll <]—°‘  Et 
fi  l’on  fait  vv=d  y-\-iap , on  trouvera  parla  fubfti- 
tution  l’cgalité  du  troifieme  degré. 

y'  — 5 pry  g % f = o,  de  laquelle  connoiflant  une  racine  y, 

-\-4“ry „ f q 

on  aura,  en  prenant  la  racine  quarréc  de  ay-+-iap,  la 
valeur  de  v,  6c  enfuite  celles  de  b 6c  de  c,  lefquelles  étant 
mifes  dans  les  deux  égalités  planes  que  l’on  a fuppofees 
d'abord , on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  fera 
l’égalité  même  propofée , 6c  dont  la  réfolution  par  con- 
féquent  fournira  les  quatre  racines  quron  demande.  S’il 
n’éroit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
égalité  du  quatrième  degré  , on  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fuite  en  cette  forte. 

Soit  x*-+-2 apxx — aaqx — a'r^o,  on  trouvera 
en  opérant  de  même  que  pour  le  troifieme  degré 

x = yZ£ap  -ha  Vqx  -+-pp  H— u r,  ce  qui  donne,  en 
faifant  pour  abréger  pp-^-a  r=n  n , cette  fuite  conver- 
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gentec,  \/ I+I ap -+■  uV n n -h q c p\/ Z+.ap-Ÿ-ay' nrt-hqft 

V'^ap-\-ay'nn-\-qg,  &c  , dont  la  conftru&ion  n’eft 
différente  des  précédentes  qu’en  ce  qu’il  faut  prendre 
AF—n  & D G = FE; 

Si  l’on  avoir  x'-^iapxx — aaqx-+-a'!r=o , on  trou- 
verait x—\S ^Lap-\-  a\f  ax  pp  — ar  ,&  on  formerait 
lorfque  pp  furpaffe  ar  (en  faifant  pp  — ar=  nn ) la  même 
fuite  convergente  que  ci  - deffus.  Mais  il  cft  à remar- 
que que  lorfqu’il  y a -+-zapxx  dans  l’égalité  don- 
née, il  faut  que  V qx-\~pp  — ar  furpaffe  p afin  que 

V'  — ap-t-u  \/qx-\-pp  — ar  valeur  de  la  racine  vraie  * 
ne  renferme  point  de  contradiction  ; ce  qui  donne 
x>  j,Sc  par  conféquent  il  faudra  prendre  c plus  grande 

ar 

q«e  7» 

S\pp  eft  moindre  que  a r,  l’on  formera  alors,  en  faifant 
ar — pp=qn, cette  fuite  convergente  c,}/' -Ÿap-\-a^ qc—qn, 

V ' ^-ap-hai/qf — qn,  \/  +.ap-^ay/qg  — q n,  &c, 
où  Ion  doit  remarquer  que  lotlqu’il  ya  — i ap  x x dans 
F égalité  donnée , il  faut  que  x furpaffe  n ou  a~iZ  afin 

que  I / ap-+-a  \Sq  x-\-pp  — ar  valeur  de  x ne  renferme 
point  de  contradiction  , & qu’ainfi  on  doit  prendre  c 
plus  grand  que  n. 

Il  peut  arriver  lorfqu'il  y a -f - r dans  l’égalité  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires , & 
alors  on  tombera  infailliblement  dans  quelque  contra- 
diction en  conftruifant  la  fuite  ; car  on  n’a  démontré 
qu’elle  eft  convergente -qu’en  fuppofanc  qu’il  y eût  une 
racine  vraie  dans  l’égalité  donnée.  Au  refte  la  conftruc- 
tion  de  la  dernicre  fuite  eft  un  peu  différente  des  autres , 
mais  comme  elle  n’eft  pas  plus  difficile , je  ne  m’y  arrê- 
terai pas. 

Cette  méthode  devient  embarraffée  lorfqu’on  la  veut 
étendre  à des  égalités  complet  tes  qui  paffent  le  quacrie- 
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me  degré  ; c’eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  l’appü- 
qucr  à une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n’a  que  deux 
termes  , & qui  fcrvira  de  méthode  pour  les  autres  plus 
.compofécs  qui  n’ont  pareillement  que  deux  termes. 

Soit  x ' — a*b*=o  ; multipliant  par  x,  & tranfpofant  il 
vient  x6  = a4bx,  & extrayant  la  racine  quarréo on  aura 
X'  = aa y' b x ou  x*  — atlx\/bx,  & extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  de  fuite  la  racine  quarrée , ou  trouvera 

enfin  x—V ^ a\/x\/bx  ; ce  qui  fournit  certc  fuite  conver- 
gente, c,  V^ay/t.V'bc,  \/ a VfV bf,  )/ a\/ a\/ bg , &c,  dont 
voici  la  conftruétion  géométrique. 

JFjg.  i) 8.  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  B D , CP, 
qui  s’entrecoupent  à angles  droits  au  point  A , on  prendra 
fur  l’une  d’elles  la  partie  AB=a,  & fur  l’autre,  les 
parties  AC=b  , A P = c,  de  part  & d’autre  du  point 
A ■ Du  diamètre  P C ayant  décrit  un  demi-cercle  qui 
coupe  B A prolongée  du  côté  de  A en  D , & ayant 
pris  fur  AC  la.  partie  A P = AD , on  décrira  du  dia- 
mètre PF  un  autre  demi-cercle  qui  coupe  AD  en  F. 
On  décrira  enfin  du  diamètre  B E un  tro:fieme  demi- 
cercle  qui  coupe  AP  en  Q ; il  eft  vifible  que  A Ç) 

c i /c\/ b c.  Nommant  h préfent  A Q,f>  & réitérant 
la  même  opération  en  fe  fervant  de  A Ç)  au  lieu  de  A P,  on 

trouvera  AR=V^  aV  fVof,  & de  même  AS=V'  a b g. 

Et  les  droites  AP,  AÇ),  A R,  &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  à l'infini  de  la  julte  valeur  de J’inconnue  x 
de  P égalité  donnée  x'—~a*b—o.  Cela  fe  prouve 
de  la  même  maniéré  que  pour  les  égalités  du  troifieme 
degré. 

M.  Bernoulli  célèbre  Profefleur  des  Mathématiques 
h Bâle,  eft  P Auteur  de  cê^  fui  tes.  On  peut  voir  ce  qu’il 
en  dit  dans  les  Actes  de  Lcipfic  de  l’année  1683.  page 
451- 
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PROPOSITION  XIII, 
Problème. 

424.  Une  portion  de  Seclion  conique  étant  donnée , 
trouver  par  fon  moyen  les  racines  d’une  égalité  donnée  du 
troifteme  ou  du  quatrième  degré. 

On  a vu  dans  le  Problème  précédent  qu’une  égalité 
du  quatrième  degré  étant  donnée , on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifieme , de  laquelle  connoiflant  une 
racine  on  a les  quatre  de  la  propofée  ; en  ne  fc  fervanc 
que  de  lignes  droites , & de  cercles.  On  fçait  de  plus 
que  toute  égalité  du  troifieme  degré  fè  peut  réduire 
fous  cette  forme  x5  é+I  lapx  — aaq  — .0 , dont  l’une  des 
racines  eft  vraie,  & les  deux  autres  ou  fauflesou  imagi- 
naires. Cela  pofé;  foit  x'^Ziapx — aaq=o , dont  il  faille  F, 
trouver  les  racinS,  par  le  moyen  de  la  portion  donnée 
B D d'une  Parabole,  qui  a pour  axe  la  ligne  CH  donc 
l’origine  eft  au  point  C.  Des  points  B , D , extrémités  de 
la  portion  donnée  ayant  mené  les  perpendiculaires 
B G,  DH,  fur  l’axe,  il  cft  manifefte  que  fi  la  vraie  • 
racine  étoit  plus  grande  que  B G,  6c  moindre  que  DH,-. 
le  cercle  décrit  du  centre  E , trouvé  comme  l’on  a cn- 
feigné  à la  fin  de  l’article  387.  pour  les  égalités  qui  n’ont 
point  de  fécond  terme,  & du  rayon  E C,  couperait  in- 
failliblement la  portion  B D en  quelque  point  M ; d’où 
menant  la  perpendiculaire  MQ  fur  l’axe,  cette  ligne 
MQ  en  ferait  la  vraie  racine.  Il  eft  donc  queftion  lorf- 
que  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  B D , de  tranf- 
former  cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  B G , DH.  Pour  le  faire  , 
je  nomme  les  données  B G, fi  DH, g;  & je  fuppofe 
que  l’on  ait  deux  limites  m,n,  entre  lefquelles  la  vraie 
racine  x foit  refferréc  ( m eft  moindre  que  n,6cf  moindre 
que  g).  Ce  qui  donne  x plus  grand  que  m 6c  moindre 
qpc  n,  6c  multipliant  chaque  terme  par  f 6c  divifant 
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par  m , il  vient^  plus  grand  qup  f & moindre  qup^j-.  Si 
l’on  fait  à préfent  { = ~>  & qu’on  mette  dans  l’égalité 
x1 2 dp  x — aaq  = o , à la  place  de  x fa  valeur  ~ , on 
la  transformera  en  celle-ci  ~ 0 » qu* 

aura  fa  vraie  racine  {=  ~ plus  grande  que  f & moindre 
que'—.  D’où  il  fuit  que  fi  les  iimices  m,  n,  étoient 

telles  que-^- fut  égale  ou  moindre  que  g,  il  n’y  aurait 
qu’à  conflruire  cette  dernicre  égalité  félon  l’article  387. 
pour  avoir  fa  vraie  racine  MÇ)  (ç)  par  le  moyen  de  la 
portion  donnée  B C.  Dc-là  on  tire  la  conftruéfion  fui— 
vante. 

On  fera  par  le  Problème  précédent  deux  fuites  con- 
vergences qui  approcheront  l’une  en  dcfîùs  & l’aucre 
en  defîous  de  la  vraie  racine  x de  l’égalité  donnée 
x^^rzapx  — aaq  — o.  Ou  choi lira  deux  termes  corref- 
pondans  dans  ces  deux  fuites  m\,  n,  qui  foient  tels  que 

^ foit  égale  ou  moindre  que  g : ce  qui  fe  pourra  tou- 
jours faire,  puifque/ efl  moindre  que  g,  & que  I.a  diffé- 
rence qui  elt  entre  rit  & n diminue  continuellement  à 
l’infini.  Cela  fait , on  transformera  l’égalité  donnée  en 

une  autre  z>  -h-  -F-  7 — — — dont  l’inconnue  fera 

?=  — ; & en  la  conftruifant  félon  la. fin  de  l’article 
387.  le  cercle  coupera  .infailliblement  la  portion  don- 
née B C en  un  point  M ; duquel  ayant  mené  fur  l’axe 
la  perpendiculaire  M Ç) , elle  fera  la  vraie  racine  { de 

cette  fécondé  égalité:  & faifant  enfuite  x—~f  , cette 

ligne  x fera  la  vraie  racine  de  l’égalité  + 

— aaq=o. 

Si  l’on  veut  trouver  les  deux  autres  racines  de  cette 
égalité  loifqu’elles  ne  font  pas  imaginaires  ; il  n’y  a qu’à 

la 
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la  divifer  par  l’inconnue  x moins  celle  que  l’on  vient 
■de  découvrir  pour  l’abaifler  à une  du  fécond  degré  , 
dont  on  découvrira  les  deux  racines  par  le  moyen  d’un 
cercle,  en  fe  fervant  de  l’article  380. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m’y  arrêter  davan- 
tage, je  remarquerai  feulement  que  fi  la  portion  don- 
née B D étoit  d'une  Ellipfe  ou  d’une  Hyperbole  , il 
faudrait  fe  fervir  de  l’article  398.  ou  40^.  & que  toute 
la  difficulté  fe  réduirait  à transformer  l’égalité  donnée 
en  une  autre , dont  la  vraie  racine  eut  des  limites  don- 
nées : & c’elt  ce  que  l’on  ferait  comme  dans  la  Para- 
bole. 
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LIVRE  DIXIEME. 

Des  Problèmes  déterminés,. 

PROPOSITION  GÉNÉRALE. 

42 <5.  Un  Problème  de  Géométrie  déterminé  étant pro~ 
poje  , en  trouver  la  folution. 

On  regardera  d’abord  le  Problème  propofé  comme 
s’il  étoit  réfolu , & on  tirera  les  lignes  que  l’on  jugera 
. les  plus  propres  pour  faire  connoître  ce  qui  n’eft  que 
fuppofé.  On  nommera  enluite  toutes  ces  lignes  (qui  font 
• pour  l’ordinaire  des  triangles  re&angles  ou  femblablcs) 
par  des  lettres  de  l’Alphabet , fçavoir  les  lignes  qui  font 
connues  par  les  premières  lettres  , & les  lignes  inconnues- 
parles  dernières  lettres;  & on  parcourra  toures  les  condi- 
tions du  Problème , en  comparant  ces  lignes  entr’ elles  dans 
l’ordre  le  plus  fimple  & le  pins  naturel  qu’il  fera  poffiblc: 
ce  qui  doit  fervir  à former  autant  de  différentes  égalités 
qu’il  y a d’inconnues.  On  employera  enfin  les  réglés 
ordinaires  de  l’Algèbre  pour  réduire  ces  différentes 
égalités  à une  feule  dans  laquelle  il  ne  fe  trouve  plus  qu’une 
inconnue  , & pour  l’abaifTer  s’il  fc  peut  k un  moindre 
degré  ; & l’ayant  réfol uc  par  les  réglés  preferites  dans 
le  Livre  précédent,  on  en  tirera  la  folution  cherchée  du 
Problème.  Ceci  s’éclaircira  parfaitement  par  les  exemples 
qui  fui  vent. 

Exemple  I. 

Fig.  140.  426.  La  ligne  droite  AB  étant  donnée  , trouver 

hors  de  cette  ligne  le  point  C tel  qu’ayant  mené  les 
droites  A C,  CB  ; i°.  La  fomme  de  leurs  quarrés  foit  au 
triangle  A CB  en  la  raifon  donnée  def'kg,  2°.  L’angle 
AC  B qu’elles  comprennent  foit  égal  k l’angle  donné 
GDK. 
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Je  fuppofe  que  le  point  C foit  celui  qu’on  cherche  , & 
je  mene  CH  perpendiculaire  fur  A B que  je  divife  par 
le  milieu  au  point  E.  Je  nomme  la  donnée  AE  ou  EB,  a ; 
& les  inconnues  E H,  x;  HC,y;  & ]’ûAH—a — x, 
B H— a- f-x.  Donc  à caufe  des  triangles  reâanglcs 

• ■ 1 

AHC,  B HC,  les  quarrés  des  hypothénufes  AC  = a a 
— îax  -4-  xx  -+-  yy , & BC  =aa-hiax-+-xx-hyy  ; 

& par  conféqucnt  AC -{-BC  = iaa-hixx-i-  2 y y. 
Or  puifque  le  triangle  ACB  — AE  x CH  (ny),  il  s’en- 
fuit par  la  première  condition  du  Problème  que  2 a a 
-4-  2 xx  -+-  zyy.  a y ::  f g;  ce  qui  donne  en  multipliant 
les  extrêmes  & les  moyens , & divifant  par  2 g,  cette  équa- 
tion aa-\-xx-\-yy=~y  — imy  ai  prenant  (pour 

ôter  les  fraûions  ) une  ligne  m = a^-. 

Il  refte  maintenant  h accomplir  la  fécondé  condition , 
fçavoir  que  l’angle  ACB  foit  égal  à l’angle  donné  G DK. 
I’our  y réufïir , je  mene  d’un  point  G pris  h diferétion 
dans  la  droite  GDt  la  perpendiculaire  GF  fur  le  côté 
DK,  prolongée  , s’il  eft  néceflaire , & du  point  A la 
perpendiculaire  A L fur  le  côté  B C prolongé  aulfi , s’il 
eft  néccffaire , afin  d’avoir  deux  triangles  re&anglcs 
femblables  A C L , G D F , dont  l’un  GDF  eft  donné. 
Cela  fait,  je  nomme  les  données  DF,  b ,•  FG , c ; & fai- 
fant,  pour  abréger,  B C=n , je  trouve  à caufe  des  trian- 
gles rc&angles  femblables  B CH,  BAL,  ces  propor- 
tions B C (n).  CH  (y)  BA(ia).AL=^.  Et 

BC(n).  B H (a-hx)  B A (za).  ££==*-££±2.“.  Et 

par  conféquent  CL  ou  BL — BC=  taa~hl*x  _ ^ Donc 
puifque  l’angle  ACL  doit  être  égal  à l’angle  G DF,  il 
faut  que  CL  Qs±S=sy  AL  Qf  ) ::DF{b).  FG(c); 

d’ou  l’on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens 
laac  -4-  2 a ex  — cnn  = iaby , c’cft  à-dire , en  mettant 
pour  n a fa  valeur  aa  -f-  2ax  -4-  x x -f-  y y , cette  fécondé 

Z z ij 
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équation  aac — cxx — cyy  — 
feioide  condition  du  Problème. 

Comme  l’on  a trouvé  autant  d’égalités  qu’il  y avoit 
d’inconnues , & que  l’on  a fatisfait  à toutes  les  condi- 
tions du  Problème  ; il  ne  faut  plus  que  fc  fcrvir  des 
réglés  ordinaires  de  l’Algèbre  , pour  réduire  ces  égalités 
k une  feule  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue  y ou  x : 6c 
c’eft  ce  qu’on  peut  faire  en  cette  forte.  J’ai  pour  première 
équation  aa-\-  x x -\-yy  = zmy  , 6c  pour  fécondé, 

aac — cxx — cyy=iaby  ou  aa — xx — yy=—^\  c’cfl: 

pourquoi  ajoutant  enfemble  d’une  part  les  deux  premiers 
membres , 6c  de  l’autre  les  deux  féconds , je  trouve  2 a a 
= -+- 1 my , d’où  je  tire  y— ~^en  prenant 

Et  mettant  cette  valeur  k la  place  de  y & fon  quarré  k la 
place  de  y y dans  l’une  ou  l’autre  des  équation?  précé- 

a V mm-ff-aa  . 


1 • aamm — aaff~a 4 0 

dentés  , je  trouve  — & x = 


m-i-f 


d’où  je  connois  que  fi  mm  étoit  moindre  que  aa-\-jf  le 
Problème  ferait  impoffible.  En  voici  la  conftruétion. 

Fie.  141.  Par  le  point  E milieu  de  A B ayant  tiré  une  perpen- 
diculaire indéfinie  ON  k AB,  on  mènera  par  le  point 
A la  ligne  A M qui  fafle  avec  A B l’angle  E A M égal 
k l’angle  DGF  qui  cft  donné.  Du  point  AI  où  cette 
ligne  rencontre  la  perpendiculaire  ON,  comme  centre, 
& du  rayon  MA , on  décrira  un  arc  de  cercle  A CB. 
On  prendra  enfuite  fur  EM  prolongée  du  côté  de  M 
la  partie  M N=m;  6c  ayant  joint  NA,  on  lui  mènera 
la  perpendiculaire  AO  qui  rencontre  NO  au  point  O , 
par  lequel  on  tirera  une  parallèle  k AB.  Je  dis  que  cette 
parallèle  rencontrera  l’arc  de  cercle  AC  B au  point 
cherché  C. 

Car  ayant  mené  CH  perpendiculaire  fur  AB , il  eft 


clair  que  CH=E  0=-^.,  puifqu’k  caufe  des  trian- 
gles rcâanglcs  femblables  NE  A , AEO , il  vient  NE 
(m f) . AE  (a)::  AE  (e).  E 0=  De  plus  à 
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éaufe  du  cercle  CM=AM—aa-\-f[';  & partanc 
puifque  il  s’enfuit  k caufe  du  triangle 

re&angle  MCO  que  CO  ou  EH  (x x)—aa-+-ff 

. aamm-aç^-^^  Donc  &c. 
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Remarque.1 

427.  Lorsqu’à  près  avoir  fatisfait  k toutes  les 
queftions  d’un  Problème , on  eft  arrivé  k deux  équa- 
tions qui  renferment  chacune  les  deux  mômes  incon- 
nues , il  n’cft  pas  néceflaire,  fi  l’on  veut,  de  les  réduire 
k une  feule  qui  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue, comme 
il  eft  prefcrit  dans  la  propofition  générale  : mais  l’on 
peut  réfoudre  le  Problème,  en  conftruifant  féparément 
les  lieux  de  ces  deux  équations,  car  leurs  poihcs  d’inter* 
feétion  ferviront  k trouver  les  valeurs  de  ces  deux  incon- 
nues. C’eft  ce  qui  fe  voit  clairement  dans  cet  exemple, 
où  l’on  a pris  pour  inconnues  les  droites  E H (x) , H C 
( y)  qui  font  cntr’elles  un  angle  droit  EHC ; & où  après 
avoir  fatisfait  aux  conditions  reqùifes , on  eft  arrivé 
à ces  deux  équations  aa-y-  xx  -t-yy  — imy,  & aa—-xx 
• — y y— -f J > car  les  cercles  qui  en  font  les  lieux  étant 
décrits  féparément  donneront  pàr  leurs  interfecïions- 
des  points  qui  fatisferont  : voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  conftru&ion- 
Parc  de  cercle  A CB,  on  décrira  du  centré  A , & du 
rayon  AP=m,  un  are  de  cercle  qui  coupe  la  per- 
pendiculaire .EM  en  P.  On  prendra  fur  cette  perpendi- 
culaire la  partie  E Q=m  du  côté  de  -l’arc  A C B , & 
on  décrira  du  centre  Ç)  & du  rayon  QC=  E P , un 
cercle  qui  coupera  l’arc  AC  B en  des  points  C qui 
fatisferont. 

Car  k caufe  de  ce  dernier  cëi'clc  on  aura  Q C ou  E P 
(mm — aa)=QO  {mm—  itny -\-y  y ) OC  (xx),. 
c’efl-k-dire  la  première  équation  aa  -+-  xx-y-yy  — imy  ÿ 
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& à caufe  de  l’autre  cercle  A CB  il  vient  MC  ou  MA 
(ff-\-aa)=MU  (ff-+-ify-\-yy)-+-  oc  (xx),c’eft- 
à-dire,  la  fécondé  équation  aa — xx — yy  = zfy.  D’où 
il  fuit  que  le  point  cherché  C fc  doit  trouver  en  même 
. temps  fur  ces  deux  cercles , c’eft-à-dirc , qu’il  doit  fe  con- 

fondre avec  leurs  points  d’intcrfcélion. 

Il  cft  vifible  qu’il  y a deux  différens  points  C qui  fatis- 
font  à la  quefiion  , lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupent 
on  deux  points  comme  dans  cçtte  figure  ; qu’il  n’y  en  a 
qu’un , iorfqu’ils  fe  touchent  ; & qu’enfin  il  n’y  en  peut 
avoir  aucun  , lorfqu’ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Il  faut  bien  prendre  garde  qu’en  réfolvaur  un  Pro- 
blème par  le  moyen  de  deux  lieux,  on  ne  tombe  pas  dans 
une  conftru&ion  plus  compofée  , que  fi  étant  arrivé  à une 
feule  égalité  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue  x , on  l’eût 
conftruite  félon  les  réglés  du  Livre  précédent.  Je  m’ex- 
plique : qu’il  faille,  par  exemple,  réfoudre  un  Problème 
(c’cft  le  troifieme  exemple  qui  fera  propofé  ) dont  les 
conditions  foient  renfermées  dans  ces  deux  équations 
y—cJzzï?}  & l~yy=.a.a-\rxx  ; fi  l’on  fc  fervoit  des 

* . lieux  de  ces' Jeux  équations,  il  eft' clair  qu’il  faudroic 

* Art.  jo 6.  mener  une  ligne  droite  * qui  ferait  le  lieu  de  la  première 

* Art.  }}o&  équation  , & décrire  une  Hyperbole  * qui  ferait  le 

33*-  lieu  delà  fécondé,  pour  avoir  par  leurs  interférions  les 
valeurs  des  deux  inconnues  x & y.  Mais  parce  qu’en  * 
réunilfant  ces  deux  équations  en  une  feule , on  trouve 
f égalité  du  fécond  degré  x x — - x = 0 » 

qui  fe  confirait  en  n’employant  que  des  lignes  droites  & 
des  cercles  ; ce  ferait  une  faute  confidérable  de  fe  fervir 
d’une  Hyperbole. 

Exemple  II. 

Fio.  14t.  42®*  Le  quarré  ABCD  étant  donné  ; il  faut  mener 

d’un  de  fes  angles  A la  ligne  droite  A E , enforte  que  fa 
partie  FE  comprife  entre  les  côtés  B C,  CD,  oppofés  à 
cet  angle  foit  égale  à une  ligne  donnée  b. 
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Je  fuppofc  que  le  point  E pris  fur  le  côté  UC  prolongé, 
fuit  tel  que  la  partie  F E de  la  ligne  A E foit  égale  à b, 
c’elt-à-dirc  que  je  fuppofc  la  qucftion  réfolue  ; & je 
nomme  la  donnée  AB  ou  A D ou  D C ou  C B , a } 
l’inconnue  DE , x.  Cela  fait,  les  triangles  femblables 
EDA,  ECF , donnent  ED(x).  DA  (u)::  EC(x — a). 

CF=‘-~a-t  & le  triangle  re&anglc  E CF  donne  F E 

= ÏÏC  +CF'=xx—  2ax  + aa  + ‘Jï^ï*i±!!-, 

Mais  puifquc  par  la  condition  du  Problème  F E doit 

être  égale  h.  b , on  aura  xx — lax -\-aa- f-  a~xx~r^x^raV 

±=  bb , ou  x4 — ia'x-\-iaaxx — bbxx  — 2û5x  -4-a4=  0. 
D’où  l’on  voit  que  la  réfolution  de  cette  égalité  doit 
fournir  pour  D Ê (x) , une  valeur  telle  que  menant  la 
droite  A E , fa  partie  F E comprife  entre  les  côtés  CB , 
D C , foit  égale  à la  donnée  b. 

L’égalité  que  l’on  vient  de  trouver  étant  du  qua- 
trième degré  , il  faudrait  employer  pour  la  réfoudre  une- 
Scébion  Conique.  C’cft  pourquoi  je  dois  chercher  aupa- 
ravant par  les  réglés  que  fournit  l’Algèbre  , fi  elle  ne 
fc  peut  point  abaillcr  à un  degré  plus  fimple,  & je  trouve 
en  effet  que  fi  l’on  prend  cc=aa-\-  b,b  , elle  fera  le 
produit  [des  deux  égalités  xx-t -aa — <tx — cx=±=o,  &c 
xx  - aa — ax  ex  = 0 j qui  font  chacune  du  fécond' 
degré  -,  de  forte  que  pour  avoir  les  quatre  racines  de 
l’égalité  du  quatrième  degré  x4 — 2ûx’,&c,  il  ne  faut  que 
trouver  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  égalités.  Je 
ne  m’arrête  point  à chercher  les  racines  de  l’égalité  x x 
-\-aa — ax-t-cx=o  ; parce  que  c furpaffant  a , la  dif- 
pofition  des  fignes  me  fait  connoîtrc  qu’elles  font  toutes 
deux’fauffes  : mais  je  trouve  celles  de  l’autre  égalité  xx 
+ — ax — cx  — o,  que  je  connois  être  toutes  deux 

vraies  , de  la  maniéré  qui  fuit. 

Soit  prife  fur  le  côt 6 AB  prolongé  la  partie  BG=c , 
& foit  décrit  du  diamètre  A G un  demi-cercle  qui  coupe 
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en  E le  côté  D C prolongé.  Je  dis  que  ce  point  fera 

celui  qu’on  cherche. 

Car  nommant  DE,x;  6c  menant  la  perpendiculaire 
EH,  on  aura  HG=a-hc — x , 6c  parla  propriété  du 
cercle  AHxH  G (a  X-+-CX  — xx)  = E H (a  a). 

Remarque  I. 

429.  Lorsqu’après  avoir  fatisfait  aux  conditions 
d’un  Problème,  on  arrive  à une  égalité  compofée  qui  a 
plufieurs  racines  réelles  , il  eft  vifîble  qu’il  n’y  a qu’une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  l’inconnue  qu’on 
cherche  : mais  on  doit  bien  remarquer  que  les  autres 
peuvent  auffi  fervir  à la  réfolution  de  la  quçftion , dans 
un  fens  qui  ne  peut  être  différent  de  celui  qu’on  s’eft 
imaginé  que  dans  quelques  circonftances  particulières, 
Ainfi  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vraie  D L (x) 
de  l’égalité  xx — ax  — cx-\-aa  — o , donne  fur  le  côté 
D C un  point  L tel  qu’ayant  mené  la  droite  A L qui 
rencontre  le  côté  BC  prolongé  en  K , fa  partie  LK  eft 
égale  à la  donnée  b.  De  même  fi  l’on  prend  Bg=c  fur 
le  côté  B A prolongé  vers  A , & qu’on  décrive  du  dia- 
mètre A g un  demi-cercle,  il  coupera  le  côté  CD  pro- 
longé vers  D aux  points  e,  /,  enforte  que  D e , 6c  Dl 
feront  les  deux  racines  fauffes  de  l’égalité  x x-+-cx — ax 
-+-aa  = o : 6c  fi  l’on  mené  les  droites  A e,  Al,  qui  ren- 
contrent le  côté  CB  prolongé  aux  points/,  k ; les  droites 
ef,  lk , feront  encore  chacune  égale  à la  donnée  b.  De- 
là on  peut  voir  que  quoiqu’en  réfolvant  le  Problème 
on  n’ait  eu  en  vue  que  de  trouver  la  valeur  de  DE , on 
eft  cependant  arrivé  à une  égalité  dont  les  racines  ont 
fourni  d’autres  valeurs  D L , De,  Dl,  qui  ont  toutes 
fervi  k réfoudre  le  Problème  en  quelque  fens. 

Remarque  II. 

430.  S’il,  y a lieu  de  croire  que  l’égalité  qui  renferme 
les  conditions  d’un  Problème  fe  peut  abaiffer  k un 

moindrç 
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moindre  degré , il  cft  à propos  de  tenter  d’autres  voies 
que  ccJles  qu’on  a fuivics  quand  même  elles  paraîtraient 
moins  naturelles;  parce  qu’il  arrive  fouvent  qu’elles  con- 
duifenc  à des  égalités  plus  (impies , '&  que  d’ailleurs  il 
cft  allez  difficile  d’a'oaifler  des  égalités  compofécs.  Voici 
deux  autres  maniérés  de  réfoudre  le  Problème  précédent 
qui  pourront  fervir  h faire  comprendre  cette  remarque. 

Ayant  fuppofe  le  Problème  réfolu , je  mène  E G per-  Fig.  24'- 
pcndiculaire  fur  AE  qui  rencontre  le  côté  AB  pro- 
longé en  G,  & je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
Al'  & B G que  je  nomme  y & z.  Cela  fait , les  triangles 
rectangles  femblablcs  AB  F,  AEG,  donnent  A B (a) . 

AF  (y)  : : AE  Çy-\-b).  AG  Et  partant  yy-i-by 

= ûü  + a{.  Or  comme  j’ai  deux  inconnues  & que  le 
Problème  eft  déterminé  , il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  jeconfidcre  que  EG=AF 
(y);  car  menant  E H perpendiculaire  fur  A G,  le  trian- 
gle re&àngle  EHG  eft  femblable  au  triangle  reètangle 
ABF,  & de  plus  égal,  puifque  les  côtés  homologues 
A B , E H , font  égaux  entr’eux.  J’aurai  donc  (à  caufe 
du  triangle  reftangle  AEG)  cette  autre  égalité  aa-ï-iaç 
-f-f  f ==yy-+-  2.  b y b b -h  y y = zyy-^-2  by~+-  b b , 
dans  laquelle  mettant  à la  place  de  2yy  -y-xby  fa  valeur 
2aa-\~  2«{  trouvée  par  le  moyen  de  la  première  éga- 
lité, il  vient  a a -4-  2 a 3 -I-  {{=2  a a -4-  1 a {-{-b b qui 
fe  réduit  à cette  égalité  très-fimplc  \ — V a a -+-  bb,  qui 
fournit  d’abord  la  môme  conftruclion  que  ci-dcflus. 

Autre  Maniéré. 

La  maniéré  fuivante  a cela  de  particulier  qu’elle  réuffit  p,  8i 
également  foit  que  la  figure  AB  CD  foit  un  quarré  , ou 
qu’elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
F , que  je  regarde  comme  donné , la  ligne  F G qui  fafle 
avec  AF  l’angle  AFG  égal  à l’angle  donné  ACE , & qui 
rencontre  au  point  C la  diagonale  A C prolongée  autant 
qu’il  eft  néccftaire  ; on  aura  trois  triangles  ACE , AFG , 
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GCF , qui  feront  femblables  entr’eux.  Car,  i°.  l’angle 
en  A étant  commun  aux  deux  triangles  A CE,  AF  G, 

& les  angles  ACE , AF  G,  étant  égaux  par  la  fuppo- 
. fition  •,  il  eft  vifible  .que  ces  deux  triangles  feront  fem- 
blables. 2°.  Le  triangle  APC  étant  ifofcellc , l’angle 
DCA  ou  ECG  fera  égal  à l’angle  DAC  ou  ACF,  6c 
ajourant  de  part  & d’autre  le  même  angle  FCE  , l’an- 
gle FCG  fera  égal  à l’angle  ACE  ou  AFG  y & par- 
tant puifquc  l’angle  en  G cft  commun  , les  deux  triangles 
A GF,  FGC,  feront  femblables.  Cela  pofé  , foient  les 
inconnues  CE  — x , AG  = \ , & les  données  DC=a  , 
FE  — b,  AC—c  ; on  aura  ( h caufe  des  parallèles  AD  , 
CF,)  cette  proportion  : CE  (x).  FE  (£)  CD  (a).  AF 

= y . Or  à caufe  des  triangles  femblables  ACE,  AFG, 

G CF , on  trouvera  A C (c).  CE  (x)  ::  AF  ^y^.  F G * 

•=y.  Ec  AG{[).FG{^)  r:  y.  CG({— c).  D’où  l’on 
forme  eri  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , l’égalité 
y-  qui  fournit  cette  conftruérion. 

îtc.  24jv  Ayant  mené  du  point  A perpendiculairement  fur 

AC  la  ligne  AH= y , on  tirera  par  le  point  du  milieu 

L de  la  diagonale  AC  la  ligne  HL,  8c  on  prendra  fur 
cette  diagonale  prolongée  du  côté  de  C la  partie  L G 
.éçale  à LH.  On  décrira  enfuite  du  centre  G 6c  du  rayon 
GF  égal  à AH , un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  côté 
if  C au  point  cherché  F.  Cela  eft  évident  ; puifquc  par 

la  conftruélion  — .c£=~,  & que  GF=  y. 

Exemple  III. 

Fig.  144.  43r*  Trouver  fur  une  ligne  droite  indéfinie  DE 

donnée  de  pofition  , deux  points  D , E ; dcfqucls  ayant 
mené  à deux  points  donnés  O,  C,  hors  de  cette  ligne, 
les  droites  DU , UE , DC,  CE  ; l’angle  DUE  foit  droit 
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jSc  l’angle  DCE  égal  à un  angle  donné  TPS. 

Suppofons  la  choie  faite  , je  décris  du  diamètre  D E 
un  dcmi-cerde  qui  pafl'era  par  le  point  O , puifque  l’an- 
gle DOE  crt  droit;  & fur  la  corde  DE  je  décris  un  arc 
de  .cercle  capable  de  l*anglc  donné  , lequel  paffera  par 
conféquent  par  le  point  C.  Du  point  H centre  de  cet 
arc,  & des  points  donnés  O , C , je  mène  fur  DE  les  per- 
pendiculaires H if,  OA,  CB,  & je  nomme  les  données 
DA,  a ; CB , b y AB , c y les  inconnues  AK,  x ; KH,  y. 
Cela  polo , il  efi  clair  par  les  Elémens  de  Géométrie , 
1 °.  que  le  point  K fera  le  milieu  de  la  ligne  DE , & par 
conféquent  le  centre  du  demi-cercle  D U E.  z°.  Que  fi 
par  le  fommet  P de  l’angle  donné  TPS  on  mene  une 
perpendiculaire  P Q à l’un  des  côtés  P T , l’angle  QP  S 
qu’elle  fait  avec  l’autre  côté  PS,  fera  égal  k l’angle  K EH. 

Or  k caufe  du  triangle  re&angle  K A O le  quarré  K U 
.ou  K E ~ a a - f-xx,  & k caufe  du  triangle  rcffanglc 
H KE  le  quarré  PI  E —a  a-\-x  xA-yy  : niais  prolon- 
geant H K jufqu’k  ce  qu’elle  rencontre  en  R une  paral- 
lèle CR  k D E , on  aura  (k  caufe  du  triangle  reétangle 

CRH)  le  quarré  CH  =bb  zb y -\-yy -\~cc-\-zcx 

4-ïï.  Donc  puifque  les  lignes  HE , IIC , font  rayons  du 
même  cercle , on  formera  par  la  comparaifon  de  leurs 
valeûrs  analytiques  cette  équation  aa-\- x x-t-yy  — bb 
Ar  Z by-i~y  y-\-cc-+-  zc  x x x , qui,  en  effaçant  de 
part  & d’autre  yy~\-xx,  & pour  abréger,  fàifant 

— d , fe  réduit  k celle-ci;  y—~^~- 
Si  l’on  confidcre  le  chemin  qu’on  a fuivi  pour  arriver 
k l’équation  précédente  , on  verra  qu’elle  renferme  cette 
Condition  , fçavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
K,  H , & des  rayons  K O , H C , fc  rencontrent  fur  la 
ligne  DE  dans  les  mêmes  points  D , E y de  forte  qu’il 
ne  refte  plus  qu’a  faire  que  l’angle  KE  H foit  égal  k 
l’angle  QP  S.  Pour  en  venir  k bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PÇ)  la  partie  PQ  égale  k CB  , 
& tiré  QS  parallèle  au  côté  P T,  & terminée  en  S par 

A a a ij 
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l’autre  côté  P S ; il  eft  évident  que  le  triangle  re&angî» 
E K H doit  être  femblable  au  triangle  rcétangle  P Ç)  ST 
& qu’ainfi,  en  nommant  la  donnée  ,f\  on  aura  cette 
proportion;  EK(y/  aa-\-xx).  KH  (y)  ::  PQ(b). 
d’où  l’on  tire  y=£  \Zaa  = — Quarrant  cha- 
que membre  pour  ôter  les  incommenfurables , & met- 
tant par  ordre  l’égalité  , on  trouve  xx — Jc~ff  x 

H-  *C^~g-  = o , dont  l’une  des  racines  fournira  pour 
A K(x)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  du 
centre  K & du  rayon  KO,  il  coupera  la  ligne  DE  aux 
deux  points  cherchés  D,  E. 

* On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité , félon  les 

articles  380*  ou  382.  ( Liv.  précéd.  ) : mais  quoique  les 
méthodes  qu’on  y explique  foient  très-fimplds  eu  égard 
à leur  généralité , il  arrive  néanmoins  très-fouvent  qu’en 
confidérant  avec  attention  la  nature  d’une  queftion  par- 
ticulière, on  trouve  des  conftruftions  plus  faciles.  Par 
exemple  ,on  peut  remarquer  ici  , i*.  que  fi  par  le  point 
de  milieu  E de  la  ligne  OC  qui  joint  les  deux  points 
donnés  , on  mène  la  perpendiculaire  F G qui  rencontre 
en  G la  ligne  DE  donnée  de  pofition,  on  aura  AG=d; 
car  nommant  A G,  ç ; les  triangles  rcélangles  GA  O, 

GBC , donneront  GO  =çç-i-aa  & GC  = ^^-f-zc^ 
-\-cc-+-bb  , &c  comparant  enfemblc  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  entr’elics,  puifquc  le  point  G 
eft  dans  la  perpendiculaire  F G qui  divife  par  le  milieu 
la  ligne  OC,  il  vient  -4-  aa  = çç  -+-  2 -h  cc -+-  bb  , 

d’où  l’on  tire  AG  ({)  = — d.  20.  Que  l’égalité 

Jx/aa-i-x  x = cd — ex  qui  renferme  les  conditions  du 
Problème  , fe  réduit  ù cette  proportion  ; G K (d — x). 
K O (j/uu-f-xx)  ::  QS  (f).  AB  (c)  : de  forte  que  fi  l’on 
* 5 5°'  décrit  * le  lieu  de  tous  les  points  K tels  qu’ayant  mené 

aux  deux  points  donnés  G,  O , les  droites  A G , K O, 
clics  foient  toujours  entr’clles  en  la  raifon  donnée  de 
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QS  à AB  ; cc  lieu  coupera  la  ligne  DE  au  point  cher- 
ché K.  Ce  qui  donne  la  conÜruction  fuivante  qui  cft 
tris-fimple. 

Par  le  point  de  milieu  F de  la  ligne  O C qui  joint  les 
deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  F G, 
qui  rencontre  en  G la  ligne  DE  donnée  de  pofition  , on 
divifera  la  ligne  O G au  point  M , enforte  que  GM. 
MO  ::  QS.  AB.  Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G 
jufqu’au  point  N,  enforte  que  G N.  N O : : ÇLS’.  AB.  Du 
diamètre  MN  on  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
D E en  un  point  K , duquel  point  comme  centre  , & du 
rayon  K O ayant  décrit  un  cercle  ; cc  cercle  rencon- 
trera la  ligne  D E aux  deux  points  cherchés  D , E. 

Comme  le  cercle  qui  a pourRdiametre  la  ligne  MN\ 
coupe  la  droite  D E non-feulement  au  point  K , mais 
encore  en  un  autre  point  L ,•  il  s’enfuit  qu’on  peut  fe  fervir 
du  point  L de  même  que  l’on  a fait  du  point  K,  pour 
trouver  fur  la  ligne  DE  deux  autres  points  qui  fatisfe- 
ronr  également  , & qu’ainfi  cette  queftion  peut  avoir 
deux  différentes  folutions. 

Si  l’angle  DCE  devoit  être  droit  auflî-bicn  que  l'an- 
gle DOE , il  eft  clair  que  QS  (f)  deviendroit  nulle,  & 
qu’ainli  l’égalité  f\6aa  -4-  xx=cd — ex  fe  changerait 
en  celle-ci  cd — cx  — o,  d’où  l’on  tire  x = d ; c’eft-à-dire 
que  le  centre  K tomberait  alors  fur  le  point  G.  Et  li  le 
point  B tomboit  fur  le  point  A , l’égalité  f\Aaa- fri 
=cd — ex  fe  changerait  en  celle-ci  fV da  -f-  xx=^adT—  f 

en  mettant  pour  cd  fa  valeur  **' “ , & effaçant  en- 

fuite  les  termes  où  c ( qui  devient  en  ce  cas  nul  ) fe  ren- 
contre ; d’où  l’on  voit  que  dans  ce  cas , fi  du  point  O 

comme  centre,  & du  rayon  O K—a-^~  on  décrit  un 

arc  de  cercle , il  coupera  la  ligne  DE  au  point  cherché  K. 
Ceci  s’accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67.  6 3. 
du  Livre  fécond , & la  conftrucfion  générale  peut  fer- 
vir à trouver  tout  d’un  coup  dans  une  Ellipfe  donc 
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éeux  diamètres  conjugués  font  donnés,  deux  autres  dia- 
mètres conjugués  qui  faflent  cnrr’ eux  un  angle  donné  ; 
ce  qui  dans  l’art.  G\.  avoit  été  renvoyé  ici. 

Exemple  IV. 

fie.  »45«  432*  Trois  points^?,  B,C,  étant  donnés  , en  trou- 

ver un  quatrième  M , duquel  ayant  mené  à ces  points 
les  droites  MA’,  M B , MC  ; les  différences  de  l’une 
d’elles  aux  deux  autres  foient  données. 

Cette  queftion  cft  fufceptiblc  de  trois  différons  cas. 
Car  ou  les  trois  lignes  MA,  MB,  MC,  font  toutes 
égales  cntr’elles  ; ou  il  y en  a feulement  deux  qui  foient 
égales . entr’ elles  ; ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
cntr’clles.  * 

Premier  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  MA,  MB , MC, 
font  égales  entr’clles  ; ou  ce  qui  eft  la  même  chofc  lorf- 
.que  les  deux  différences,  données  font  nullcs  ; il  eft  clair 
que  le  point  cherché  M fera  le  centre  du  cercle  qui 
paffe  par  les  trois  points  donnés  A,  B ,C. 

Fxç.  146.  Second  cas.  Lorfque  deux  des  trois  lignes  MA,  A1B, 
MC , comme  MA,  MB , doivent  être  égales  cntr’cllcsj 
ou  ( ce  qui  elt  la  même  chofc  ) lorfqu’une  des  différences 
données  cft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C,  la  perpendiculaire  C O 
fur  la  ligne  AB  qui  joint  les  deux  autres  points  donnés  A, 
B ; du  point  M que  l’on  fuppofe  être  celui  qu’on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  MP,  M Q, parallèles  à CO,  O B ,-  il 
eft  clair  que  AP  fera  égale  à PB,  puifque  AM  doit  être 
égale  à MB.  Nommant  donc  les  données  AP  ou  PB,  a ,• 
OP,  b ; OC,  c ÿ AM — MC,  f}  & les  inconnues  AM, 

P M,  y i les  triangles  rectangles  APM,  MQC,  don- 
neront ces  deux  égalités  çç  — aa  -hyy , & {{  — 2 
H-f=  cc — icy  -4- y y -4-  b b ,•  d’où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  fécondé  de  ceux  dè  la  pre- 
mière, il  vient  2 j\ — ff=-aa — cc-t-icy — ùù,qui  fe 
réduit  à Cette  proportion  {.  J t+-  ““  6i~~ec^'£ ; . c,  f. 

Dc-là  on  tire  la  conftruétion  fuivante. 
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Soit  menée  par  le  point  de  milieu  P de  la  ligne  A B , 
lâ  perpendiculaire  P D = a— Soit  diviféc 
l’hypothénufe  AD  prolongée  du  côté  qu’il  fera  néccf- 
faire,  aux  points  E,  F ; enforte  qu t.AE . E D ::  c . f,  & 

AF.  FD  : : c.  f.  Du  diamètre  EF  foit  décrit  un  cercle  ; 
il  coupera  la  ligne  PD  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  MA , il  eft  clair  par  la 
propriété  du  cercle  E Al  F,  que  A Al  ({)•  MD  * yirt- 

;;  c.  fi  & par  la  propriété  delà  per- 
pendiculaire P M,  <juc  =aa-+-yy . Orcbmmeccs 

deux  équation  ; renferment  les  conditions  du  Problème  , 
il  s’enfuit , &c. 

Si  par  l’autre  point  N,  où  la  ligne  DP  rencontre  la 
circonférence,  on  mène  les  droites  NA,  NB,  NC} 
les  deux  NA,  NB,  feront  égales  entr’elles , & la  dif- 
férence de  chacune  de  Ces  deux  "droites  à la  troifieme 
N C fera  égale  à la  donnée/;  de  forte  que  le  point  N 
facisfait  aufli , mais  avec  cette  différence  que  N C eft  la 
plus  grande- des  trois  droites  NA,  NB,  NC,  au  lieu 
que  Al  C eft  la  plus  petite  des  trois  Al  A,  MB,  MC. 

On  peut  encore  réfoudre  ce  fécond  cas  fans  aucun  FI0.  147; 
calcul.  Je  fuppofê  comme  auparavant  que  M foit  le 
point  cherché,  & ayant  tiré  les  droites  MA , MB , A1C , 
je  décris  du  centre  C,  & du  rayon  C D=MA  — M C , 
un  cercle  DEKFH.  Du  point  D où  la  ligne  MC  ren-  ' 
contre  ce  cercle , je  mené  aux  deux  points  donnés  A,  B r 
les  droites  D A , D B qui  rencontre  le  cercle  aux  points 
E,F ; par  où  je  tire  les"  rayons  EC,CF , & la  corde 
EF.  Cela  fait,  puifque  A1C-+-CD  ou  MD=MAr 
& que  les  lignes  CD , CE  , font  rayons  d’un  même  cer- 
cle , les  triangles  D M A , D CE , fe*ont  ifofcellcs , & 
par  confcquent  femblables  parce  que  l’angle  en  D eft 
commun  : c’eft  pourquoi  les  lignes  CE,  MA,  feront  paral- 
lèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes  CF,  MB, 
feront  au/Ti  parallèles  ; ce  qui  donne  DA.  DE  ::  DM. 

DC::  DB.  DF.  Et  de-là  on  voit  que  toute  la  difficulté 
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fe  réduit  h trouver  fur  la  circonférence  du  cercle 
I)E  KF  H , le  point  D tel  qu’ayant  mené  les  droites, 
DA , DJ},  qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
E ,F  i la  corde  EF  foit  parallèle  à la  ligne  AB.  Or 
cela  fe  peut  faire  ainfi.* 

Ayant  décrit  du  point  C un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD=AM — MC,  & tiré  AC  qui  rencontre 
ce  cercle  aux  points  K,  IJ  ; on  prendra  fur  A B la 
partie  AG  quatrième  proportionnelle  a AB , AH , AK; 
&.  on  mènera  du  point  G la  tangente  GE  au  cercle 
EDHFK.  Ayant  mené  par  le  ppint  touchant  E la 
ligne  A E qui  rencontre  le  cercle  au  point  D , on  tirera 
D C , fur  laquelle  on  prendra  le  point  M tel  que  DM. 
D C::  DA.  DE.  Je  dis  qu’il  fera  celui  qu’on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  D E KF  H le  rcftangle 
HAxAK=DAxAE  ; & par  conféquent  B A.  AD:: 
AE  . AG  : c’eft  pourquoi  les  triangles  DAB,  GAE , 
qui  ont  l’angle  en  A commun , & les  côtés  autour  dç 
cet  angle  réciproquement  proportionnels  , feront  fem- 
blables.  L’angle  AEG  fera  donc  égal  à l’angle  ABD  ; 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  E G 6c 
par  la  corde  D E prolongée  du  côté  de  E , a pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  DE.  Il  fera  donc  égal  (en  tirant 
par  le  point  F où  la  ligne  D B rencontre  la  circonfé- 
rence , la  corde  E F)  à l’angle  DFE ; & par  conféquent 
les  lignes  FE,  AB , feront  parallèles  entr’ellcs.  Or  par  la 
conftruétion  DC.  DM  ::  DE.  EA ::  DF.  FB.  Les 
triangles  DMA,  DMB  , feront  donc  ifofcelles  ; puis- 
que les  triangles  D CE , D CF , qui  leur  font  fembla- 
bles  font  ifofcelles.  Les  lignes  AM,  MB , feront  donc 
égales  chacune  à D M,  & par  conféquent  entr’ellcs  ; & 
de  plus  AM  ou -DM  furpaflera  MC  de  la  grandeur 
donnée  C D.  Et  c’eft  ce  qui  étoit  propofé. 

Fig.  148.  Troifumt  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  MA,  MB, 
MC,  font  inégales  entr’elles.  Du  point  donné  C , je 
mene  la  perpendiculaire  C O fur  la  ligne  AB  qui  joint 
les  deux  autres  points  donnés  ; & du  point  M , que  je 

fuppofe 
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fuppofe  être  celui  qu’on  demande , les  perpendiculaires 
MP,  MQ,  furies  lignes.^#,  CO.  Je  nomme  les  données 
AO,  ai  OB,  b;  CO, ci  AM— MB,  d;  AM— MC,  fi 
& les  inconnues  OP , x ; PM,yi  AM,  7 : ce  qui 
donne  AP=a-+-x,  BP=b — x,  CQ=c — y,  BM 
—{ — d,  CM—{ — -f.  Par  le  moyen  des  triangles  reélanglcs 
A P M , B P M,  C QM , je  trouve  les  trois  équations 
fuivantes  ; la  première,  fç=aa  -4-  zax-t-xx-+-yyi  la 
deuxieme,  {{ — 2 d^-\-dd=bb — zbx-hxx^-yy  ; la  troific- 
me,  ££ — if  cc — icy-\-yy-\-xx i Sx  retranchant  par 

ordre  les  membres  des  deux  dernières  de  ceux  de  la  pre- 
mière, je  forme  une  quatrième , & une  cinquième  équation  ; 
fçavoir  la  quatrième,  îdç — dd=aa— bb-\-iax-+-ibx , 6c 
la  cinquième,  ifr — -Jf=aa — ar-f-2ax-t-2cy..  Je  mets  dans 
la  première  équation  à la  place  de  y y le  quarré  de  la 
valeur  de  y trouvée  par  le  moyen  de  la  cinquième  ; & en- 
fuite  à la  place  de  x fa  valeur  trouvée  par  le  moyen  de  la 
quatrième , & à la  place  de  x x le  quarré  de  cette  valeur: 
ce  qui  dorme  enfin  une  égalité  où  il  n’y  a plus  d’incon- 
nues que  la  feule  { qui  ne  monte  qu’au  quarré.  C’eft 
pourquoi  on  la  pourra  toujours  réfoudre  en  réemployant 
que  des  lignes  droites  & des  cercles  , comme  l’on  a en- 
feigné  dans  les  articles  380 , ou  382  ( Liv.  précéd.  ).  Or 
ayant  la  valeur  de  l’inconnue  r , il  eft  facile  de  trouver 
le  point  cherché  Mi  car  il  fera  dans  l’inrerfcetion  de 
deux  arcs  de  cercle , dont  l’un  aura  pour  centre  le  point 
A,  & pour  rayon  la  ligne  AM  (ç)  ; & l’autre  pour  centre 
le  point  B , & pour  rayon  la  ligne  B M(ç — ./). 

On  voit  aflez  qu’en  achevant  le  calcul  , on  feroit 
arrivé  à une  égalité  du  deuxieme  degré  qui  auroit  ren- 
fermé dans  fes  termes  des  quantités  très-compofées  ; de 
forte  que  pour  les  réunir  fous  des  expreflîons  Amples , 
comme  le  demandent  les  articles  380 , & 382  , on  auroit 
befoin  d’un  grand  nombre  d’opérations  ; ce  qui  rendroit 
la  conftru&ion  trcs-longue.  C’eft  pourquoi  on  fe  fervira 
de  celle-ci  par  le  moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au 
précédent. 
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,-149.  Les  deux  droites  AB,  AC,  qui  joignent  les  points 
donnes  étant  divifées  par  le  milieu  aux  deux  points 
D , F , St  ayant  mené  du  point  M que  je  fuppofe  être 
celui  qu’on  cherche,  les  perpendiculaires  A1P,MQ, 
fur  ces  deux  lignes  ; on  nommefa  les  données  AB,  2 a ; 
BC ,2b  ; AAÎ  — MB , 2 c ; A M — MC,  2 d -,  St  les  in- 
connues DP,  x -,  F Q , y.  Cela  pofé  , fi  l’on  nomme  2 t la 
fomme  inconnue  des  deux  droites  A M , B M ; la  plus 
grande  AM  fera  t-4-c  & la  moindre  B AI  fera  t — c. 
Or  les  triangles  rcétangles  AP  M , B P M , donnenc 

PM  = AM  — AP  = BM  — BP  c’eft-à-dire  en  ter- 
mes analytiques  tt7\-2ct~\~cc  — aa — 2ax — xx  = tc 

• — 2ct-‘rcc — aa  2 ax — xx  , d’où  l’on  tire  r==^j 

& par  conféquent  AAI  (f-+-c)  =y -1-c.  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  rectan- 
gles AQA1 , CQAl,  que  A AI~  ^ -t-  d ; ce  qui , en 
comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  A M,  donne 
cccte  équation  — C — -j  -4-  d , ou  — = -4 - rf  — c 

— ^ A-f,  en  faifant  pour  abréger  dr~c=f.  D’où  il  cft 

clair  que  le  point  cherché  M doit  être  tel  qu’ayant 
mené  les  perpendiculaires  MP,  MQ  , fur  les  deux 

droites  A B , AC  ; on  ait  cette  équation  y = h-~  -+-/> 
ou  ce  qui  revient  au  même  cette  proportion  x, 
y-\r  y : : b,  y.  Or  cela  fuffit  pour  trouver  k conftruc- 
tion  fuivante. 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
A B ,AC , St  divifé  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
JJ , F-,  on  prendra  fur  AC  du  côté  du  point  A la  partie 
FK=d-j  \ St  ayant  tiré  fur  AB,  AC,  les  perpendi- 
culaires U O,  KS , qui  fe  rencontrent  au  point  H, 
on  mènera  dans  l’angle  OH  S h droite  HM  qui  foie 
le  lieu  des  points  AI,  tels  qu’ayant  tiré  de  chacun  d’eux 


Digitized  by  Goool 


D hs  Problèmes  déterminas.  379  , 

’lcS  perpendiculaires  MO,  MR,  fur  les  côtés  // O,  HS  ; 
la  droite  M O foie  toujours  à la  droite  MR , en  la  rai- 

fon  donne'c  de  b à Enfuite  l’on  tirera  AE  perpen- 
diculaire fur  HM,  & l’ayant  prolongée  en  G enforte 
que  LG  foit  égale  k AE , on  trouvera  par  le  fécond  cas 
le  point  M , tel  qu’ayant  mené  les  droites  Al  A,  MG, 

Al  C ; les  deux  AI  A,  Al  G,  foient  égales  entr’elles  , & 
la  différence  de  M A à MC  foie  la  donnée  2 d.  Je  dis 
qu’il  fatisfera  à la  queftion. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  HM,  on  aura  tou- 
jours AlO  ou  DP  (x).  AIR  ou  QK  (y  -+-  f ) : : b . 

& par  conféqucnt  le  point  M fe  doit  trouver  dans  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  des  points  A , G ; 
mais  de  plus  la  différence  de  A AI  'a.  MC  doit  être  la 
donnée  2 d.  Donc , &c. 

Remarque. 

433.  S 1 au  lieu  que  dans  cet  exemple , les  deux  diffé- 
rences de  l’une  de  ces  trois  droites  M A , AI  B , M C,  aux 
deux  autres  font  données  ; on  vouloir  k préfent  que  ce  fuff- 
fent  les  deux  fommes  de  l’une  de  ces  droites  avec  chacune 
des  deux  autres , ou  bien  la  fomme  de  l’une  d’elles  avec 
une  autre  & la  différence  de  la  même  avec  ia  troifieinc  : 
la  queftion  n’en  deviendrait  pas  plus  difficile  , & on 
pourrait  toujours  la  réfoudre  par  les  mêmes  méthodes. 

Ce  que  je  n’expliquerai  point  en  détail , afin  de  Iailfcr 
quelque  chofe  k l’induftric  des  Lecteurs. 

Corollaire  I. 

434.  D h-l  a on  voit  comment  on  peut  décrire  un 
cercle  qui  touche  trois  cercles  donnes. 

Car  foient  les  points^,#,  C,  les  centres  des  cercles  Fie. 25» 
donnés , le  point  M celui  du  cercle  qu’on  cherche , 
lequel  touche  les  cercles  donnés  aux  points  D , E,  F, 
du  côté  que  l’on  voit  dans  la  figure.  Soient  les  rayons 
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des  cercles  donn ésAD=a,BE=b,  CF^=c\  & Te 
rayon  du  cercle  qu’on  cherche  MD  ou  ME  ou  MF 
= {.  Cela  pofé  , on  aura  AM=z-\-a , MB  = 7- 4-  b, 
MC—ç — c ; & parrant  A M — MB=a — b , MB — MC 
c =b-hc,  AM — AlC=a-+-c.  D’où  il  eft  évident  que  la 
qucftion  fc  réduit  à trouver  un  point  M , duquel  ayant 
mené  aux  trois  points  donnés  A,B,C,  les  droites 
MA,  MB , MC , leurs  différences  foient  données. 

COROELAIRE  II. 

Frc.  *jr»  43 ^ . D h-la  on  tire  encore  la  maniéré  de  décrire 

25r*  une  Setftion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 
F,  qui  paffe  par  deux  autres  points  donnés  B , C , 6c 
qui  touche  une  ligne  droite  D E donnée  de  pofition. 

On  doit  diftingucr  ici  deux  différens  cas  , dont  le  pre- 
mier eft  , lorfquc  les  trois  points  donnés  F,  B , C , tom- 
bent du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  & le 

fécond  lorfqu’ils  tombent  de  part  & d’autre. 

F 10.  15 1.  Premier  cas.  Ayant  mené  FD  perpendiculaire  fur 
D E , Sx  l’ayant  prolongée  en  A enforte  que  DA  foie 
égale  à DF  • on  tirera  les  droites  F B,  FC.  On  trou- 
vera le  point  M tel  que  la  différence  de  A M Sx  BM 
foit  égalé  h F B , & celle  de  AM  Sx  MC  égale  k FC.  On 

* Dcf.  1.  D.  décrira  enfuitc  * une  Scétion  conique  qui  att  pour  fes 

6f  1 . 111.  deux  foyers  les  points  F,  M,  Sx  pour  l’axe  qui  paffe  par 

les  foyers  une  ligne  égale  k A M.  Je  dis  qu’elle  fera  celle 
qu’on  cherche. 

Car,  iu.  le  point  E où  la  ligne  AM  rencontre  la. 
droite  DE  eft  à la  Seétion  , puifque  FE  étant  égale  a 
AE , on  aura  dans  l’Ellipfe  la  fomme  des  droites  FE, 
EM , Sx.  dans  l’Hyperbole  la  différence  égale  a l’axe  qui 
paffe  par  les  foyers  ; Sx  par  la  meme  raifon  les  points 
B,  C , feront  auffi  dans  la  Scftion.  iv.  Par  la  conftruc- 
tion  les  angles  FED,  DEA,  font  égaux  erftr’eux  ; & 

* Art.  60  & par  confequcnt  la  ligne  E D eft  * tangente  en  E. 

113.  11  [faut  remarquer  dans  ce  cas  que  lorfqu’on  cherche 
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le  foyer  M du  même  côté  du  foyer  donné  F par  rapport 
a la  ligne  DE,  la  Scétion  qu’on  trouve  elt  une  Ellipfe  ; 
au  lieu  qu’elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles 
oppofees  , lorfqu’on  le  cherchera  de  l’autre  côté. 

Second  cas.  Il  cft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  Fig.  152. 
peut  y avoir  d!EUipfe  qui  fatisfafïè  , mais  feulement  deux 
Hyperboles  oppofees.  Pour  les  trouver  ; ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  F D perpendiculaire  fur 
DE,  & l’ayant  prolongée  en  A enforre  que  DA  foie 
égale  h D F-,  on  cherchera  le  point  M tel  que  la  fomme 
de  AM  & BAI  foit  égale  à la  donnée  F B , & la  dif- 
férence de  AM  & MC  foie  égale  à la  donnée  FC.  On 
décrira  enfin  deux  Hyperboles  oppofees  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F , M , 6c  dont  le  premier  axe 
foit  égal  à A M.  Je  dis  qu’elles  ont  les  conditions 
requifes. 

Car,  i°.  le  point  E,  où  la  ligne  AAI  rencontre  la 
lign c-D  E,  fera  à l’une  de  ces  deux  Hyperboles , puif.]ue 
FE  étant  égale  \AE,  la  différence  des  droites  FE,  ME, 
fera  égale  à A M valeur  du  premier  axe  ; & par  la  même 
raifon  les  points  B ,C,  feront  à ces  Hyperboles.  2".  La 
ligne  DE  fera  * tangente  en  IL , puifque  par  la  conftruc-  » 
tion  les  angles  AED , DEF , font  égaux  entr’eux. 

Si  le  point  C tomboit  du  même  côté  du  point  B par 
rapport  à la  ligne  DE,  la  fomme  des  deux  droites  A M 
& M C ferait  égale  à la  donnée  FC\  au  lieu  que  c’eft 
la  différence  lorfque  les  points  B , C,  tombent  de  part  & 
d-’autre  de  la  ligne  DE,  comme  l’on  a fuppofé  dans  cette 
figure. 

Si  l’on  propofoit  de  décrire  une  Scéfion  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné  , pour  tangentes  deux  li-  • 

gnes  données  de  pofition  , & qui  pafsàt  par  un  autre  point 
donné  ; on  tronveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  lignes 
deux  points  comme  l’on  vient  de  faire  le  point  A , def- 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutiffent  à l’autre 
foyer  qu’on  cherche,  elles  doivent  être  égales  entr’elles, 

& leur  différence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  part  du 
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point  où  doit  pafler  la  Seâion  6c  qui  aboutit  ail  mime 
foyer,  fera  toujours  donnée  : de  forte  qü’on  pourra  tou- 
jours réfoudre  la  queftion  par  le  moyen  de  l’Exemple 
précédent,  & de  fa  Remarque.  Enfin  s’il  falloit  décrire 
une  Scéfion  qui  touchât  trois  lignes  données  de  pofition, 
& qui  eût  pour  foyer  urt  point  donné  ; on  trouverait  par 
le  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  points  comme  l’on  a 
fait  le  point  A par  le  moyen  de  la  ligne  D E dans  les 
deux  cas  précédens , & le  centre  du  cercle  qui  pafferoit 
par  ces  trois  points  , ferait  l’autre  foyer  de  la  Section , 
laquelle  aurait  pour  premier  axe  une  ligne  égale  au  rayon 
de  ce  cercle. 

On  doit  obfcrver  dans  tous  ces  différens  cas,  que  fi  le 
point  cherché  M étoit  infiniment  éloigné  du  point  F; 
la  Scâion  deviendrait  alors  une  Parabole  dont  les  dia- 
mètres feraient  parallèles  aux  lignes , qui , continuées 
l’infini , aboutiraient  au  point  cherché. 

Eiemfie  V. 

pic.  ijj.  436,  Une  Parabole  N CS  étant  donnée  avec  un 
de  fes  arcs  Al  N ; trouver  un  autre  arc  RS  qui  foit  à 
l’arc  Ai  N , en  raifon  donnée  de  nombre  à nombre. 

Ayant  prolongé  l’axe  de  la  Parabole  du  côté  de  fon 
origine  C jufques  en  A , enforte  que  CA  foit  égal  à la 
moitié  de  fon  paramétré , & décrit  une  Hyperbole  équi- 
latere  E A F qui  ait  pour  centre  le  point  C 6c  pour  la 
moitié  de  fon  premier  axe  la  ligne  CA ; on  mènera  pa- 
rallèlement à l’axe  CA  les  droites  MB , NE , RD,  SF, 
qui  rencontrent  le  fécond  axe  aux  points  H , L,  K , O , 
6c  l’Hyperbole  aux  points  B,  E , D , F,  defquels  on 
tirera  fur  les  Afymptotes  les  perpendiculaires  BP,  E Q, 
DG,  FI.  Cela  fait,  il  eft  vifible  que  le  reâang leACxMN 
* Art.  146.  ou  * le  Trapéfe  hyperbolique  HBEL  eft  égal  au  Seûeur 
hyperbolique  CBE  plus  le  triangle  CLE  moins  le  trian- 
gle CH  B \ 6c  de  même  que  ACx  RS=CDF  -+-  CO  F 
— CKD.  Or  fuppofant  que  la  raifon  donnée  de  l’are 
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M N à l’arc  RS  foie  comme  meftà/î,  les  lettres  m & 
n expliquent  des  nombres  entiers’  quelconques)  on  aura 
par  la  condition  du  Problème  ACx  M N ou  CBE 
-+-CLE — CH  B.  ACxRS  ou  CDF-\-COF — CKD  :: 
m . n,  & par  conféquent  nCBE-\-nCCLE  — nCH  B 
==/n  C D F -4-  m C U F — mC KD.  Si  donc  l’on  nomme 
les  données  CP,  F,  CQ,c-,  l’inconnue  CG,x  ; & qu’on 

prenne  CI—  , il  cft  clair  * que  le  Secteur  hvperboli-  * Art,  izj. 
que  CBE.  CDF:-m.  n,  & qu’ainfi  nCBE=mCDF ; 
d’où  l’on  voit  que  l’égalité  précédente  fc  change  en  cel- 
le-ci n CL  il — nCHB=mCOF — mCKD  qui  ne 
renferme  plus  d’efpaces  hyperboliques,  mais  feulement 
des  triangles  reétangles  dont  il  s’agit  maintenant  de 
trouver  les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  CP,  H B , forment  en  s’entrecoupant  au 
point  N deux  triangles  reitangles  VH  C,  VP  B , qui 
font  fcmblablcs  ; puifque  les  angles  en  V étant  oppofés 
au  fommet  font  égaux  ; ce  qui  donne  H V.  CV  : : VP. 

V B , & en  multipliant  les  extrêmes  & les  moyens 
JH  Vx  VB=CVx  VP.  De  plus  k caufe  de  l’Hyperbole 
équilaterc  EAF,  l’angle  VC  A ou  CVPI  * efi  demi  * Dcf.  i6V- 
droit,  & par  conféquent  le  triangle  re&anglc  CH  V 
cft  ifofcclle,  auflé-bien  que  fon  femblable  VP  B , ce  qui 

donne  VP=PB , CH=HV,  & CV'^CH'+ITv 
s=  1 H V . Donc  le  quadruple  du  triangle  reûangïe 
CH  B,  c’cft-k-dirc  2 C HxHB=zHVxH  V-\-  VB 
= 2 ~HV- 4-  2 HVx  VB=~CV‘a- 2 CVx  VP  = CV' 
-\-iCVxVP-\-VP. — VP  =CP — P Zi , puifque  CV* 

■+*  2 CV xVP-\-  VP  eft  le  quarré  de  CV- f VP  ou 
de  CP.  Et  par  conféquent  le  triangle  C H B=±CP' 

— '-PB  . On  prouvera  de  même  que  le  triangle  CLE 

— ; C Q —'7  Çj  E , que  le  triangle  CKD=^'~çTG 
— 7 GL)  , & enfin  que  le  triangle  COL  = ±CÏ — - Ïf\ 

C’eft  pourquoi  nommant  a a la  puilTance  de  l’Hyperbole, . 
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on  aura  le  triangle  CHB=^bb — le  triangle 
.CLE—^£c — ~ , le  triangle  CK  D = '~xx — ^ , le 
•Jrui»U  triangle  C O F=  j — — ÿ/p } puifque  * PB 

— T » = y , IF=  —■  i/'jt  : & mettant  ces  valeurs 

à la  place  des  triangles  qu’elles  expriment  dans  l’égalité 
nÇLE  — nCHB=mCOF—mCK  D , on  en  formera 

celle-ci  t nxee—- —bb-+- xxy/-  — - yS- 

r—xx-V^qui  fe  réduit,  en  opérant  félon  les  réglés 
ordinaires  de  l’ Algèbre  , à cette  égalité  du  deuxième 

m 

- z a na*—n&bccycc—bbx\',6ln  4 m611  J 

degré  x4 — — x x -t-  a4  = o , dont 

mtbccxvc'-" — v’b'  " 

la  réfolution  doit  fournir  pour  CG  ( x ) une  valeur  telle 
qu’en  prenant  CJ=x^/p,  & tirant  les  perpendicu- 
laires G D,  IF,  qui  rencontrent  l’Hyperbole  équilatere 
aux  points  D , F ; l’arc  RS  que  les  parallèles  DR,  FS 
à l’axe  coupent  fur  la  Parabole , fera  à l’arc  M N en  la 
raifon  donnée  de  a à m. 

Il  eft  11  propos  de  remarquer  , i°.  que  le  fécond  terme 
de  cette  égalité  eft  toujours  négatif,  parce  que  C Q (c) 
furpalTe  CP  (A);  6c  qu’ainfi  ces  deux  racines  feront  toutes 
deux  vraies  ou  toutes  deux  imaginaires,  félon  que  la  moi- 
tié de  la  grandeur  connue  au  fécond  terme  eft  plus  grande 

M £■» 

pu  moindre  que  a a racine  quarréc  du  dernier 

terme  : ce  qui  eft  une  fuite  de  la  réfolution  des  égalités 

t • 

du  fécond  degré.  2°.  Que  CG  (xx)  étant  une  des 
racines  de  cette  égalité,  IP"  en  fera  l’autre.  Car  puifque 
t Art.  loi.  CI=x  il  s’enfuit  * que  1 F ==~Çfi— . Or  on  fçait 
que  le  dernier  terme  d’une  égalité,  eft  le  produit  de  fes 
racines.  Si  donc  on  divife  le  dernier  terme  «v£de- 

l’égalité 
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l’égalité  précédente  , par  le  quarré  C G (xx)  que  l’on 
fuppofe  être  l’une  de  fes  deux  racines  ; l’autre  fera 
jj  qui  eft  le  quarré  de  FI.  D’où  l’on  voit  que  li  l’on 

prend  fur  les  deux  Afymptotes  les  parties  CG , CT,  éga- 
les aux  deux  racines  de  l égalité  précédente  ; & qu’ayant 
tiré  les  parallèles  GD,  TF,  aux  Afymptotes , on  mène 
par  le  point  D , F , où  elles  rencontrent  l’hyperbole 
équilatere  E AF , les  parallèles  DR,  FS , à l’axe  : elles 
couperont  fur  la  Parabole  l’arc  cherché  RS. 

Si  m — n,  l’équation  générale  fc  changera  en  celle-ci 

x* — *x  + --=o,  dont  les  deux  racines  four- 

te  CC  ' 


cillent  CG  (x)=b=:CP , ôc  CT  (x)  — ‘j  = Ç)E  ; 

d’où  il  fuit  qu’on  trouve  par  leur  moyen  un  arc  RS , 
femblablemcnt  pofé  de  l’autre  côté  de  l’axe , par  rap- 
port à l’arc  MN.  Or  comme  l’on  fçait  d’ailleurs  * que 
les  deux  arcs  RS , MN , étant  femblablcment  pofés  de 
part  & d’autre  de  l’axe  font  égaux  entr’cuXj  cela  fert  à 
confirmer  les  raifonnemens  que  l’on  vient  de  faire.  De- 
là il  cft  aifé  de  conclure  qu’un  arc  parabolique  M N 
étant  donné , on  n’en  peut  trouver  aucun  autre  R S qui 
foit  plus  proche  ou  plus  éloigné  de  l’origine  C de  l’axe 
& qui  lui  foit  égal  ; fans  fuppofer  la  quadrature  de  quel- 
que Se&eur  hyperbolique,  ou  (ce  qui  revient  au  même) 
la  reâificarion  de  quelque  arc  parabolique. 

o 4 ia*bb — xccb 4 , aAbA 

Si  m=*i  oc/z=2,onaurax4 — • — xx~t~  =o\ 


& fi  m = z & n = 3 , ou  , ce  qui  eft  la  même  chofe , fi 
l’arc  RS  doit  être  à l’arc  M N comme  3 cil  à 2 , on 


trouvera  x* 


— iéiccyicc — 6> 


rï  + —, = 0 i & la 


refolution  de  ces  égalités  fournira  celle  du  Problème.  Il 
en  eft  de  même  des  autres  valeurs  de  m & n. 

M.  Bernoulli  célébré  ProfefTeur  des  Mathématiques  à 
Groningue  , a réfolu  le  premier  ce  Problème  d’une 
maniéré  différente  de  celle-ci.  On  peut  voir  ce  qu’il  en 
dit  dans  les  A&es  de  Lcipfic  de  l’année  1698.  p.  261. 

Ccc 


* An.  te. 
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Exemple  VI. 

Fie.  154:  437-  Un  angle  BAC  étant  donné  avec  un  point  D 

au  dedans  de  cet  angle  j décrire  un  cercle  qui  paffe  par 
le  point  donné  D , qui  touche  le  côté  A B en  quelque 
point  P , & qui  coupe  fur  l’autre  côté  A C une  partie 
O C égale  k une  ligne  donnée  z a. 

Ayant  fuppofé  le  Problème  réfolu  , ' on  mènera  du 
point  donné  D , la  ligne  DA  qui  paffe  par  le  fommet  A 
de  l’angle  donné,  la  ligne  DP  qui  paffe  par  le  point 
touchant  P & rencontre  en  H le  côté  A C prolongé  , 
la  ligne  DE  parallèle  à AC , & la  perpendiculaire  DB 
fur  le  côté  AB  : & ayant  divifé  la  partie  interceptée 
OC  (z a)  par  le  milieu  en  Q , on  nommera  les  incon- 
nues AP,  x ; AQ,ï;  DH,t;  Sx.  les  données  A E,  m; 
AB,  g}  BD  ,b  j DE,  fi  AD,  n.  Cela  fait , on  aura  par 

la  propriété  du  cercle , AP  (xx)  = CA  x A O ou  A Q 
“ ■ » • 

({{) — {a  a),  Sx.  pananc  {{=xx  + aa.  Déplus 
les  triangles  fcmblables  P E D , PA  H r donnent  AE 

(m).  AP  (x)::  DH  (r) . HP= Et  PE  (m — x).. 
ED  (/)  ::  AP  (x).  AH=-£rx.  Donc 

CHxIIO  ou  ÏTÇÏ  — QO  =î{-+--£l 

ffxx  , ifxT  ffxx  f 

-+-  — a a — x x ■+■  » ( en  mettant 

pour  fa  valeur  xx-+-ua)  = D HxHP  par  la 

propriété  du  cercle  ; c’cft-k-dirc  qu’en  divifant  par  x , 
on  aura  cette  égalité  x H — — - — (-  = — . Or 

PD  ou  DH — HP  — — ~tx  'r  & (k  caufe  du  triangle 

rc&anglè  DBP ) fori  quarré  — xx — 2gx 

-hgg-hbb—xx — igx-\-nn  en  mettant  pour  bb-^-gg 
fa  valeur  nn  d’où  l’on  tire  — = — x 

■+-  ~-M  4-  > & multipliant  par-  m — x , & 
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tranfpofant  le  terme  — , il  vient  mx — xx-\-ifz 

m — x 

fnxx — xgmx-^ffx-^-mnn mxx—^-mmx — nnx-\-mnn 

m — -x  m — x 

caufe  du  triangle  reâangle  DEB  on  trouve  ff=bb-t-gg 
— igm-i-mm  — nn — igm-+-mm;  c’cft-à-dire , parce 
que  la  divilion  fefait  au  jufie,  mx — 11  + 2^= — mx 
+ nn  ou  2 f^=xx  — 2 mx-\-nn.  Quarrant  enfin  cha- 
que membre,  & mettant  pour  {{fa  valeur  xx-\-aa, 
on  aura  cette  égalité  . 

x* — ^mx>-\-  ^mmxx — ^mnax  -4-/j4  =0 

— 4if  —4  aaiï 

-4-2  nn 

qui  eft  du  quatrième  degré , & dont  les  racines  que  l’on 
trouvera  par  le  moyen  d’un  cercle  & d’une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  Seétion  conique  qu’on  voudra , 
doivent  fournir  pour  AP  (oc)  des  valeurs  telles  que  me- 
nant PM  perpendiculaire  fur  A P , tirant  P D , & Fai— 
fant  l’angle  P DM  égal  k l’angle  DPM,  le  point  M,  où 
fe  rencontrent  les  côtés  DM,  PM  du  triangle  ifofcelle 
DPM,  foit  le  centre  du  cercle  cherché  , qui  aura  pour 
rayon  la  droite  M P ou  MD.  Ou  bien  fi  l’on  prend  fur 
le  côté  A B la  partie  A P=x  , & fur  l’autre  côté  A C 
la  partie  A Q=\/ x x a a , & qu’on  mene  fur  les  côtés 

les  perpendiculaires  P M,  Q M ; le  point  M où  elles  fe 
rencontrent , fera  le  centre  du  cercle  qu’on  demande. 

Comme  rien  n’elt  plus  propre  k donner  de  l’ouverture 
k l’cfprit , que  de  faire  voir  les  différens  chemins  qu’on 
peut  fuivre  pour  arriver  à la  connoifiance  de  la  même 
vérité  ; je  vais  donner  une  autre  maniéré  de  réfoudte 
cette  queflîon  , qui  me  paroît  encore  plus  naturelle  que  la 
précédente. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M foit  le  centre 
du  cercle  cherché  , on  mènera  les  perpendiculaires 
M P , M Q , fur  les  côtés  de  l’angle  donné  BAC,  & les 
parallèles  MF , MG,  a ces  côtés  ; & du  point  donné 
D,  on  tirera  les  parallèles  D B,  DE,  DK,  à MP , 
MF,  AB.  Ou  nommera  enfuite  les  données  D B , bf 

Ccc  ij 
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3 E ,c;  DE AB, g}  A E , m ; AD  , n ; & les  in* 
connues  A P , x ; P M ou  M D , y ; & on  aura  P B ou 
DK=g — x , MK=y — b : ce  qui  donne  (à  caufe  du 
triangle  reûangle  AIKD)  l’équation  yy=*=gg — *gx 
-4-xx-+-yy — 2 by-\-bb,  d’où  l’on  tire  y= 

= en  mettant  pour  bb-i-gg  fa  valeur  nn. 

Or  à caufe  des  triangles  femblablcs  D B E , MP  F , on 
a cette  proportion  DB(Jb).  BE(c):t  PM  (y).  PE 
= y,  & partant  AF  ou  MG  — — j & a caufe  des 
triangles  fbmblables  D B E , MQG,  DE  ( f ).  DB(b ) 
::  MG  Af  Q==^~'  ; donc  puifque  par  les 

conditions  du  Problème  , il  faut  que  Q C moitié  de 
la  partie  interceptée  OC  fok  égale  k la  ligne  donnée  a, 
& que  les  droites  MC  & MP  foient  rayons  d’un 

môme  cercle  cherché  ; il  vient  MC— ibx* 

-\-aa  — MP  (y y),  & multipliant  pardon  aura  bbxx 
— ibcxy  + ccyy  + aaff={}'yy=bbyy-+-ccyyf 
en  mettant  pour  ff  fa  valeur  bb-\-cc  , c’eft-h-dire 
ffx  x -4 -aaff=cc  xx 2 bcxy  -+-bbyy  , en  effaçant 
de  part  & d’autre  ccyy  , & mettant  pour  bbxx  [, a valeur 
ffxx — ccxx;  ce  qui  donne  par  l’extra&ion  de  la  racine 
quarrée  , f^xx-+-au  = cx  + by=  îf^e±S±S 

en  mettant  pour  y fa  valeur  & enfin  fi  l’on 

met  pour  g — c fa  valeur  m,  on  trouvera  la  même  égalité 
que  ci-deffùs  2/Vx  x -f-  a a ==  x x — imx  -hnri. 

Voici  encore  une  nouvelle  maniéré  de  réfoudre  cette 
queftion  , qui  donne  d’abord  une  conftru&ion  fort  aifée  ; 
mais  qui  demande  la  defeription  de  deux  Paraboles.  i°.  Je 
cherche  le  lieu  des  points  M , tels  qu’ayant  mené  de  cha- 
cun de  ces  points  au  point  donné  D une  ligne  droite  MDf 
& fur  la  ligne  AB  donnée  de  pofuion  la  perpendicu- 
laire AlP  ; ces  deux  lignes  MD , MP,  foient  toujours 
* Art.  1.  égales  entr’ elles  ; & je  vois  fans  aucun  calcul  que  c’eft  * 
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la  Parabole  qui  a pour  foyer  le  point  D , & pour  direc- 
trice la  ligne  AB.  20.  Je  cherche  le  lieu  des  points  M , 
tels  qu’ayant  décrit  de  chacun  de  ces  points  un  cercle 
qui  pafle  par  le  point  donné  D j ce  cercle  coupe  fur  la 
ligne  A L donnée  de  pofition  , la  partie  O C égale  à une 
ligne  donnée  2 a.  Je  mène  à cet  effet  du  point  donné  D 
la  perpendiculaire  D L fur  AL  , Sx  d’un  des  points  cher- 
chés M que  je  regarde  comme  donné  , les  perpendi- 
laires  M R , M Q,  fur  D L , A L : Sx  ayant  nommé  les 
inconnues  & indéterminées  DR,x ; RM,  y;  qui  font 
•entr’elles  un  angle  droit  DRM,  & la  connue  DL,b; 

j’ai  à caufe  du  triangle  rectangle  MR  D le  quarré  MD 
s=xx-\-yy , Sx  à caufe  du  triangle  reétanglc  M QC  le 

quarré  MC  = iWQ  ( b b — ibx  -+-  xx)  -f-  Q>C  (aa).  Or 
les  lignes  MD,  MC,  étant  rayons  du  même  cercle 
font  égales  entr’clles,  & par  conféquent  xx  -+-yy=  b b 
—■  2 bx  xx  -+-  aa  , ou  yy=bb-\~  aa — 2bx.  Si  donc 
l’on  conffruit  la  Parabole  qui  eft  le  lieu  de  cette  équation, 
il  eft  vifible  qu’elle  paflera  par  le  centre  M du  cercle 
qu’on  demande  : mais  la  Parabole  qui  a pour  foyer  le 
point  D Sx.  pour  directrice  la  ligne  AB  devant  auffi  pafler 
par  ce  centre  , il  s’enfuit  que  le  centre  du  cercle  cherché 
fe  trouvera  dans  l’interfe&ion  de  ces  deux  Paraboles. 

• '•  • • , . » 
':ËXBMELE  VIL 

438.  Un  cercle  qui  a pour  centre  le  point  A & f <0,  jjjï 
pour  rayon  la  droite  AM , étant  donné  , avec  deux 
points  E , F,  fur  le  même  plan;  trouver  fur  la  circon- 
férence au  dedans  de  l’angle  E A F , le  point  M tel- 
qu’ayant  mené  les  droites  AM,  E M,  FM}  les  deux 
angles  AME , A MF , foient  égaux  entr’eux. 

Si  les  lignes  AE , A F,  étoieht  égales  entf* elles,  il  eft 
vifible  que  la  ligne  qui  divifefoit  par  le  milieu  l’angle 
EAF,  couperait  la  circonférence  dans  le  point  qa’on 
demande.  C’eft  pourquoi  on  fuppofera  que  ces  deux 
lignes  font  inégales , & même  pour  éviter  la  confufio» 
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que  c’eft  la  ligne  A E qui  eft  moindre  que  la  ligne  A F. 
Or  cela  pofé,  je  réfouds  ce  Problème  en  deux  ditFércn- 
tes  maniérés. 

Première  Maniéré. 

H 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M foit  celui  qu’on  cher- 
che, on  mènera  les  droites  MB , MD  , qui  faficnt  fur 
AF,  AE , des  angles  MBA,  AIDA , égaux  aux  angles 
AMF , AME  , Sx  par  conféquent  entr’eux  ; & à caufe 
des  triai\gles  femblables  AF  M,  AME  , Sx  AEM , 
AMD , on  aura  ces  deux  proportions  AF.  AM  : : AM; 
AB.  Et  AE.  AM  : : A M.  A D.  Donc  puifque  les 
lignes  A F , A E , font  données  avec  le  rayon  A M , 
Jes  parties  A B , A D , des  droites  A F , A E , le  feront 
auffi.  Maintenant,  fi  l’on  mene  les  droites  M F , M Q, 
parallèles  k AE,AF;  les  triangles  B PM,  D Q M 
feront  femblables,  puifque  les  angles  AP  Ai,  A Ç)M , 
font  égaux , comme  auffi  les  angles  PBM,  QDM,  com- 
pl.mens  k deux  droits  des  angles  égaux,  MBA,  MD  A; 

. & partant  fi  l’on  nomme  les  données  AB  ,a  ; A D , b ,• 

& les  inconnues  AP  ou  QM,x\  PM  ou  AQ,y;  on  aura 
BP  (x — a).  PM(y)::  DQ(y — b).  QM  (x)  ::  ce  qui 
donne  (en  multipliant  les  extrêmes  & les  moycns)cctre  équa- 
tion xx — ax=yy — by , ou  yy — by — xx-\-ax—o , dont 
Art.  ))<j.  le  lieu  eft  * une  Hyperbole  équilatere  qui  fe  conftruit  ainfi. 

Soient  prifes  für  les  lignes  AF  ,AE , les  parties  AB , 
A D , troifiemes  proportionnelles  k AF , AM,  Sx  k AE, 
AM:  foit  tirée  par  le  point  C milieu  d c B D une  ligne 
droite  indéfinie  C H parallèle  k A B , fur  laquelle  foit 
prifcla  partie  CK=\/  ~bb  — J à a (la  ligne  AD  (b)  fera 
plus  grande  que  B A (a)  , puifqu’on  a fuppofé  que  A E 
eft  moindre  que  AF)  ; foit  décrite  une  Hyperbole  équi- 
latere qui  ait  pour  centre  le  point  C,  & pour  la  moitié 
d’un  fécond  diamètre  la  droite  CK,  dont  les  ordonnées 
H M foient  parallèles  k AD.  Je  dis  qu’elle  rencontrera 
la  circonférence  du  cercle  donné , au  point  cherché  M 

Car  menant  j CL  parallèle  k AD , il  eft  clair  que  les 


Digitized  by  Google 


Des  Froilf.mis  détbrminés. 
lignes  CH , CL  , dtviferont  par  le  milieu  les  droites 
A D , A B , aux  points  O ,^>  ; puifque  le  point  C coupe 
en  deux  parties  égales  la  ligné  BD,  & qu’ainfi  CH  ou 
AP — -AL=x  — '-a,  HM  ou  PM — AO=y — -b,  Or 

— i ^ i ■ a 

par  la  propriété  de  l’Hyperbole  équilaterc,  HM  = CH 
-+-CK  , ceft-a-dire  en  termes  analytiques  y y — b y 
H-i.  bbe=xx — ûx-4-7  aa-i-j  bb — '-aa;  d’où  l’on  tire 
l’équation  yy — b)=xx — ax , qui  étanc  réduite  en  pro- 
portion, donne  BP  ( x — a).  PM(y)::  DQ  ( y — b).  QM 
(x).  Donc  puifque  les  angles  B PM,  L)  Q *M,  fonc 
égaux , & que  les  côtés  autour  de  ces  angles  font  pro- 
portionnels j les  triangles  BP M,  T>  Q M , feront  (cm- 
blables , & par  conféquent  l’angle  MBP  fera  égal  k l’an- 
gle M 0 Q , & leurs  complémcns  k deux  droits  A B M, 
A U M , feront  égaux.  Mais  puifque  A B.  A M : : A M, 
AF,  & A I.) . A M::  A M.  A E , les  triangles  ABM, 
A MF,  & A U M,  A ME]  feront  femblablcs.  L’angle 
ABM  fera  donc  égal  k l’angle  AMF , & l’angle  AllM 
k l’angle  AME  ; & par  conféquent  les  angles  AMF, 
AME  , feront  égaux  entr’eux , peifqu’on  vient  de  prou- 
ver que  les  angles  A B M , A U M ,1e  font. 

On  prouvera  de  môme  que  l’Hyperbole  oppofée  k 
celle-ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  l’angle 
oppofé  au  fommet  à l’angle  EAF,  en  un  point  M tel 
qu’ayant  mené  les  droites  AM,  ME,  MF  ; les  angles 
■ AME,  A Al  F,  feront  égaux  entr’eux  : comme  auffi 
tpie  ces  deux  Hyperboles  équilateres  oppofées  coupe' 
ront  la  circonférence  au  dedans  des  angles  qui  font  k 
côté  de  ces  deux-ci , chacune  en  un  point  M tel  qu’ayant 
mené  les  droites  MA,  ME,  MF  -,  l’angle  A AIE  fera 
égal  au  complément  à deux  droits  de  l’angle  AMF . 

Si  l’ôn  prend  fur  CL  la  partie  CG  égal  à CK,  il  eft 
clair  * que  C G fera  la  moitié  du  premier  diamètre  con- 
jugué k CK,  & qu’ainfi  * l’une  des  Afymptotes  de  ces 
deux  Hyperboles  fera  parallèle  k KG.  Or  dans  le  trian- 
gle ifofcelle  G CK,  l’angle  externe  G C O ou  fon  égal 
B AD  vaut  les  deux  internes  oppofés , c’eft-à-dire  le  dou- 


* Dcf.  16. 
III. 

* Art,  114. 
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blc  de  l'angle  CG  K.  Donc  puifque  les  lignes  CG,  AD, 
font  parallèles,  il  s’enfuie  q«e  la  ligne  AG  & par  con- 
féquent  l’une  des  Afymptorcs  fera  parallèle  à la  ligne 
qui  divife  par  le  milieu  l’angle  DAB.  De  plus  il  eft  évi- 
dent que  la  ligne  A D eft  une  double  ordonnée  au  fé- 
cond diamètre  CK,  puifque  OD  ou  OA  (7  bb)=^CO 

(^aa)H-CÂ  (j bb  — *-aa);  & qu’ainfi  l’une  des  Hyper- 
boles équilateres  oppofées  palTc  par  le  point  D ,6c  l’autre 
par  le  pojnt  A.  Ces  deux  remarques  donnent  lieu  à une 
nouvelle  conftru&ion  qui  eft  plus  limple  que  la  précédente  ; 
la  voici. 

Ayant  pris  fur  les  lignes  A F , A E , les  parties  AB , 
AD,  troifiemes  proportionnelles  à AF,  AM,  & à AE, 
AM ; on  mènera  par  le  point  de  milieu  C de  la  ligne 
BD  deux  droites  indéfinies  CH,  CK,  l’une  parallèle 
& l’autre  perpendiculaire  à Ja  ligne  AP  , qui  divife  par 
le  milieu  l’angle  donné  E AF.  On  décrira  enfuite  entre 
ces  deux  lignes  comme  Afvmptotes,  par  les  points  D , 
A , deux  Hyperboles  oppolées  , qui  couperont  la  circon- 
férence du  cercle  dor.né  en  des  points  M tels  qu’ayant 
mené  les  droites  AI  A,  ME , MF  ; les  deux  angles 
A ME  , A MF , feront  égaux  entr’eux  lorfque  le  point 
d’interfeéfion  M tombe  dans  l’angle  E AF  on  dans  fon 
oppofé  au  fommet;  & l’angle  AME  fera  égal  au  com- 
plément à deux  droits  de  l’angle  AMF  lorsqu'il  tombe 
dans  l’un  ou  dans  l’autre  des  angles  à côté.  # 

On  n’eft  arrivé  ^ cette  derniere  conftru&ion  qu’en 
fuppofant  la  première  qui  eft  fondée  fur  le  calcul  , & en 
faifant  enfuite  des  remarques  qui  font  aficz  recherchées. 
Il  eft  cependant  facile  de  la  démontrer  tput  d’un  coup  , 
fi  l’on  fait  attention  à une  propriété  de  l’Hyperbole 
équilatere  qui  fe  trouve  ejans  l’article  361.  ( Liv.  VIII.) 
& qui  d’ailleurs  fe  peut  aifément  prouver.  Car  fi  l'on 
mene  du  point  M où  l’Hyperbole  équilatere  DM  ren- 
contre la  circonférence  du  cercle  donné,  aux  deux  extré- 
mités B , D , du  premier  diamètre  BD,  les  droites 

• • ' • ‘ BM,  DM, 

t 
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SM,  DM,  qui  rencontrent  l’Afymptote  CH  aux 
joints  0,L,  & la  ligne  AP  qui  lui  eft  parallèle  aux 
points  S,  R;  il  eft  clair  félon  cet  article , que  M U eft 
égal  à ML,  & qu’ainli  l’angle  MOL  ou  MS  R ou 
SSA  eft  égal  à. l’angle  M L O ou  D RA.  Mais  par  la 
conftruéfion  l’angle  BAS  eft  égal  h l’angle  DAR,  puif- 
que  la  ligne  AP  divifc  par  le  milieu  l’angle  EAF.  Par- 
tant les  angles  reftans  ABM,  A DM,  dans  les  deux 
triangles  ABS , AD  R,  feront  égaux  entr’eux  ; d’où  il 
fuit  que  les  angles  A MF , AME , le  font  auffi.  Et 
c’eft  ce  qui  étoit  propofé. 

On  peut  trouver  facilement  par  le  moyen  de  cette 
demicre  conftruâion  , une  égalité  très-fimple  qui  ne 
renferme  qu’une  feule  inconnue  , & dont  la  conftruéfion 
qui  fè  pourra  faire  par  telle  Seéfion  conique  qu’on  vou- 
dra fuivant  les  règles  preferites  dans  le  Livre  précédent , 
fournira  la  réfolution  du  Problème.  Soit  menée  k cct 
effet  du  point  M la  ligné  MP  parallèle  à l’Afymptote 
CK,  & qui  rencontre  l’autre  Afymptotc  CH  au  point 
H ; & foieot  nommées  les  données  AM,  a;  A K,  b ; 

CK,c;  & les  inconnues  AP,x;  P M, y.  Celapofé, 

on  aura  par  la  propriété  du  cercle  l'équation  xx-\-yy 

T=aa , & par  la  propriété  des  Hyperboles  oppofees  * l’autre  * Are.  roo. 

équation  CH  x HA4(xy — ex  — by-\-bc)  = CKx  K A 

(îc);  ce  qui  donne  xy — ex — by—o , d’où  l’on  tire 

y = Mettant  le  quarré  de  cette  valeur  k la  place 

de  yy  dans  la  première  équation  xx-\-yy—aa , & opé- 
rant à l’ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatrième 
degré  x4  — ibx'  -\~bbxx  -+-  zaabx — aabb  —b. 

. -4- ce 
— aa 

Or  fi  Ton  mene  du  centre  C des  Hyperboles  perpendi- 
culairement k AC  h ligne  CG  qui  rencontre  la  circonfé- 
rence au  point  G ; les  triangles  redangles  ACG , AKC, 

- donneront  CG  — AG  — AC  =AM  ( aa ) — AK  ( bb ) 

CK  (ce).  C’eft  pourquoi  nommant  la  donnée  CG,  mi 

Ddd 
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on  changera  l’égalité  précédente  en  celle-ci  x * — ibx* 
— mmx  x-\-zaab  x — aabb=o , dans  laquelle  les  don' 
nées  font  le  rayon  AM  (u) , les  lignes  AK  ( b ) , CK  (c) , 
CG  (m),  & l’inconnue  x exprime  des  valeurs  de  AP 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  P M,  elles  ren- 
contreront la  circonférence  aux  points  cherchés. 

Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  où  chaque  per- 
pendiculaire PM.  coupe  la  circonférence  du  cercle  , ce- 
lui qui  fert  à la  queftion  préfente  ; il  faut  obferver  de 
mener  PM  du  côté  où  l’on  a fuppofé  que  tomboit  le 
point  M par  rapport  à la  ligne  AP  en  faifant  le  calcul , 

lorfque  fa  valeur  ~—k  qu’on  a trouvée  ci-delTus  eft  pofi- 

tive , c’eft-â-dire  , lorfque  x eft  en  même  rems  vraie 
& plus  grande  que  b , ou  bien  lorfqu’elle-  eft  faufle  ; & 
au  contraire'  il  la  faut  mener  du  côté  oppofé  » lorfque 
fa  valeur  eft  négative,  c’eft-k-dire  , lorfque  x eft  en. 
même  tems  vraie  & moindre  que  b. 

Seconde  Maniéré. 

Fig.  ij7.  Ayant  mené  par  le  point  cherché. M que  l’on  regarde 

• comme  donné  la  droite  M D perpendiculaire  au  rayon 

AM,  6c  par  le  point  D où  cil»  rencontre  A P la 
droite  G Pi  parallèle  a AM,  laquelle  rencontre  en  H 
la  Iignc-MF,  6c  en  G la  ligne  EM  prolongée  qui  coupe 
en  C la  droite  A F -,  on  aura  à caul'e  des  triangles  fem- 
blables  FAM,  F D H , cette  proportion  : AM.  DH  :: 
AF.  F D.  Et  à caufe  des  triangles  femblables  CA  M, 
CDG , cette  autre,  AM.  DG  ::  AC.  CD.  Or  la  ligne 
D G eft  égale  à DH,  puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blème les  angles  A ME,  A Al  F , devant  être  égaux  , 
les  angles  D MH , D MG,  le  feront  aufli.  Donc  A F. 
FD:\AC.  CD,  & AF-+-FD.  AF  ::  AC-\-CD  ou 
A D.  AC.  Cela  pofé,  foient  menées  E B , MP , per- 
pendiculaires fur  AF , & MQ  perpendiculaire  fur  EBi 
6c  foient  nommées  les  données  AM,  a j AB,  b • BE  ,c'r 
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' AF,d\  & les  inconnues  AP , x ; P M, y.  les  triangles 
reél angles  fcmblables  A P M,  AMD , donnerouc  A P 

(x).  AM(a)  ::  AM  (a).  AD=“A.  Repartant  FD—d 

— " & les  triangles  femblables  EQM,  MPC,  don- 

neront EQ  ou  EB — MP  (c — y).  QM  ou  AP — AB 
(x  — b)::  MP(y).PC= -2=&.  Donc  AC  ou  AP 
4-PC=— & mettant  dans  la  proportion  précé- 
dente AF-i-P  D . AF  : : A D . AC  k la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques,  on  formera  (en  multi- 
pliant les  moyens  & les  extrêmes  ) cette  équation  2 cdxx 

— aaex  — 2 b dxy-\-aaby-\-aa  dy=a  a de , qüi  fc 
réduit  en  divifant  par  2 cd,  & en  failant  (pour  abréger 

b-*-d=f,  à cetcc  autre  xx — — y x—  —d  x-t-  ~dy—^a<i 

= 0,  dont  le  lieu  qui  eft  une  Hyperbole  entre  fes  Afymp- 
totes  étant  conftruit  félon  l’article  339.  ( Liv.  VII.  ) cou- 
pera la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  l’on  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
l'inconnue  x , on  fe  fervira  de  l’équation  au  cercle  xx 
•4_  yy=a  a y dans  laquelle  mettant  à la  place  de  y y le 
quarré  de  y trouvée  par  le  moyen  de  l’équation  précé- 
dente , on  arrivera  à une  égalité  du  quatrième  degré 
qui  ne  renfermera  que  l’inconnue  x , & dont  l’une  des 
racines  exprimera  la  valeur  de  la  cherchée  A P. 

Exemple  VIII. 

— «• 

439.  Un  cercle  qui  a pour  centre  le  pointé  étant  p, 
donné  avec  deux  autres  points  E , F ; trouver  fur  la  cir- 
conférence le  point  M tel  qu’ayant  mené  les  droites 
AM,  MF , AIE  ,■  le  finus  droit  dé  l’angle  AMF'  foit 
au  finus  droit  de  l’angle  AME , en  la  raifon  donnée  de 
m à n. 

Je  réfouds  cette  queftion  en  deux  différentes  maniérés. 

D d d i j 
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Première  Maniéré. 
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Ayant  pris  fur  les  droites  données  AF,  AE , les  par- 
ties AB,  AD,  troifiemes  proportionnelles  à AF,  AM? 
& k A E,  AM-,  on  mènera  du  point  cherché  M que 
l’on  regarde  comme  donné  les  droites  MB , MD,  les> 
perpendiculaires  MG,  MH,  fur  AF,  AE  , & les  paral- 
lèles MP,  MQ,k  AE,AF.  Ayant  pris  fur  BM 
la  partie  B K égale  à D M , on  tirera  du  point  K les 
droites  KO,  KL,  parallèles  à M G,  MP , & du  point 
donné  D la  perpendiculaire  DC  fur  AF.  Cela  fait , les 
triangles  femblables  BMG,  BKO,  donnent  BM.  BK 
ou  DM  : : MG.  KO.  Or  par  la  condition  du  Problème 
m.  nr:  KO.  MH  y puifquc  prenant  DM  pour  rayon 
ou  finus  total*  les  droites  K O , MH  , feront  les  finus 
droits  des  angles  MB  F,  M DE , ou  de  leurs  complé- 
mens  k deux  droits  MBA,  MD  A , égaux  par  la  conf-- 
truèlion  aux  angles  AMÈ , AME.  Donc  en  mnlti- 
pliant  par  ordre  les  antécédens  & les  conféqucns  de 
ccs  deux  proportions,  on  aura  mxBM.  nxMD  :: 
MGxKO.  KOxMH  ::  MG.  MH-.-.  MP.  MQ.  à 
caufe  des  triangles  femblables  MPG,  MQH.  Cela  pofé. 

On  nommera  les  données  AD,  a j AC,  b y 
CD,  c y AB,d\  AM,x\  & les  inconnues  AP  ou 
À7Q,  x -,  PM  ou  ' AQ,  y;  & les  triangles  fembla- . 

blés  ADC,  P MG,  QMH  donneront  PG=^Çy 

MG=Z,  QR=* - r HM=  -t-AG—x+&-,GB 
ou  AB  — AG=d — x — ^ , DH  ou  AQ-^-QH 
— AD  =y  — a : & k caufe  des  triangles  re&an- 

gles  BGM , DHM,  on  aura  BM  ou  BG  -J-  GM‘ 
= xx  xy  -b  t^-y-  — idx  — — y -y-dd^r-  <=  XX 

-+-^xy-l-y.y — zdx  — ^y-bdd  ca  mettant  pour 
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hb~\-cc  fa»  valeur  a a a caufe  du  triangle  reûanglo 
ACD\  & de  même  DM  =yy-f-  y xy-^xx — 2 ay 
— 2 b x -+-  a à.  Or  par  Ta  propriété  du  cercle  , le  quarré 
Âtt  (rr)=*AG'  {xx  + ±xy-+^  + GM  (^-) 

= x;c-f-  j xy-\-yy  en  mettant  pour  bb-hcc  fa  va- 
leur a a.  Si  donc  l’on  fubftituc  dans  les  valeurs  de  BM 
& de  DM  à fa  place  de  yy-+-~  xy-+-xx  cette  va- 
leur rr,  & que  pour  abréger  on  fafle  rr-^dd=ff  & 
rr  -4-  aa  =gg,  on  trouvera  BM=y^ j}' — zdx  — > - — y , 

& D M=\/ g g — 2 a y — 2 bx.  Subftituant  enfin  ces 
valeurs  à la  place  de  BM  & de  D/\l  dans  la  proportion? 
m x BM.  nxDM  : : MP  (y).  MQ  (x)  que  l’on  a trou- 
vée ci-deflus  j & multipliant  les  extrêmes  & les  moyens , 

on  formera  Cette  équation  mx  V'ff—  2 dx—  y 

—nyVgg — zay^-zbx  de  laquelle  quarrant  chaque  mem- 
bre , & faifant  évanouir  l’inconnue  y par  le  moyen  de 

l’équation  au  perde  xx  -4-  ^-xy-^yy=±rr , on  arrivera" 
à une  égalité  dü  fixieme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  que  l’inconnue  x , & qui  étant  réfolue  félon  les 
réglés  du  Livre  précédent*  donnera  pour  AP  (y)  une 
valeur  telle  que  menant  PM  parallèle  à AE , le  point 
M où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence,  fera1 
celui  qu’on  cherche; 

Si  l’on  füppofc  que  ms=  n , if  cft  évident  que  les  angles 
MB  F , MD  E , feront  égaux  j & qu’ainfi  les  angles- 
A B M , AD  M , ou  AMF,  AME  ,\e  feront  auffi. 
D’où  l’on  voit  que  le  Problème  précédent  n’eft  qu’un1 
cas  particulier  de  celui-d» 

Seconde  Maniéré. 

Ayant  joint  les  deux  points  donnés  E , F , par  une  Fie, 
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ligne  droite,  on  tirera  du  centre  donné  A les  droites 
A D , AP  , l’une  perpendiculaire  & l’autre  parallèle  à 
cette  ligne,  & parle  point  cherché  M que  l’on  regarde 
comme  donné  la  parallèle  P Q h A D , on  mènera  aufli 
du  même  point  AI , le  rayon  A AI  qui  rencontre  E F 
en  O,  & les  droites  EAI,  F Ai,  fur  lefquelles  on  abaif- 
fera  des  points  O,  F,  E , les  perpendiculaires  OG,  OH, 
& FC,  E B.  Cela  fait,  les  triangles  femblables  E O G , 
E FC,  & FEB,  FO  H,  donneront  EO.tF ::  OG. 
FC.  Et  EF.  FO:-.  E B.  OH,  & partant  EOxEP. 
EFxFO  ou  E O.  FO  : : OGxBE.  CFx  OH,  c’cft-à- 
dire  en  raifon  compofée  de  OG  à OH,  ou  de  m à n 
(puifqu’en  prenant  AI  O pour  le  rayon  ou  finus  total  , 
les  droites  OG,  OH , font  les  finus  droits  des  angles 
E Ai  O , F Ai  O , complémens  à deux  droits  des  angles 
AME , AMF ) , & de  BE  à CF  ou  de  EM  à MF  à 
çaufe  des  triangles  re&angles  femblables  B ME  , CM  F. 
On  aura  donc  EO.  F O ::  mxE  M.  nxMF.  Cela 
pofé. 

On  nommera  les  données  AD  ou  PQ,a\  ED ,b\ 
DF > c ; AM,  r;  & les  inconnues  AP,  x;  PM,  y ; & on 
aura  à caufe  des  triangles  femblables  APM,  ADO, 
cette  proportion  , MP  {y).  AP  (x)  A D ( a ).  DO 
=îî.  Et  partant  EO=±tfL  FO-SCtH,  or  les 
y „ 

triangles  re&angles  EMQ,FMQ,  donnent  EM  =EQ 

( [bb  -4-2 bx-+-  xx)  -+-HÏQ  ( aa  2 ay  -f-yy)  =ff -’rlbx 

— 2 ay  (en  mettant.pour  xxn-yy  fa  valeur  rrà  caufe 
du  triangle  rcftangle  APM,  & faifant  pour  abréger 

aa  -\-bb  -t-rr=JJ  ) & de  même  FM  =~FQ  (cc — 2 ex 

-(-xx)-f-  MQ  (aa — 2 ay-+-yy)=gg — 2 ex — 2 ay  en 
mettant  pour  xx-f-yy  fa  valeur  rr  , & faifant  pour 
abréger  aa-+-cc-\-rr=gg.  Si  dans  là  proportion 
précédente  EO . FO  ::mx  EM.  n x MF,  on  met  à la 
place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  l’on  vient 
de  trouver,  & qu’on  multiplie  les  extrêmes  & les  moyens, 
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©n  formera  cette  équation  bny-\-anx  \/gg — zcx  — 2 ay 
\ x=mcy-~-maxv/J}-*-ibx — ray , de  laquelle  quarranc 

chaque  membre  & fàifant  évanouir  l’ioconnue  y par  le 
moyen  de  l’équation  au  cercle  x x-\- yy—rr , on  arri- 
vera encore  à une  égalité  du  fixieme  degré  , dont  la 
réfolution  fournira  pour  A P (x)  une  valeur  telle  que 
menant  la  perpendiculaire  PM  , elle  ira  couper  la  circon- 
férence au  point  cherché  M. 

C’eft  à-peu-près  de  cette  façon  que  M.  Defcartes 
réfoud  cette  queltion  dans  la  foixante- cinquième  de  fes 
Lettres,  Tom.  3.  Elle  lui  avoit  été  propofée  par  M.  de 
Roberval’,  d’une  maniéré  qui  paroît  différente  de  celle-ci, 
mais  qui  dans  le  fond  revient  à la  même  chofe. 

. ' Troisième  Maniéré, 

• 

Soient  décrits  deux  diamertes  AE , AF , deux  cercles  Fig,  i6o> 
ART , AST , fur  lefquels  foient  portées  depuis  le  point 
A deux  cordes  quelconques  A R,  AS , qui  foient  tou- 
jours entr’elles  en  la  raifon  donnée  de  m à n ; & foient 
tirées  les  droices  ER,  FS,  qui  s’entrecoupent  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  A M,  qui  eft  le  lieu  de 
tous  les  points  M ainfi  trouvés , coupera  le  cercle  donné 
( dont  le  centre  eft  en  A)  au  point  cherché  M. 

Car  tirant  A Al  & le  prenant  pour  rayon  ou  finus 
, total , il  eft  clair  que  la  corde  A R eft  le  finus  droit  de 

l’angle  AME,  & la  corde  AS  le  finus  droit  de  l’an- 
1 gle  A M F. 

Il  eft  à propos  de  remarqver , 1®.  que  cette  conftruc- 
. * lion  a cela  de  particulier  , qu’elle  ne  réuffit  pas  feule- 

ment lorlqu’ü  s’agit  de  trouver  le  point  M fur  la  circon- 
férence d’un  cercle  dont  le  centre  eft  en  A , mais 
encore  fur  telle  ligne  courbe  qu’on  voudra.  20.  Qu’ayant 
1 trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  maniéré  que  l’on 

vient  d’enfeigner  , les  plus  proches  que  l’on  pourra  dé 
la  ligne  courbe  donnée,  il  fuflit  d’en  tracer  la  portion 
qui  joint  ces  deux  points  ; ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftruélion  fort  aifée.  30.  Que  le  lieu  de  tous  le* 
points  M ainfi  trouvés  eû  du  quatrième  degré , comme 
jl  elt  facile  de  voir  par  le  calcul  de  la  fécondé  maniéré, 
pn  obfcrvant  de  ne  point  fubftituer  dans  les  valeurs  dp 
EM  & FM  à la  place  de  ,*  X - \-yy  le  quarré  rr  que  l’on 
trouve  par  le  lieu  au  cercle  ce  qui  donnera  pour  l’équa- 
tion de  ce  lieu  nby~\-nax\/" c — x -4-n — y =mcyi—max 

Ÿ' b-Jf-x  -+-a-rj  , dont  les  inconnues  x St  y montent  au 
quatrième  degré  , lorfqu’elle  eft  délivrée  d’incommen- 
furablcs.  40.  Que  ce  n’eft  pas  une  faute  légère  en  Géo- 
métrie , félon  M.  Defcartcs , d’employer  une  ligne  courbe 
trop  compofée  pour  réfoudre  un  Problème  -f  de  forte 
que  félon  lui  , on  doit  préférer  k cette  derniere  folu- 
tion  les  deux  précédentes  , où  les  deux  lieux  qu’on  a 
#>  trouvés , & qui  détermineroient  par  leur  interfe&ion 
avec  la ‘ circonférence  donnée,  le  point  cherché,  ne 
font  que  du  troificme  degré.  Il  me  paroît  néanmoins 
que  la  facilité  d’une  conltruftion  & fa  fimplicité  peu- 
vent récompenfer  en  quelque  forte  ce  défaut , & c’cft  ce 
qu’on  verra  encore  dans  l’exemple  qui  fuit. 

Exemple  IX. 

fit.  iùh  440.  Diviser  un  triangle  fcalene  donné  ABC 
en  quatre  parties  égales , par  deux  lignes  droites  DE  t 
F G , qui  s* entrecoupent  k angles  droits  au  point  H. 

Si  l’on  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problème, 
on  verra  , t°.  que  deux  des  extrémités  D , F,  des  deux 
droites  D E , F G , fe  trouvent  néccfTairement  fur  l’un 
des  côtés  AC  du  triangle  donné  ABC  , & que  leurs 
deux  autres  extrémités  E,  G,  fc  trouvent  chacune  fur 
chacun  des  deux  autres  côtés  BÇ , B A,  Que  les 
deux  points  cherchés  D,F , doivent  avoir  deux  con- 
ditions, dont  la  première  eft  que  les  lignes  DE,FG, 
qui  divifent  chacune  le  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties égales , s’entreepupent  k angles  droits  en  un  point 
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Jî;  & la  fécondé  quelles  forment  avec  les  deux  autres 
cotés  du  triangle  donné  , la  quadrilatère  B GH  E qui 
fait  la  quatrième  partie  du  triangle  ABC.  Cela  pofé. 

Soient  jnences  fur  le  coté  A C les  perpendiculaires 
G I , B K , E L , 6c  foient  nommées  les  données  AC,  2 a j 
RK , b -,  AK ,c-  KC,  d\  6c  les  inconnues  AF  ,x\  CD, y. 
Puifque  le  triangle  AGF,  ou  GIx'-AF  doit  être  la 

moitié  du  triangle  ABC  (a b),  il  s’enfuit  que  G I=  — ; 

& par  la  même  raifon  EL  = j.  Or  les  triangles  fem- 
Wables  CBK , CEL,  6c  ABK,  AGI , donnent  BK  ( b )* 

CK(d\  CL-  f.  EtBK(i).  G/(^ )::  AKiç). 
AFI=^.  Et  partant  DL  ou  CD  — CL=y  — —,  FI 

ou  AF — AI—x — . Mais  les  triangles  rectangles  DEL, 

FG  I , fort  femblablcs  entr’eux  ; puifque  chacun  d’eux 
eft  femblable  au  même  triangle  FD  H,  qui  eft  rectan- 
gle en  H félon  la  condition  du  Problème  qui  demande 
que  les  deux  lignes  DE,  FG,  s’entrecoupent  à angles 

droits.  On  aura  donc  EL  . LD  FI 

lG  (i)  ; ce  qui  donne , en  multipliant  les 


extrêmes  6c  les  moyens , cette  équation  xxyy — acyy 
-~-adxx  aacd=aaabb .,  ou  xx — acxyy — ad—aabb, 
qui  renferme  la  première  condition  du  Problème  ; de 
fprte  qu’il  ne  relie  plus  qu’à  accomplir  la  fécondé  ; fça- 
voir  que  le  Trapéfe  BGHE  foit  le  quart  du  triangle 
donné  ABC. 

Pour  en  venir  à bout.  Du  point  d’interfection  H des 
deux  droites  D E , F G , foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  ABC, les  lignes  HA , HC,HB-,  6c  on  aura 
i°.  FD(x+y— 2a).  AF (x)  : : FHD  (^ab).  FHA 

= Et  partant  le  triangle  AHG  ou  le  trian- 
gle FGA  moins  le  triangle  FHA=-  a b — — . 

Eee 
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2 '.Alffl  h (?=?)::  AG.  GB  v.AHGÇ2jg*=g} 

G H B ■-  . On  trouvera  par  un 

4*-H+r 8a 

raiformemenc  femblablc  que  le  triangle  HE  B = 
= l>r  -■  -r ’-***++ gJ* . Maintenant  fi  l’on  ajoute 

4*-t-4jr — 8a 

enfemble  les  triangles  H G B , HE  B , on  formera  le 
quadrilatère  HGÈE  qui  doit  être  égal  k la  quantité  7 a b 
quatrième  partie  du  triangle  ABC:  ce  qui  donne  pour 
la  fécondé  équation  x x -\-y  y -ir-^xy — 8ax — 8 ay 
-+-  io| aa==a. 

Si  l’on  fait  évanouir  par  le  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions l’inconnue  y , on  arrivera  à une  égalité  du  huitième 
degré  qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Problème, 
& dans  laquelle  il  n’y  aura  plus  qu’une  feule  inconnue  x j 
de  forte  que  toute  la  difficulté  cil  réduite  à trouver  les 
racines  de  cette  égalité.  Et  c’cft  ce  qu’on  peut  faire  par 
le  moyen  de  deux  lieux  du  troifieme  degré,  comme  l’on 
a enfeigné  dans  les  articles  417  , & 418  ( Liv.  précéd.  ). 
Mais  comme  la  conflruéfion  de  ces  lieux  devient  fort 
embarralfée  8c  d’une  longueur  infupportable  dans  la  pra- 
tique , à caufe  de  la  multitude  des  termes  de  leurs  équa- 
tions, il  eft  beaucoup  plus  naturel  de  conltruire  féparément 
les  lieux  des  deux  équations  que  l’on  vient  de  former,  quoi- 
que l’un  d’eux  foit  du  quatrième  degré  & par  conféquent 
plus  compofé , car  l’autre  n’étant  que  du  fécond  récom- 
penfe  ce  défaut,  & d’ailleurs  la  facilité  de  la  conlfruétion 
doit  déterminer  en  fa  faveur:  voici  comment  elle  fc  fait. 

Fig.  2 61.  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  AB,  AC, 

qui  font  cntr’cües  un  angle  droit  BAC\  on  prolongera 
B A en  E , enfortc  que  AE  — \/ac , & CA  en  F , en- 
forte  que  A F=y/ a d.  Ayant  pris  fur  AC  une  partie 
quelconque  AP,  on  décrira  du  centre  E de  l’intervalle 
AP  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AC  en  G ; & ayant 
pris  A H , enforre  que  le  reifangle  H A x AG  foit  égal 
au  triangle  donné  BAC,  on  prendra  fur  A B la  partie 
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MQ=  F H.  On  mènera  cnfuite  les  droites  P AI,  QAI, 
parallèles  à A B , A C , lefquelles  s’entrecoupent  en  un 
point  AI  ; & ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infinité 
d’autres  points  tels  que  AI  , on  fera  palier  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  K AIL.  Cela  fipt,  on  pren- 
dra fur  la  diagonale  AD  du  quarré  ABDC,  qui  a 
pour  côté  la  ligne  A C égal  au  côté  A C du  triangle 
donné  ABC,  les  parties  AT='rA D ,&  £XS  = ‘ Al) ; 
& on  décrira  du  premier  axe  T S qui  foit  à fon  paramètre 
comme  1 e(l  à 3 , une  Hyperbole  U S R.  Je  dis  à pré- 
fent  que  fi  l’on  mène  du  point  Al  où  je  fuppofe  qu’elle 
rencontre  la  ligue  courbe  K AIL  au  dedans  du  quarré 
ABDC,  la  perpendiculaire  AI  P fur  AC,  Si.  qu’on 
prenne  fur  le  côté  AC  du  triangle  ABC,  les  parties 
A F—  AP , & C D = P AI  i les  points  F , D , feront 
tels  qu’ayant  mené  ( ce  qui  elt  facile  ) les  deux  droites 
F G , DE,  qui  divife  chacune  le  triangle  A B C en  d :ux 
parties  égales  ; elles  s’entrecouperont  à angles  droits  , 
& le  partageront  en  quatre  parties  égales. 

Car  nommant  AP , x;  P AI,  y ; on  aura  h caufe  des 
triangles  EAG,  F A H,  rectangles  en  A , le  quarré 
AG  =EG  (xx) — AE  (ûc)  ,&  le  quarré  AH  — FH 

• (yy) — AF  (ad).  Or  puifque  par  la  conftruâion  le  rec- 

1 tangle  HAxAG  eft  égal  au  triangle  donné  BAC(ab), 

i il  s’enfuit  que  HA  xAG  (yy — adxxx — ac)=aabb. 

Lu  ligne  courbe  RAIL  fera  donc  le  lieu  de  cette  équa- 

> tion  qui  eft  la  première  des  deux  que  l’on  vient  de  trou- 

t ver  ; de  par  conféqucnt  fa  propriété  fera  telle  que  fi  l’on 

mené  d’un  de  fes  points  quelconques  AI  pris  au  dedans 
l du  quarré  ABD  C,  une  perpendiculaire  MP  fur  A C , 

& qu’on  prenne  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné  ABC, 
les  parties  AF—AP,&c  C D=P  M ; les  droites  FG, 
DE  qui  divife  chacune  par  le  milieu  le  triangle  ABC, 
s’enrrecouperont  a angles  droits  au  point  H. 

De  plus  fi  d’un  point  quelconque  AI  de  l’Hyperbole 
O SR  , on  mene  la  perpendiculaire  AI  V fur  fon  premier 

> E ec  ij 
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axe  TS,  5c  quon  prolonge  PM  jufqu’à  ce  qu’elle  ren- 
contre la  diagonale  A D au  point  X ; les  triangles  rec- 
tangles & ifofcelles  APX,  MV X,  donneront  1 . 1/2:! 
AP  ou  PX (x).  AX—x\/ 1,  5c  Ÿi.  1- ::  MX (x — y). 

MV  ou  VX*m  J 5c  partant  A V ou  >4  X—XV 

Or  par  la  conftruûion  AD-=ia\/i  puifque 
AC=ia,.Sc  par  conféquent  TS  ou  DT — DS=~a\/2. 
On  aura  donc  TVomAV-AT=x-±^=^,  ôc  VS 
ou  TV — l 'S—  , 5c  par  la  propriété  de  l’Hy- 

perbole tvxVS  ( ■ '*+6xy+»y-^‘*- \ “>+'cj±y  Mv 
^•xr— . . j . t ^ . c’cft-à-  dire , comme  le  premier  axe 

T S eft  à fon  paramétré  : ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  & les  moyens  cette  équation  xx-^yy-+-+xyy 
— 8ax — 8ay-Hioaa  = o.  L’Hyperbole  OSR  en  fera 
donc  le  lieu  , 5c  jouira  par  confcquent  de  cette  propriété  ^ 
fçavoir  que  fi  l’on  mené  d’un  de  fes  points  quelcon- 
ques M pris  au  dedans  du  quarré  ABDC,  une  per^ 
pendiculaire  MP  fur  AC , 5c  qu’on  prenne  fur  le  côté 
AC  du  triangle  donnée  B C,  les  parties  A F=  A P 
5c  CD=zPMi  les  droites  FG,  DE , qui  divifé  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC,  le  couperont  en  quatre- 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  M fe  trouve  en  même 
tems  fur  la  ligne  courbe  K ML'  , 5c  fur  l’Hyperbole 
OSR  il  s’enfuit  que  les  points  D-,  F , pris  fur  lé 
côté-  AC  du  triangle  donné  , auront  auffi  en  même 
tems  les  deux  conditions  requifes.  Et  c’eft  ce- qui  étoit 
propofé. 

S’il  arrivoit  que  les  deur  courbes  OSR , K ML  , ne 
fe  rencontrafient  point  au  dedans  du  quarré  AB  D C f 
ce  feroit  une  marque  infaillible  qu’on  auroit  fait  une 
fùppoficion  feufle , lçavoir  que  les  deux  extrémités  D ,Fr  . 
fe.  rencontrent  fur  le  côté  A C.  C’elt  pourquoi  il  feu-1 
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droit  les  fuppofer  fur  l’un  des  deux  autres  côtés  , 6c 
recommencer  le-  calcul , en  faifant  des  raifonnemens  fem- 
blables  aux  précédens  , pour  avoir  une  conftrudion  par 
rapport  à ce  nouveau  côté.  Mais  fi  l’on  fait  les  trois 
remarques  fuivantes , il  fera  aifé  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémités  D , F,  afin  d’avoir  sûrement  une  folu- 
rion , 6c  de  n’être  pas  obligé  de  recommencer. 

La  première  eft  que  C L = -h  ad , 6c  B K 
= ^î+8f»  ce  vo't  en  mettant  dans  y y 

~ ~xjT^îtc  ~*~a&  à la  plate  de  AV  (x)  fa  valeur  AC  (2 a) , 


& dans  à la  place  de  AÇ>-(y)  fa  va- 

leur AB  (2u)i  La  féconde  confifte  en  ce  que  CR=yS  zaa 
*=  B O ; ce  qui  fc  trouve  en  mettant  dans  l’autre  équa- 
tion xx -f*yy -f- 4 xy  — 8 ax — 8ay-|- roaa  ==o  dont 
le  lieu  eft  l’Hyperbole  OSR  , d’abord  à la  place  dé 
AP  (x)  fa  valeur  AC(za)  enfuire  à la  place  de 
AQ  ( y)  fa  valeur  AB  (zà).  La  rrdifieme  fè  tire  de  ce 
qu’en  fuppefant  AK  (c)  moindre  que  CX  (d)  comme 

cfn  le  fait  ici,  iï  s’enfuit  que  B'K  + eft 

rtoindre  que  CL  -4-  Or  cela  pofié , fi  l’oit 

veut  que  B K ~*~.a  c)  moindre  que  B O* 

(a  u a),  on  trouvera  en  mettant  pour  d fa  valeur  2 a — c 
& opérant  b l’ordinaire  que  iè-h-tc  doit  être  moindre 
que  4<za , c’eft-à-dire  , que  le  côté  A B du-trianglc  don- 
né A B C doit  êcre  moindre  que  le  côté  AC  : & fi  l’on 

veut  que  le  quarré  CL  (^~~~A-ad^  foit  plus  grand 

que  CR  (2  a a),  on  trouvent'  en  mettant  pour  c fa' 
valeur  2 a— *-d  &.  opérant  à l’ordinaire  que  le  côté  B C 
( »/ b b -(-  dd)  doit  furpafler  le  côté  A C(i  a).  Mais  il 
eft  vifible  que  B K étant  moindre  que  B O 6c  CL  plus  ■ 
grande  que  CR,  les  deux  lignes  courbes  KML,  OMR± > 
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fe  coupent  nécefiai  rement  au  dedans  du  quarré  A B D C. 
D’où  il  fuit  que  fi  le  triangle  donné  ABC  a tous  les  an- 
gles aigus  , Ûc  qu’on  prenne  pour  le  côté  A C fur  lequel 
on  fuppofe  que  les  deux  points  F,  D,  fe  rencontrent, 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  autres  & pour  le  côté  AB  le  plus  petit , le  Pro- 
blème aura  toujours  nécclfairement  une  folution  , puif- 
✓ qu’alors  (J?J.  161.)  le  point  K fe  trouvera  entre  les  points 
A,  C,  & que  AK  en  moindre  que  AC,  comme  l’on  a 
fuppofé  en  faifant  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifonne- 
ment  eft  fonde.  On  trouvera  en  la  môme  forte  que  fi 
le  triangle  donné  eft  rectangle  ou  obtus-anglc  , & qu’on 
prenne  pour  le  côté  A C fur  lequel  doivent  tomber  les 
deux  extrémités  D , F , le  côté  moyen , on  aura  toujours 
une  folution  ; de  forte  que  cette  remarque  eft:  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  z6i.  que  l’Hyperbole  OSR  & c 
la  courbe  KML  fe  coupent  non  - feulement  dans  un 
point  M,  au  dedans  du  quarré  ABDC  , comme  le 
demande  le  Problème  ; mais  encore  en  un  autre  point 
M au  dehors  de  ce  quarré.  Or  fi  l’on  veuc  fçavoir  quelle 
peut  être  l’utilité  de  cet  autre  point , on  trouvera  qu’il 
donne  une  des  réfolutions  du  Problème  fuivant , dont 
celui-ci  n’eft  qu’un  cas  particulier. 

Fis.  16 }.  Trouver  fur  le  côté  A C du  triangle  donné  ABC , 

deux  points  F ,D,  tels  qu’ayant  mené  les  droites  FG, 
DE,  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  AB  , B C,  les 
triangles  F G A,  D E C,  égaux  chacun  à la  moitié  du 
triangle  ABC : les  lignes  F G , DE , s’entrecoupent  à 
angles  droits  au  point  H,  & le  quadrilatère  B G H E 
foit  égal  au  quart  du  triangle  ABC. 

Fie.  x6f  8c  Car  lorfquc  le  point  d’interfedion  M tombe  au  de- 
dans  du  quarré  AB  DC,  il  eft  clair  que  les  lignes  A P, 
PM  feront  chacune  moindre  que  le  côté  AC,  & qu’ainfi 
les  points  F,  D , qu’elles  déterminent  tomberont  tous 
deux  entre  les  points  A,C-,  ce  qui  réfoud  le  Problème 
énoncé  comme  l’on  a fait  au  commencement.  Mais 
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lorfque  le  point  M tombe  au  dehors  du  quarré  , comme  Fie.  ij  ’& 
alors  l’une  des  lignes  AP,  P M eft  moindre  que  fon  14. 
côté  A C,  & l’autre  plus  grande;  il  s’enfuit  que  l’un  des 
points  F , D , tombe  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné , 

6c  l’autre  fur  ce  même  côté  prolongé  ; ce  qui  donne  une 
autre  folution  du  Problème  énoncé  comme  l’on  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemflb  X. 

441.  Une  Se&ion  conique  M A N étant  donnée, 
avec  un  point  S hors  de  fon  plan  pour  le  fommet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Seèlion  ; on  demande  la  pofîtion 
du  cercle  Ma  N qui  en  eft  la  bafe. 

Je  diftingue  cette  queftion  en  deux  différens  cas  , dont 
le  premier  eft  lorfque  la  Seélion  donnée  eft  une  Para- 
bole , 6c  le  fécond  lorfque  c’cft  une  Ellipfe  ou  une 
Hyperbole. 

Premier  cas.  La  queftion  fe  réduit  k trouver  fur  la  Fie.  16+ 
Parabole , le  point  A tel  qu’ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  AP  avec  la  ligne  AS ; du  point  S la  ligne SD 
parallèle  k AP  -,  6c  d’un  point  quelconque  P du  diamè- 
tre A P , une  ordonnée  PM  k ce  diamètre  dans  le  plan 
de  la  Parabole  , 6c  une  perpendiculaire  a D k cette 
ordonnée  dans  le  plan  du  triangle  DS  A,  qui  rencontre 
les  côtés  SA , SD  , aux  points  a,  D : le  quarré  de  PM 
foit  égal  au  re&angle  aPxPD . Car  décrivant  dans  le 
plan  a PM  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  a D , il  eft 
clair  qu’il  pafTera  par  le  point  M,  puifqqe  l’angle  Ai  M 
eft  droit , 6c  que  PM  =a  PxP  D , qui  eft  la  propriété 
eflenrielle  du  cercle  ; c’eft  pourquoi  menant  le  diamètre 
PA , 6c  tirant  de  l’extrémité  D , du  diamètre  D a du 
cercle  une  parallèle  D S k P A , qui  rencontre  a A me- 
née de  fon  autre  extrémité  a par  l’origine  A du  diamètre 
A P , en  un  point  S , le  cône  qui  a pour  fommet  ce 
poinc , 6c  pour  bafe  le  cercle  MA  N,  formera  * par  * 
fa  rencontre  avec  le  plan  AP  M la  Parabole  même 
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"donnée  M A N.  Voici  comment  on  peut  trouver  le 

^ Soit  v le  paramétré  inconnu  du  diamètre  A P,  & 1 ou 
aura  par  la  propriété  delà  Parabole  , FM  —APxv: 

mais  pour  fatisfaire  au  Problème  , il  faut  que  FM 
= a F X PD.  Donc  a P x PD  = 4P  * v ; ce  oui  donne 
cette  proportion  A P . P a::  P D.v , qui  fc  chang  e en 
menant  AO  parallèle  à Da  en  cette  autre  SÜ.  AO  ... 

PD  ou  AO.  v,  & partant  SOxv  — AÜ  . 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques  e 
ces.  lignes,  je  m.ene  du  point  donné  S fur  le  p an  de  a 
Parabole  la  perpendiculaire  S F,  & du  point  I °u  e e 
rencontre  ce  plan  , fur  l’axe  H G la  perpendiculaire  F G 
oui  rencontre  le  diamètre  AP  en  H.  Je  tire  du  point 
Pordonnée  AK  à l’axe , & la  perpendiculaire  A<±  a a 
tangente  AL,  lefqucllcs  rencontrent  en  t & ^ la 
Jigne  F Q menée  par  le  point  F parallèlement  è axe. 
J’éleve  enfin  du  point  Q une  perpendiculaire  lur  le 
plan  de  la  Parabole,  qui  rencontrera  SD  dans  le  meme 
point  O,  où  la  ligne  A O parallèle  ïe  D la  renco"trJ> 
Car  la  tangente  AL  étant  parallèle  à 'ordonnée  F. 
qui  eft  perpendiculaire  fur  a D,  l’angle  LA D roi 
auflï-bien  que  l’angle  LAQ,  & ainfi  le  plan  Q er* 
perpendiculaire  fur  À L , & fiir  le  plan  de  Ja  ara  ° 
qui  pafle  par  cette  ligne  ; c’eft  pourquoi  la  bgnc  '<■ 
perpendiculaire  à ce  plan  fe  trouvera  dans  le  plan  y.  » 
& rencontrera  par  conféquent  la  ligne  SD  dans  le 
même  point  O , où  le  plan  QAO , c’cft-k-dire  , la  ligne 
A O parallèle  à à D la  rencontre.  Il  eft  k remarquer  que 
toutes  ces  lignes  excepté  les  deux  FS,  Q O , font  dans 
le  plan  de  la  Parabole.  Cela  pofé.  v 

Je  nomme  les  données  SF  ou  QO,  a ; FG,  ou  > 
b:  G B,  ci  le  paramétré  de  l’axé,/»;  & les  inconnues 
B K,  x ; K A ou  GH, y,  & j’ai  k caufe  des  triangles  1cm- 
blables  AKT,AÊQ,  cette  proportion  AK  (y).  K J. 
jf  jp)::  AE  (3-f-y).  ce  qui  donne  k 

caufe 
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caufe  des  triangles  AE Q,AQO,  re&angles  en  E ôc  Q, 

Je  quarré  AO  ou  AE  E -+-  Q O = -t-  ~ 

-\-^pp-\-b b -\-zby-+-yy->ra  a.  Or  le  paramétré  du 
-diamètre  AP  fçavoir  v=*/)  + 4*=/)  + y , en  met-  * Art.  17. 
tant  pour  x fa  valeur  & S O ou  F Q ou  G B -t-  B K 

= c + x + = + Lp. 

Mettant  donc  ces  valeurs  analytiques  à la  place  des 

1 

lignes  qu’elles  expriment  dans  l’égalité  AO  = S O x v , 

'-pp-\-bb->nby-\-yy-\-aa 

rpp+if+fï+iby  + zyy, 

c’eft-à-dire  en  effaçait  de  paît  & d’autre  les  quantités 
qui  fe  trouvent  les  mêmes , fubiUruant  pour  y y la  valeur 
p x , & opérant  enfuite  à l’ordinaire  ; 

x3  H -cxx-h’-cpx  — ~bbp  = o 
A-rP  —7  ou 

-7  bb 
.-+-77 PP 

dont  la  vraie  racine  que  l’on  peut  trouver  par  le  moyen  * * Art.  j3  f. 
de  la  Parabole  même  donnée  , exprimera  la  valeur  de 
l’inconnue  B K , qui  ferc  a déterminer  le  point  A tel 
qu’on  le  demande. 

Second  cas.  Toute  la  difficulté  confifte  à trouver  fur 
l’Hyperbole  donnée  MAN,  le  point  A tel  qu’ayant 
mené  le  diamètre  A B avec  les  lignes  SAa  , B S b ; & 
par  un  de  fes  points  quelconques  P , du  diamètre  A B 
une  ordonnée  PM  dans  le  plan  de  l’Hyperbole  , & une 
perpendiculaire  a b a.  cette  ordonnée  dans  le  plan  du 

triangle  aS b : on  ait  le  quarré  PM  égal  au  re&angle 
a P x P b.  Cela  fe  prouve  de  même  que  dans  la  Parabole , 

& voici  ce  qu’il  faut  faire  pour  trouver  le  point  A. 

Soit  v le  diamètre  conjugué  au  diamètre  A B , & 
foient  menées  dans  le  plan  du  triangle  a S b , les  lignes 
AO  parallèle  k a b , Ôc  O Z parallèle  a AB  qui  rencontre 

Fff 
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SA  en  Z ; & l’on  aura  APxPB  k PM  ou  (k  cauTe 

du  cercle  )kaPxPb,en  raifon  compofée  de  A P k Pa , 

ou  Z O k OA  ,6e  de  PB  k Pb,  ou  de  B A kAOj  c’eft-à- 

‘ » , 

dire,  comme  Z O x AB  eft  k A O . Or  par  la  propriété 
de  l’Hyperbole , APxPB.  PM  ::AB.  vv;  & par- 
tant Z OxAB.  AO'::AB\  vv=-|^.  Ce  qui 

donne  O Z.  AB , ou  OS . SB  ::  A O . vv. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques  , tant 

■ ■ 'i 

de  la  raifon  de  OS  k SB , que  des  quarrés  AO  & vv,* 
je  mene  du  point  donné  S,  la  ligne  S F perpendiculaire 
fur  le  plan  des  Hyperboles  ; du  point  P'  où  elle  ren- 
contre ce  plan  , la  perpendiculaire  F G ci  l’axe  DK  qui 
eft  donné  de  pofition  & de  grandeur , puifque  les  Hy- 
perboles font  données  du  point  cherché  A , l’ordon- 
née A K b l’axe , & la  perpendiculaire  A T k la  tangente 
AL  , lefquelles  rencontrent  la  ligne  B F aux  points 
E , Q.  Je  tire  enfin  B H parallèle  à l’axe  qui  rencontre 
GF  en  X,  T y parallèle  k B F qui  rencontre  AE  en 
V,  6c  BD , QR,  perpendiculaires  fur  l’axe  ; & ayant 
élevé  Q O perpendiculaire  fur  le  plan  de  l’Hyperbole , 
on  prouvera  comme  dans  la  Parabole  qu’elle  rencontrera 
la  ligne  BS  au  même  point  O,  où  la  ligne  A O parallèle 
à a b la  rencontre.  11  eft  k remarquer  que  toutes  ces 
lignes,  excepté  les  deux  FS , Q O, font  dans  le  plan  des 
Hyperboles.  Cela  pofé. 

Soient  nommées  SF=a  , FG=  b , CG  = c,  le  pre- 
mier axe  =i(/,  le  fécond  =2/",  les  inconnues  CK  ou 
CD—x,  AK  ou  BD  ou  GX  ou  KH=y  ; & l’on  aura 
' DKou  BH—ix , DG  ou  B X-c~+-x , GK=x — c, 

TK=£,  &c  A T ou  v/  TJt1  -h  A K>  = \f  y y +f~ 
~ -jd  y'd  dxx~\- ffx  x — d 4 en  mettant  pour  y y fa  va- 
. leur  * ~~  — Jf.  Or  les  triangles  femblables  BXF,  B HE, 
TKV  donnent  BX  (c-t-x).  XF  (Jb — -y):;  BH  (ix)* 
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*£='±=?::TK(£).Kr=  £££ ; devant 
AEouAK  + KH+HE='-±ï±^,  Sx.  AV  ou  AK 

—KV=  c<JJy ~ l^X~  : mais  k caufe  des  triangles 
femblables  A VT,  AE  Q,  & A T K , Q TR  , il  vient  . 
AV.  AT::  AE.  AQ=  & AT. 

daxy-y-ÿxy — bffx+-cddy  ' 

TK  ::  QT.  TR  ::AT-+-  TQ  ou  A Q.  KT+  TR  ou 

v d i k tfx  x -+- i c tfx  y ^ G R ou  G K K R 

KK  = TïT^ijI^kfT^ûdy-  D°nC  DG 

__  ddxy  f xy  -f-Æjf  x — eddy  D R ou  D K -f-  K R X FS 

ddxy  -f-/ xy bfflT-\-cddy  y DG 

= Sï-QO,  puifque  DG.  DK  -.-. 

Bt.  BQ::  BS.  QO  ; & k caufe  du  triangle  reâan- 
gle  A Q O -,  le  quarré  AO  ou  A Q -+-  Q O = 

vhfx  -+-  1CM  * ddxxrhfxx—d* | -+-  laddxy  ~t~  *-ôf*r\'  & 

ddxy  -+-  fxy  — tfx  -+•  cddy\' 

SO.  SB  ::  FQ.  FÉ::  GR.  GD , & vv=  * $xx-\-  tyy  » 
H~4jf — 4«/</ ou  4 x x — 4 dd-h*~. 


Si  donc  l’on  met  dans  la  proportion  S O.  SB  ::  AU  • 
v-v , à la  place  tant  de  la  raifon  de  S O à SB  ou  G R k 

G D , que  des  quarrés  AO  & v v , les  valeurs  analyti- 
ques que  l’on  vient  de  trouver , on  formera  en  multi- 
pliant  les  extrêmes  & les  moyens  cette  égalité 
zbfx  -4-  2c/ÿ|*  x ddxx  -hffxx  — d*\  -4-  laddx  y-^zaÿxy^ 
<=~ddxy-\-ffxy-\-bjfx — cddy\  x ddxy-hjfxy—bjf  x-fcddy\ 

X 4XX  -4-  — ^dd\ , dans  laquelle  tous  les  termes  où  y 

fe  rencontrera  au  premier  degré  s’effaceront  ; & mettant  k 
la  place  du  quarré  y y fa  valeur-^ — ff,  on  trouvera 
b b d*  x*  -t-i  i b ddffx*  -\-bbf*  x * — bbd*  xx  — ccd ‘ xx 
-rbbffd*  xx  — ccffd'xx  -4-  ccffd*  -4-  ccd*=> ddxx 

~+-jfxx — -d* — aadd — ccdd^xddx*- +~zJfx4-+-Çj  x 4 — d*  xx 

—zddjf  xx — f*xx  I qui  fe  change  en  faifant  pour  abréger 

Fff  ij 
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dd-y-ff=mm,  bb  -\-cc=*nn  , aa-y-  dd  -\-cc=rr  y 
en  cette  autre  b b m4 x*  — mmnnd*  x x -+-  cjcmmd* 

=mmxx — ddrrx^x* — m4xx*  qui  fc  réduit  enfin  en 
faifant  xx—d{  à cette  égalité  du  troifieme  degré 


dont  l’une  des  racines  ; fçavoïr  ceUe  qui  eft  plus  grande 
que  d , eft  telle  que  prenant  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  cette  racine  & d moitié  du  premier  axe  y 
cette  moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de 
CK  qui  fert  à déterminer  le  point ' cherché  A.  On 
pourra  fc  fervir  de  l’Hyperbole  même  donnée  pour 
trouver  les  racines  de  cette  égalité  , par  le  moyen  des 
articles  396,  & 399.  du  Livre  précédent. 

Lorfque  CG  (c)  = o,  e’eft-à-dirc  , lorfque  le  point 
F tombe  fur  le  fécond  axe  ; il  eft  vifible  que  cette  éga- 
lité Ce  change  en  une  autre  du  fécond  degré  , puifque 
le  dernier  terme  étant  nul  , elle  Ce  divife  par  Mais 
lorfque  FG(i)  = o , ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F 

tombe  fur  le  premier  axe  y le  terme  —I  s'efface  dans 

l’égalicé  précédente,.  & un  qui  cil  bb-y-cc  devient  cc,-  ce 
qui  fait  qu’elle  fe  peut  divifer  par  £ — d , &c  qu’elle  fe  réduit 

par  conféqucnt  à celle-ci  { -H -~r  = o » <1°* 

n’eft  encore  que  du  fécond  degré.  Lnfin  fi  l’on  fait  dans 
cette  derniere  égalité  t = o ; ce  qui  doit  arriver  lorfque 
le  point  F tombe  fur  le  centre  C,  puifqu’alors  les  lignes  b 

& c deviennent  chacune  nulles  j on  aura  ?=~>  & par- 


j Æ ddrr  9 dr  

tant  dKon  xx=—,Scx=-m=d]/ --f . 

Il  eft  inutile  d’avertir  que  le  Problème  £c  réfoud  par 
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la  même  voie  dans  l’Ellipfe  , n’y  ayant  de  changement 
que  dans  quelques  lignes.  Mais  on  peut  tcujous  rap- 
porter, fi  l’on  veut,  ce  fécond  cas  au  premier,  de  la 
maniéré  qui  fuit.  . 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  B de  l’une  des  Fie.  A4 
Hyperboles  données , une  tangente  B G ; 6c  ayant  fait 
palier  par  cette  tangente,  & par  le  fommet  donné  S , 
un  plan  GBS  : foit  mené  par  tout  où  l’on  voudra , un 
autre  plan  H KL  parallèle  k celui-ci.  Je  dis  qu’il  for- 
mera dans  la  furfàce  conique  , décrite  par  une  ligne 
T droite  indéfinie  attachée  en  S,  & mue  autour  de  l’Hy- 
perbole oppofée  MAN,  une  ligne  courbe  H KL  qui 
l'era  une  Parabole  ; de  forte  que  toute  la  difficulté  eft 
réduite  au  cas  précédent.  Car  fuppofant  que  le  cercle 
JJ  H M N L foit  la  bafe  du  cône  , qui  a pour  fommet  le 
point  S , &c  pour  Seûion  l’Hyperbole  MAN  avec  fon 
oppofé  ; il  eft  clair  que  le  plan  GBS  touchant  les  deux 
furfaces  coniques  oppofées  qui  ont  pour  bafe  ce  cercle  , 
dans  le  côté  BSD  , formera  dans  le  plan  de  la  bafe, 
une  ligne  droite  DE  qui  touchera  cette  bafe  en  un  point 
D.  Or  comme  cette  ligne  eft  la  dire&rice  par  rapport  à 
la  Se&ion  H KL,  il  s’enfuit  félon  la  définition  dixième 
du  Livre  V I.  que  cette  Se&ion  fera  une  Parabole.  . 1 > 

; Ce  Problème  a été  très-célebre  du  tems  de  M.  Défi- 
cartes , & l’on  en  a trouvé  une  folution  parmi  fes  Ma- 
nu ferits , qui  eft  imprimée  à la  fin  de  la  7^  Lettre  du 
y tome.  Si  l’on  veut  fe  donner  la  peine  de  comparer  fa 
folution  avec  la  mienne,  on  verra  que  non- feulement 
elle  eft  moins  naturelle  puifqu’elle  ne  va  pas  droit  au 
but , mais  encore  qu’elle  eft  beaucoup  plus.embarrafTée. . 

Audi  ne  denne-t-i!  point  l’analyfc  du  cas  où  la  Seûion 
eft  une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  ; & il  fe  contente  d’af- 
furer  que  l’égalité  qui  renferme  les  conditions  du  Pro- 
blème , ne  doit  pas'pallèt  le  quatrième  degré. 
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L E M M E I. 

441.  Si  par  l' extrémité  B d’un  diamètre  AB,  l’on  mené 
une  corde  quelconque  B D qui  termine  l’arc  A D moindre 
que  la  demie  circonférence  ; & qu’ayant  pris  par-tout  où 
l’on  voudra  deux  arcs  contigus  E F,  FG , égaux  chacun  à 
l’arc  AD , on  tire  les  cordes  B E,  BF,  B G : je  dis  que  la 
corde  du  milieu  BF  ejl  à la  fomme  ou  à la  différence  de  fes 
deux  voiftnes  BE,  BG,  comme  le  rayon  CB  ejl  a la  carde 
B D : Jç  avoir  à la  fomme  lorfque  l’origine  commune  B 
des  cordes  BD,BE,BF,BG,ae  tombe  fur  pas  un  des  • 
deux  arcs  E F , FG  ; & au  contraire  à la  diff  érence,  lorf- 
qu’il  tombe  fur  l’an  ou  l’autre  de  ces  deux  arcs. 

Car  foie  du  centre  F,  & du  rayon  F B , décrit  un  arc 
de  cerde  qui  coupe  la  corde  B G prolongée , s’il  eft  né- 
ceffaire , au  point  H , pour  avoir  une  triangle  ifofcdle 
B F H , qui  fera  fernblablc  au  triangle  ifofcclle  DCB  ; 
puifque  l’angle  FB  H a pour  mefure  la  moitié  de  l’arc 
F G égal  à l’arc  A D , dont  la  moitié  eft  auffi  ta  mefure 
de  l’angle  C BD.  On  aura  donc  F B . B H::  CB . BD, 
de  forte  qu’il  ne  refte  qu’à  démontrer  que  la  ligne  B H 
eft  la  fomme  des  deux  cordes  B E,BG , dans  le  premier 
cas , & leur  différence  dans  le  fécond.  Four  le  faire. 

Soient  tirées  les  cordes  EF,FG,  & on  aura  deux 
triangles  B E B ,F  H G , qui  feront  femblables  & égaux. 
Car  dans  le  premier  cas  l’angle  F H B ou  FHG,  eft 
égal  à l’angle  FB  H qui  vaut  l’angle  F BE,  puifque  les 
arcs  F G,  F E , font  égaux  ; & de  plus  l’angle  BF  F eft 
égal  à l’angle  FGH , puifqu’ils  ont  chacun  pour  mefure 
la  moitié  du  même  arc  B F ; & partant  l’angle  GF  H 
eft  égal  à l’angle  E F B.  Or  les  côtés  FE , F G , fit  F B , 
F H,  font  égaux  entr’eux.  Le  côté  GH  fera  donc  égal 
au  côté  B E.  Donc , &c. 

On  prouvera  à-peu-près  de  même  dans  le  fécond  cas 
que  les  triangles  FHG,FBE,  font  femblables  & 
égaux  ; & qu’ainfi  la  ligne  B H eft  la  différence  des 
deux  cordes  BG,  B E, 
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L E M M E II. 

. 443.  Soit  une  Table  dont  le  premier  rang  parallèle 

renfermant  le  nombre  1 , & le fécond  la  lettre  x;  le  troifieme 
xx — 2 foit  le  produit  du  Jècondpar  x,  moins  le  premier, 
le  quatrième  x* — 3 K foit  le  produit  du  troifieme  par  x , 
moins  le  fécond,  le  cinquième  x4 — 4XX-+-2  Joitle  produit 
du  quatrième  par  x moins , le  troifieme,  & ainfi  de  fuite  à 
l’infini.  Soit  de  plus  un  arc  de  cercle  quelconque  AR  divifé 
en  autant  de  parties  égales  qu’on  voudra,  aux  points  D,  E,  fio.  16 
F,  G,  &c.  Je  dis  que  fi  le  premier  rang  2 de  la  Table  ex-  170. 
prime  la  valeur  du  diamètre  B A , & le  fécond  rang  x celle 
de  la  première  corde  B D 4 le  troifieme  rang  xx — 2 expri- 
mera la  valeur  de  ta  fécondé  corde  B E , le  quatrième  rang 
X’ — 3X  c lie  de  la  troifieme  corde  BF,  & ainfi de fuite  juf- 
qu'à  la  dernière  B R : en  obfervant  que  ces  cordes  devien- 
nent négatives,  lorfqii  elles  pajfent  de  l'autre  côté  du  pointB. 

T 2 Table  pour  la  divifion  des  arcs  de 

2e  i x cercle  en  parties  égales, 

y ixx — 2 
4*  ix’  — 3X 
ix4  — 4XX-4-2 
ix*  — ^x*  -+-^x 
7*  ix"  — 6x4  -+-9XX  — 2 
8'  ix7  — 7X>  -+-I4X* — 7X 
9'  ix*  • — Sx*  -+-20X4 — 16  xx -+-2 

IO!  IX*  9X7  -+-27X1 — 30  x*  -+-9X 

IIe  IX10 IOX*  -+-35X* 50  x4-+-2j  xx 2 

12e  IX" IIX»  -I-44X7 77  X*  +5$  X* IIX 

13'  IX1* tlX^-hj^X* II2x‘  -MO5X4 36XX-+-2 

14e  ix** — i3x,,-t-65X’ — i^6x7  -+-182X'  — jix*  + 13X 

Car  , i°.  lorfque  l’arc  moindre  que  la  demie  F 1 c. 

circonférence  A JD  B ; fi  l’on  multiplie  une  corde  quel- 
conque B F par  x ,•  & qu’on  retranche  de  ce  produit  la 
corde  BE  qui  la  précédé  , on  aura  la  corde  BG  qui  la 
4 fuit  immédiatement , puifque  félon  le  Lemme  précé- 
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dent  CB  (i).  B D (x)::  B F.  B E -t- B G=xBF , & 

partant  BG—x  B F — B E.  Donc,&c. 

Tic.  170.  2°.  Lorfque  l’arc  A R cft  plus  grand  que  la  demie  cir-» 

conférence  A D B y il  cft  vifible  que  l’origine  commune 
B de  toutes  les  cordes  fe  trouvera  nécclLircment  fur 
l’une  des  parties  égales  comme  GH,  dans  lefquelles  l’arc 
A R eft  divife.  Or  l’on  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  troifieme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
de  B E , le  quatrième  celle  de  B F,  & ainfi  de  fuite  juf- 
qu’à  BG:  mais  il  relie  à démontrer  que  le  rang  qui  fuit 
celui  qui  exprime  la  corde.5  G , n’exprimera  point  la  va- 
leur de  -+■  B H , mais  celle  de  — B H ; & de  môme  que  . 
le  rang  qui  fuit  ce  dernier  exprime  la  valeur  de  — B I, 
&.  ainfi  de  fuite  jufqu'à — BR. 

Selon  la  formation  de  la  Table,  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  exprime  BG  cft  xBG — B F.  Or  par  le  Lemnie 
CB  ( 1 ).  BD  (x)  : : BG.  B F — B H , & partant  — Bii 
x=xBG  — BF  ; c’eft-à-dire  que — B 11  vaut  le  rang 
parallèle  de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui 
exprime  la  valeur  de  B G.  Mais  feion  la  form  icijn  de  la 
même  Table,  le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut  — B il  cft 
— x B H — B G valeur  de  B I , puifque  félon  le  Lemme 
x B H <=  B l — B G : & de  même  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  vaut  — BI  eft  félon  la  formation  de  cette  même 
Table  — x B l -+-  B H valeur  de  la  corde  négative  — BL , 
puifque  félon  le  Lemme  xBI=BL-\-BH.  Or  il  eft 
vifible  quM  en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes  qui  fui- 
yent  B L jufqu’à  BR  ; & c’eft  ce  qui  reftoic  à démontrer. 

Corollaire  I. 

Fie.  169.  444.  De- la  il  eft  évident  que  fi  l’arc  A R cft  di- 

27c.  vifé  en  cinq  parties  égales,  Je  fixicme  rang  de  Table 
x'  — ^x3— i-1?*  exprimera  la  valeur  de  la  corde  bR 
qui  foutend  l’arc  BR  différence  de  l’arc  AR  & c de  la 
demie  circonférence  A D B ; que  s’il  étoit  divifé  en  lept 
parties  égales , le  huitième  rang  feroit  la  valeur  de  B R; 

& 
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& en  général  qu’il  faut  augmenter  d’une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales,  afin  d’avoir  le  rang  de  la  Table 
qui  vaut  B R ; en  obfervant  que  le  rayon  C B = i , 
que  la  première  corde  B£)  = x , & que  la  dernicrc 
corde  BR  eft  négative  Jorfque  l’arc  A R eft  plus  grand 
que  la  demie  circonférence. 

CoROLLAIRB  II. 

444  On  voit  par  la  compofitior.  de  cette  Table  , 
i°.  que  le  nombre  2 eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire.  1°.  Que  les  coëficiens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  rang  perpendiculaire  font 
égaux  à l’unité.  30.  Que  le  coëficient  d’un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu’on  voudra , eft 
toujours  égal  au  coëficient  d’un  pareil  terme  dans  le 
rang  perpendiculaire  à gauche , plus  au  coëficient  du 
terme  qui  eft  au-deflus  de  lui  : c’eft-a  dire,  par  exemple , 
que  le  coëficient  14.  du  quatrième  terme  14*’  du  troi- 
fieroc  rang  perpendiculaire , eft  égal  au  coëficient  ^ du 
quatrième  terme  5 x‘  du  deuxieme  rang  perpendiculaire 
qui  eft  le  rang  à gauche  , plus  au  coëficient  9 du  terme 
9 x x qui  eft  au-deftus  du  terme  i4XJ. 

Remarque. 

446.  Si  l’on  continuoit  h divifer  la  circonférence  pIa,  l7<it 
en  parties  égales  aux  arcs  AD  , DE,  &c.  au-delà  du 
point  R ; il  eft  clair  que  les  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  luivent  celui  qui  exprime  — BR  continueroicnt 
à exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui- 
vroient  B R , jufqu’à  ce  que  repaflant  le  point  B elles 
redeviendroient  encore  négatives  ; & ainfi  de  fuite 
alternativement  pofitives  & négatives  , autant  de  fois 
qu’elles  pafleroient  le  point  B jufqu’à  l’infini. 


G gg 
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Exemple  I. 

447.  Couper  un  arc  de  cercle  donné  A R , en 
autant  de  parties  égales  AD  , DE , EF,  FG,  &c.  qu’on 
voudra. 

Frc.  i<Sy.  Ayant  mené  le  diamètre  A B & la  corde  BR,  & 
170.  nommé  le  rayon  donné  CA  ou  CB,  I ; la  corde  don- 
née BR,  a.  y on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  qui  furpafte 
d’une  unité  le  nombre  des  parties  égales , & le  fécond 
fera  ; fçavoir  -+-n  lorfque  l’arc  A R eft  moindre 
. que  la  demie  circonférence,  & — a lorfqu’il  eft  plus 
grand.  Or  il  eft  vifiblc  félon  l’article  44^.  que  la  rcfolu- 
tion  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  l’une  de  fes  raci- 
nes x , une  valeur  B D telle  qu’ayant  décrit  d«J  point  B 
comme  centre  & de  l’intervalle  B D un  arc  de  cercle,- 
il  coupera  fur  l’arc  donné  A R la  première  des  parties 
égales  cherchées  A Z?. 

Qu’il  faille,  par  exemple,  divifer  l’arc  donné  A R en 
rrois  parties  égales  ; on  trouvera  x 3 — dont 

l’une  des  racines  B D terminera  la  première  des  trois 
parties  égales  qu’on  demande.  • S’il  falloir  divifer Tare 
A R en  cinq  parties  égales  , on  auroit  x'  — $ xi  -4-  ^ x 
= -a;  & de  même,  s’il  falloir  divifer  enfept,  il  vien- 
drait xJ — 7*’  -+-  i4x' — 7 x—H^-a  : de  forte  que  toute 
la  difficulté  fc  réduit  à trouver  les  racines  de  ces  égalités. 
Or  c’eft  ce  qu’on  a enfeigné  dans  le  Livre  précédent. 
Donc,  &c. 

Il  eft  à remarquer  que  ces  égalités  font  les  plus  Am- 
ples qu’il  eft  poffible  , lorfque  le  nombre  des  parties  éga- 
les eft  un  nombre  premier.  Mais  lorfqu’il  eft  compofé 
de  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers  , on  div  ifera 
d’abord  l’arc  donné  en  autant  de  parties  égales  que  l’un 
de  ces  nombres  a d’unités , & enfuite  la  première  de  ces 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l’un  des  membres 
reftans  a d’unités , & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  qu’on  ait 
épuifé  tous  les  nombres  premiers  ,.  dont  le  produic  for- 
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tne  le  nombre  donné  ; ce  qui  donnera  enfin  la  première 
des  parties  égales  qu’on  cherche  : fi  l’on  veut  , par 
exemple , divifer  l’arc  A R en  trente  parties  égales  , il 
faudra  d’abord  le  divifer  en  cinq  , enfuite  la  première 
de  ces  cinq  parties  en  trois  , & enfin  la  première  de  ces 
trois  en  deux  , pour  avoir  la  trentième  partie  qu’on 
demande  , & cela  parce  que  30*=  5 x 3 x 2. 


Remarque  I. 

448  D eux  points  donnés  A , R,  fur  la  circonfé- 
•rence  d’un  cercle  en  déterminent  non-feulement  deux 
arcs  , dont  l’un  A R eft  moindre  que  la  demie  circonfé- 
rence , & l’autre  A B R plus  grand  ; mais  encore  une 
infinité  de  portions  , dont  les  unes  font  la  circonfé- 
rence entière  plus  l’arc  A R , deux  fois  la  circonférence 
plus  l’arc  AR,  trois  fois  la  circonférence  plus  l’arc  A R 
&c.  & les  autres  font  la  circonférence  entière  plus  l’arc 
A BR,  deux  fois  la  circonférence  plus  l’arc  A B R,  trois 
fois  la  circonférence  plus  l’arc  AB  R,  &c  ; dont  la  raifon 
eft  que  la  circonférence  d’un  cercle  rentrant  en  elle- 
même  , on  peut  confidérer  cette  ligne  courbe  comme 
faifant  une  infinité  de  révolutions  autour  d’cile-mcme. 
Si  donc  l’on  nomme  l’arc  AR,  d ; Ja  circonférence 
entière  c } l’arc  AB  R fera  c — d &c  l’on  aura  ces  deux 
fuites , 

Ie.  d > c ~\mmd  îc-fad,  }c-{-d,  4c— {— </,  5 c-H^/tfc-j— 7 c~\~d}  le  +- bc. 

2 c — d , xc—d,  je — d , AfC—-d,  fc—d,  6c — d\  ^ c — dt  8c — dt  6v. 
qui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circon- 
férences terminées  par  les  deux  points  A,  R Cela 
pofé. 

Si  l’arc  A D eft  une  aliquotc  quelconque  de  l’arc 
A R moindre  que  la  demie  circonférence  ; & qu’ayant 
inferit  dins  le  cercle  un  poligone  DEFGH , &c.  d’un 
pareil  nombre  de  côtés  à commencer  par  le  point  D , 
on  tire  de  l’extrémité  B du  diamètre  A B aux  angles 
,du  poligona  les  cordes  BD,  B F , B G,  BH,6lc: 

GggÜ 


17». 

&c. 


2?3. 
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je  dis  qu’elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tous 
les  termes  de  ces  deux  fuites , dont  l’origine  fixe  eft  tou- 
jours au  point  A. 

Fig.  171.  Car  foit  pour  fixer  les  idées  l’arc  A D—jd ; il  eft 
clair  que  l’arc  A D E <=c-~  t l’arc  AD  EF— t 

l’arc  ADEFG=^E±É  l’arc  ADEFGIF^cmï  font 
...  . 1 .f  , . 
les  cinquièmes  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cinq 

premiers  termes  de  la  première  fuite.  Or  fi  l’on  divife  tel 
autre  de  fes  termes  qu’on  voudra  par  5 , il  eft  vifible  que 
le  quotient  renferme  au  julfc  un  certain  nombre  de  fois  la 
circonférence  entière  plus  une  des  cinq  fra&ions  précé- 
dentes. Donc  puifque  la  corde  qui  termine  un  arc  , dont 
l’origine  eft  en  A , eft  la  même  que  celle  qui  termine 
cet  arc  plus  la  circonférence  répétée  autant  de  fois  qu’on 
veut  , il  s’enfuit  que  les  cordes  BD,  B E , BF ,B  G, 
B FI , terminent  les  cinquièmes  parties  de  tous  les  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  prouvera  de  la  même  ma- 
niéré que  les  arcs  A FI , A H G , A H G F , AIIGFE , 
AFIGFED , font  les  cinquièmes  parties  des  cinq  pre- 
« miers  termes  de  la  fécondé  fuite , de  qu’ainfi  les  cordes 
BH , BG,  BF,  BE,  BD  , terminent  les  cinquièmes  par- 
ties de  tous  les  termes  de  la  fécondé  fuite.  Mais  il  eft  vifi- 
ble que  cette  démonftration  fe  peut  appliquer  b telle  autre 
aliquotc  qu’on  voudra  de  l’arc  A R.  Donc,  &c. 

Ft&.  173.  De-là  il  fuit  que  fi  l’on  réunit  les  deux  fuites  précé- 
274-  dentes  en  une  feule  d^cZ^-d,  zcZ^-J,^cZF-d,&.c  les  deux 
cordes  voifines  de  part  & d’autre  de  la  plus  grande  ou 
première  B D qui  termine  l’aliquote  AD  de  l’arc  A R 
moindre  que  la  demie  circonférence , termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  cZ^Ld  de  la  fuite; 
que  les  deux  cordes  voifines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifieme  terme  1 cZ^-d  de  la  fuite; 
& ainfi  h l’infini  de  deux  en  deux  jufqu’aux  demiercs 
lorfque  l’aliquote  eft  impaire  , & jufqu’à  la  dernière  lorf- 
qu’clle  eft  paire.  Ainfi  lorfque  l’arc  A D=j  A R,  les 
tordes  BE  ,BII , terminent  les  deux  arcs  ADE  >AFly 
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cinquièmes  parties  du  fécond  terme  c~^~d  de  la  fuite, 
c’e(t-à-dire  de  la  circonférence  plus  l’arc  A R,  & de  la 
circonférence  moins  cet  arc  j les  deux  cordes  B F,  B G , 
voifines  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  A DE  F, 

A H G , qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifieme 
terme  2 c~\~d  de  la  fuite  : & de  même  lorfque  l’arc  A D 
= A R j les  deux  cordes  BE , B K , voilines  de  part  & 
d’autre  de  la  première  ou  plus  grande  BD  terminent 
les  deux  arcs  A D E , AK  , qui  font  les  fixicmcs  parties 
du  fécond  terme  cl+ld;  les  deux  cordes  B F , B II , voi- 
fines de  ces  deux-ci  terminent  les  deux  arcs  AD  E F', 

AK  II,  fixicmes  parties  du  troilieme  terme  zc+d; 

& enfin  la  derniere  corde  B G termine  les  deux  arcs 
A D EF  G_,A  K H G , fixiemes  parties  du  quatrième 
terme  3 c-+-  d. 

On  entend  dans  les  remarques  fuivantes  par  cordes 
impaires , celles  qui  étant  prifes  de  part  & d’autre  de  la 
première  ou  plus  grande  BD,  fe  trouvent  dans  de9 
lieux  impairs  à commencer  par  cette  plus  grande  ; ôc 
par  cordes  paires , celles  qui  étant  prifes  de  part  & d’autre 
de  la  même  B D , fe  trouvent  dans  des  lieux  pairs.  Ainfi 
lorfque  l’arc  A D = '-A  R les  cordes  BD , BF , BG  , 
font  des  cordes  impaires,  & les  cordes  BE , BH,  des 
cordes  paires  ; & de  même  lorfque  l’arc  A D—'-AR  ; 
les  cordes  B D , B F , B H , fonc  des  cordes  impaires, 

& les  côtés  B E , B K,  B G , font  des  cordes  paires. 

Remarque  IL 

449.  Si  l’arc  AD  eft  une  aliquote  quelconque  de  F,0.  17J, 

l’arc  A R moindre  que  la  demie  circonférence  A RB;  274. 

& qu’ayant  inferit  dans  le  cercle  à commencer  par  le 
point  D , un  poligone  DEFGH , Ôcc.  d’un  pareil  nom- 
bre de  côtés , on  tire  de  l’extrémité  B du  diamètre  A B 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  BD,  BE  , BF , BG, 

B H,  &c:  je  dis  que  les  côrdcs  impaires  .lorfque  l’arc 

AD  elt  une  aliquote  impaire  de  l’arc  AR , & leurs  quar- 
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rés  lorfqu’il  en  eft  une  aliquote  paire , expriment  les  ra- 
cines vraies  de  l’égalité  qu’on  trouve  en  égalant  à la  gran- 
deur pofitive  -+-  a , le  rang  parallèle  de  la  Table  dont 
l’expofant  furpafTe  d’une  unité  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  ; & que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas , 
& leurs  quarres  dans  le  fécond  , expriment  le.s  racines 
vraies  de  l’autre  égalité  qu’on  trouve  en  égalant  à la 
grandeur  négative — a , le  même  rang  parallèle  de  la 
Table. 

Fig.  171.  Soit,  par  exemple,  l’arc  AD=^  AK  ; je  dis  que  les 

*7$.  cordes  impaires  B D , B F ' , B G , font  les  racines  vraie* 
de  l’égalité  x*  — 5 x’-+-  ^x  = a , & que  les  cordes  paires 

Fig.  171.  B h. , B H , font  les  racines  vraies  de  l’autre  égalité 

/74-  x' — ^ x’-f-  ^ x = — a.  Si  l’arc  AD='-AR{  les  quarrés 

des  cordes  impaires  BD , B F,  B H , feront  les  racines 
vraies  de  l’égalité  x‘ — (,x*-\-^xx  — i==a,  & les  quar- 
rés des  cordes  paires  BE  , B K , B G , feront  les  racines 
.vraies  de  l’autre  égalité  x6 — 6x4-4~9xx — 2= — a. 

Car  fi  l’on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entière 
répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  l’arc 
A R,  en  parties  égales  dont  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence , il  eft  clair  félon  l’article 
444.  qu’on  formera  la  même  Table  que  pour  la  divifion 
de  l’arc  A R ; en  obfervant  que  les  cordes  doivent  chan- 
ger nécctTairemcnt  une  fois  de  ligne  ( avant  que  d'arriver 
à la  dernière  BR)  larfque  la  circonférence  11’eft  répétée 
qu’une  fois , parce  que  l’origine  commune  B de  toutes 
fe  trouve  fur  l’une  des  parties  égales  ; que  les  cordes  doi- 
vent changer  deux  fois  de  lignes , lorfque  la  circonfé- 
rence eft  répétée  deux  fois , parce  que  l’origine  B fc 
trouve  néccftàircment  fur  deux  des  parties  égales  ; qu’elles 
doivent  changer  trois  fois  , lorfque  la  circonférence  eft 
répétée  trois  fois , parce  que  l’origine  B fe  trouve  fur  trois 
parties  égales,  & ainfidc  fuite.  La  corde  BR  fera  donc 
pofitive  lorfqu’il  s’agit  de  divifer  en  parties  égales  l’arc^Æ 
& la  circonférence  répétée  un  nombre  pair  de  fois  plus 
ou  moins  l’arc  AR  ; & négative  lorfque  la  circonférence 
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eft  repérée  un  nombre  impair  de  fois  : c’eft-à-dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  à la  grandeur  pofitivc  -\-a.  Et  par  conféquenc 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
vraies  de  l’autre  égalité  dont  l’un  des  membres  eft  — <a. 

Ce  qu’il  falloit , o’c. 

Remarque  III. 

4^0.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées,  fi  l’arc  AD  Fi&.  »7i.. 
eft  un  aliquote  impaire  de  l’arc  AK  ; il  eft  clair  par  l’inf-  173.) 
pcclion  de  la  Table,  que  tous  les  termes  pairs,  c’eft-a- 
dire  , le  deuxieme,  quatrième  , fixicme,  &c,  excepté  le 
dernier  terme  a , manquent  toujours  dans  les  deux  éga- 
lités qu’on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
l’on  fçait  en  Algèbre,  qu’en  changeant  de  lignes  les  termes 
pairs  d’une  égalité,  on  ne  fait  qu’en  changer  les  racines 
vraies  en  faulies  & les  faulies  en  vraies.  D’où  il  fuit  que 
les  cordes  paires  qui  font  des  racines  vraies  de  l’égalité 
dont  l’un  des  membres  eft  — a , deviendront  des  racines 
faulies  de  l’autre  égalité  donc  l’un  des  membres  eft  -f -a. 

Par  exemple  fi  l’arc  A D=  ^ A R ; les  cordes  impaires 
BD,  B F,  B G , feront  les  racines  vraies  de  l’égalité 
x-  — x=a,.&c  les  cordes  paires  BE,  B H,  en 

feront  les  racines  faulies. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  Remarques  plu-' 
fieurs  Théorèmes  la  plupart  entièrement  nouveaux, 
touchant  l’infeription  des  poligoncs  réguliers  ; fi  l’on 
fait  attention  que  la  grandeur  connue  du  fécond  terme 
d’une  égalité  renferme  la  fomme  de  fes  racines  , que 
celle  du  troificme  terme  renferme  la  Ibmme  des  plans 
alternatifs  de  fes  racines  , que  celle  du  quatrième  terme 
renferme  la  fomme  des  folides  alternatifs  , &c,  & enfin 
que  le  dernier  terme  eft  égal  au  produit  de  routes  les 
racines  les  unes  par  les  autres.  J’en  mettrai  ici  quatre 
des  principaux  , après  avoir  fait  la  remarque  fuivante 
qui  peut  être  de  quclqyc  utilité. 
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Remarque  IV. 

Fi  0.  171.  4^1.  Les  memes  chofes  étant  pofées  que  dans  la 

273.  Remarque  précédente , où  I on  veut  que  l’aquilote  AD 
de  l’are  AK  fuit  impaire  ; |e  dis  qu’entre  les  cordes  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  A R.  B qui  contient 
l’arc  A R,  la  dernière  ou  plus  petite  B F foutend  un  arc 
B F qui  eit  à l’arc  B K , en  même  raifon  que  l’arc  A D 
ù l’arc  A R. 

Car  foit  l’arc  AD  h cinquième  partie  de  l’arc  A R, 
Je  par  conféquent  l’arc  D b la  cinquième  partie  de  la 
circonférence  ; il  clt  clair  que  la  demie  circonférence 
ARB  contiendra  deux  fois  de  demie  l’arc  ü E , c’eft-à- 
dirc , deux  fois  l’arc  D F ou  bien  l'arc  DEF  plus  la  cin- 
quième partie  de  la  demie  circonférence.  Donc  l’arc 
AD  plus  l’arc  B F vaut  la  cinquième  partie  de  la  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puifque  A ü elt  la  cinquième 
partie  de  l’arc  A R,  il  s’enfuit  que  B F fera  auffi  la  cin- 
, quieme  partie  de  l’arc  B R complément  à deux  droits 
de  l’arc  A R.  Mais  ce  que  l’on  vient  de  démontrer  fub- 
fifte  avec  la  môme  force  , foit  que  l’arc  AD  foit  la  cin- 
quième partie  de  l’arc  A R , ou  bien  une  autre  aliquote 
quelconque  impaire,  ün  a donc  eu  raifon  de  dire  en 
général , &c. 

De-li  on  voit  que  fi  l’on  nomme  b la  corde  BR  d’un 
arc  quelconque  BR  moindre  que  la  demie  circonférence, 
dont  le  rayon  eft  1 ; & que  l’on  forme  une  égalité 
dont  l’un  des  membres  foit  b , 6c  l’autre  le  rang  parallèle 
de  la  Table  qui  furpafle  d’une  unité  le  nombre  des  par- 
ties égales  dans  lefquellcs  l’arc  BR  doit  être  divifé  : 
cette  égalité  aura  pour  l’une  de  fes  racines  ta  corde  B F 
de  1a  première  de  fes  parties  , & par  conféquent  pour 
une  autre  de  fes  racines  , la  corde  B G de  la  première 
d’un  pareil  nombre  de  parties  égales  de  l’arc  BAR 
complément  à quatre  droits  de  l’arc  BR. 

T H B o R.  I. 
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Theoresme  T. 

4<(2.  Si  Ton  infcrit  au  dedans  d'un  cercle  un  poligont  F 1 o.  171. 
régulier  quelconque  D E F G H , &c.  d’un  nombre  impaire 
de  côtés  ; & qu’on  tire  d'un  point  quelconque  B de  la  cir- 
conférence à tous  les  angles  du  poligont  des  cordes  BD , 

B E , B F , B G , B H , &c  : je  dis , 

1 Que  la fomrnt  des  cordes  impaires  BD,  BF,  BG,  &c, 
à commencer  par  la  plus  grande  B O fera  toujours  égale  à 
la  fomme  des  cordes  paires  BE,  BH,  &c  ; c'ejl a-dire  que  la  - 
plus  petite  corde  BF — BE-t-BD — BH  -+-  DG  , &c=o. 

Car  menant  le  diamètre  B A , & prenant  l’arc  A R 
qui  contient  l’arc  A D autant  de  fois  que  le  poligone 
a de  côtés , il  eft  clair  comme  l’on  vient  de  voir  que  fi 
l’on  nomme  la  corde  BR,  a ,•  & le  rayon  CA  ou  CB , r ; 
les  cordes  impaires  BD , BF , bG , &c , feront  les  racines 
vraies  , & les  cordes  paires  B E , B H , &c,  les  racines 
fauîTes  de  l’égalité  qui  a pour  l’un  de  fes  membres  -+- a. 

Or  puifquc  le  fécond  terme , qui  félon  qu’on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  des  racines,  manque  tou- 
jours dans  cette  égalité  ; il  s’enfuit,  &c. 

2°.  Que fi  l'on  mene  le  diamètre  B A , & qu’ayant  pris 
l’arc  AR  qui  contient  l’are  AD  autant  de  fois  que  le  po- 
ligone  a de  côtés,  on  tire  la  corde  BR  : le  produit  BDx 
BE  x BF  x BG  x BH , Scc.  de  toutes  les  cordes  B D , B E , 

BF,BG,  BH,&c.  lis  unes  par  les  autres , fera  toujours 
égal  au  produit  de  la  corde  BR  par  une  puifance  du  rayon 
CA  qui  ait  pour  expofant  le  nombre  des  cordes  — r. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a ; puifquc 
B R = a , & qu’on  prend  dans  la  Table  pour  l’unité  le 
rayon  CA.  Or  comme  le  terme  a eft  toujours  le  der- 
nier terme  de  l’égalité  qui  a pour  fes  racines  toutes  les 
cordes  B D , BE , BF , LG , BH , &c,  & que  le  dernier 
terme  d’une  égalité  contient  toujours  félon  ce  qu’on 
démontre  en  Algèbre  le  produit  de  toutes  fes  racines  ; 
il  s’enfuit , &c. 

Hhh 
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Tkeokesmb  IL 

Ira,  175»  4^3.  Si  Toîi  divife  une  demie  circonférence  AEB  en 

un  nombre  quelconque  impair  de  parties  égales , dont  les 
deux  premières  J oient  l'arc  AE,  les  quatre  première  ; l'arc 
AEF ,St  ainfi  de fuite  de  deuxen  deux jujqu'à  la  dernière ,• 
(ÿ  qu  on  tire  les  cordes  BE,  BF,  &c  : je  dis , 

i°.  Que  la  première  de  ces  cordes  BE,  m lins  la  fécondé 
B F ,plus  Ui  troifieme , moins  la  quatrième , &c,  jufqu'à  la 
derniere  inclufvement ; cjl  toujours  égale  au  rayon. 

2°.  Que  le  produit  BEx  BF,  &c.  de  toutes  les  cordes  les 
unes  parles  autres,  e/l  égalé  à une  puijfance  convenable  du 
rayon.  Ainfi  dans  cet  exemple  où  le  nombre  des  divifions 
ejl  5 , & où  il  n'y  a par  conféqiunt  que  deux  cordes  B Er 

B F ; on  aura  i °.  BE — BF=CA.  i°.  BExBF=CA  - 
Car  inferivant  dans  le  cercle  entier  le  poligone  régu- 
lier E F G H dont  le  nombre  des  côtés  foit  égal  au  nom- 
bre des  divifions  à commencer  par  le  point  A ; & tirant 
de  l’autre  extrémité  B du  diamètre  A B a.  tous  las  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  BD,  BE,  B H',  BF, 
B G,  Sttÿ  il  eft  clair  , i°.  que  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des BD  ctt  égale  au  diamecre  B A , de  qu’ainfi  l’arc  AD 
étant  nul  ou  téro  , l’are  A R Je  fera  aufîi  ; d’où  l’on  voit 
que  la  corde  B R fera  aufîi  égale  au  diamètre  3 A* 
%?.  Que  les  cordesIlE,  RH , BF,  BG,  &c,  étan tarifes 
deux  à deux  font  égales  entr’cllcs.  Or  cela  pofé , fi  l’on 
applique  le  Théorème  précédent  à ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui-ci.  Donc , &c. 

T H E O R E .S  M.  E I I I- 

lie.  z-jz.  4-54.  Si  l'on,  inferit  au  dedans  d'un  cercle  un  poligone 
régulier  quelconque  D E FG  H K , &c , dont  le  nombre  des 
côtés  Joit  pair  ; fir  que  d'un  point  quelconque  B de  la  cir- 
conférence , on  tire  à tous  les  angles  de  ce  poligone  des 
cordes  B D,  B E,BF,  B G,  BH,  BK,  &c:  je  dis ,. 
irf.  Que  lajommt  tant  des  quartés  des  cordes  impaires 
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BD,  BF,  BH,  que  des  cordes  paires  BE , BG , BK,  ejl 
égale  au  quarré  du  rayon  CB  pris  autant  de  fois  que  le 
poligone  a de  côtés. 

Car  menant  le  diamètre  B A , & prenant  l’arc  A R 
qui  contienne  l’arc  AD  autant  de  fois  que  le  poligone 
a de  côtés;  il  eft  clair  * qu’en  nommant  la  corde  BR, a ,•  * rire.  44J. 
& le  rayon  CA  ou  CB , i ; les  quartés  des  cordes  im- 
paires B û , B F , B H , fi’c,  feront  les  racines  vraies  de 
fégalité  dont  l’un  des  membres  eft  -H  a ; & que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE , BK,  BG , fi’c,  feront  les 
racines  vraies  de  l’autre  égalité  dont  l’un  des  membres 
eft  — a.  Or  le  cocficient  du  fécond  terme  de  chacune 
de  ces  deux  égalités  qui  contient  la  fomme  de  leurs 
racines , eft  toujours  égal  au  quarré  du  rayon  pris  autant 
de  fois  que  le  poligone  a de  côtés  , comme  l’on  voit 
dans  la  Table.  Donc,&c. 

2®.  Que fi  l’on  mené  le  diamètre  B A ; St  qu’ayant  pris 
l’arc  A R qui  contienne  autant  de  fois  l’arc  AD  que  le  po- 
ligone a de  côtés , on  tire  la  corde  B R : le  produit  B D x 

BF  x BH  , &c.  des  quarrés  des  cordes  impaires , efl  égal 
au  produit  de  B A^  BR  par  une  puijfance  convenable  du 
rayon  ,fqavoir  B A-hBR  lorfque  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  ejl  funplement  pair , O"  B A — BR  lorfquil  ejl 
pai  renient  pair , ceft-à-dire,  divifible  par  4 ; fi  le  pro- 
duit BK  xBG  xBK  , &c.  des  cordes  paires , ejl  égal  au 
produit  de  BA-H  BR  par  la  même  puiJJ'ance  du  rayon , 
fç  avoir  BA — BR  dans  le  premier  câs  fi  B A-H  BR  dans 
lejecond. 

Car  nommant  BR, a ; & le  rayon  CA,  t ; il  eft  clair 
que  les  quarrés  des  cordes  impaires  BD , BF,  BH,  fi ’c, 
font  les  racines  d’une  égalité  qui  a toujours  pour  dernier 
terme  2^a  c’eft-k-dirc  BAZ+LBR;  & de  plus  que  les 
quarrés  des  eprdes  paires  BE , B G,  B K,  fie,  font  les 
racines  de  l’autre  égalité  qui  a toujours  pour  dernier  terme 
2 -4 -a  e’eft-à-dirc  ÈA-irBR.  Or  comme  le  demierterme 
d’une  égalité  conricnc  toujours  le  produit  de  toutes  fes 
racines , il  s’enfuit , & c.  . H h h ij 
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Corollaire. 

4^-  De-la  i!  eft  évident,  i°.  que  la  fomme  des 
quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu’impaires , 
eft  égal  au  quarré  du  rayon  multiplié  par  le  double  du 

nombre  des  côtés  du  poligone , c’cft-k-dirc  ici  que  B F 

+ BE  + B K' 11  CÂ\  2*. 

Que  la  différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec 
les  quarrés  des  cordes  paires  , eft  toujours  égale  k zéro , 

c’cft-k-dire,  quzlïP  —JfË+jTü—lÏK  -htJÏ — ~BG 
— o.  3°.  Que  le  produit  des  quarrés  des  cordes  impaires 
plus  celui  des  quarrés  des  cordes  paires,  eft  égal  au  qua- 
druple d’une  puiftance  pareille  du  rayon  ; c’eft-k-dire , que 

BF  x BD  x RH  -h~BË  xMx£G=4  CA*.  4°.  Que 
la  différence  de  ces  deux  produits,  eft  égale  au  double  de 
la  corde  BR  multipliée  par  une  puiftance  convenable 
du  rayon  ; en  obfervant  que  le  produit  du  quarré  des 
cordes  imoaires  , furpafle  celui  des  quarrés  des  cordes 
praires , lorlque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  fim- 
plement  pair  , & au  contraire  qu’il  eft  moindre , lorf- 

qu’il  cftpairement  pair:  c’eft-k-dire  ici,  que  B F xB  D 

xBH  —BE  x BK  xBG  =iBRxCA\  Que  le 
produit  des  quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu’im- 
paires les  uns  par  les  autres  fera  toujours  égal  au  produit 

de  BÂ'—1TR=BA+BRxBA±BR=ÂR\  caufede 
l’angle  droit  ARB , par  une  puiftance  convenable  du  rayon  : 
c’eft-k-dire , en  extrayant  de  part  & d’autre  les  racines  quar- 
rées , que  le  produit  de  toutes  les  cordes  eft  égal  au  produit 
de  la  corde  A R par  une  puiftance  du  rayon  moindre 
d’une  unité  que  le  nombre  des  cordes  ; par  exemple  ici , 
BFx  BExBDxBKxBHxBG  = ARx  CA'. 

Theoresme  IV.* 

Fie.  175.  456.  Si  l'on  divife  une  demie  circonférence  ADB  en  un 

nombre  quelconque  pair  de  parties  égales,  dont  la  première 
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foit  l’arc  A D , les  Trois  premières  l’arc  A DE,  les  cinq 
premières  l’arc  A D EF,  & ainji  de  fuite  de  deux  en  deux 
j u/qu  à la  derniere  ; G qu'on  tire  les  cordes  BD , BE,  B F, 

&c  : je  dis , , 

i°.  Que  la  fomme  des  quarrés  de  ces  cordes  e fl  égale  au 
quarrédu  rayon  pris  autant  de  fois  qu’il  y a de  divifions. 

C’ejl-à-dire  ici , où  le  nombre  des  divifions  e/l  6,  que  BD 
-+- BE -hI3F‘=6CA  . 

2°.  Que  le  produit  des  quarrés  de  ces  cordes  les  uns 
par  les  autres , vaut  le  double  de  la  puiffance  convenable 

du  rayon.  Ainfi  BD  xBE  x BF  = 2 CA % & par  confia 
quent  BD  x BE  x BF  = CA5  x \/i. 

Car  inferivant  dans  le  cercle  entier  un  poligone  régu- 
lier DEFGHK  , dont  le  nombre  des  côtés  foit  égal  au 
nombre  des  divifions  , k commencer  par  la  première  D ; 

& tirant  de  l’extrémité  B du  diamètre  A B , k tous  les 
angles  de  ce  poligone,  des  cordes  BD,BK,  BE , B H , 

BF ,BG : il  eft  clair  que  les  cordes  BD,  BK,BE , BH , 

B F , BG,  &c , étant  prifes  deux  k deux  font  égales  cn- 
rr’ellcs  ; & partant  que  fi  l’on  applique  les  articles  premier 
& troilieme  du  Corollaire  précédent  k ce  cas  particu- 
lier , on  en  verra  naître  ce  Théorème. 

Exemple  XII. 

4^7.  Inscrire  dans  un  cercle  donné,  un  poligone 
régulier  quelconque  , dont  le  nombre  des  côtés  foit 
donné. 

On  peut  regarder  ce  Problème , comme  n’étant  qu’un  p 10> 
cas  particulier  de  l’exemple  précédent.  Car  fi  l’on  fup- 
pofe  que  la  corde  B R devienne  nulle  ou  zéro , il  s’en- 
fuit que  l’arc  A R qu’elle  termine  deviendra  la  demie 
circonférence.  Or  fi  l’on  propofe  de  divifer  la  circonfé- 
rence entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  ; 
il  eft  évident  qu’en  divifant  la  demie  circonférence 
dans  ce  même  nombre , & prenant  la  fécondé  corde  au 
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lieu  de  la  première , elle  terminera  la  première  des  par- 
ties demandées.  Par  exemple  , fi  l’on  divife  la  demie  cir- 
conférence AD  B en  fept  parties  égales  A IA , DE , EF, 
F G , G H,  H I , I B ; la  fécondé  corde  B E terminera 
l’arc  A E qui  eft  la  féptieme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D’où  l’on  voit  qu’en  égalant  à zéro  le  rang 
parallèle  de  la  Table  qui  furpaffe  d’une  unité  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  , on  formera  une  égalité  dont  la 
plus  grande  des  racines  x exprimera  la  valeur  de  la 
cordc  BD  qui  termine  J’arc  AD  moitié  de  l'arc  cherché 
AE.  Mais  V CB(  1).  BÜ  (x)  ::  BD  (x).  BE -h  BA, 
de  par  conféquent  fi  l’on  nomme  la  fécondé  corde  BE , ç; 
on  aura  xx=ç-l-i.  Si  donc  l’on  fait  évanouir  par 
lé  moyen  de  cette  égalité  l’incortnue  X dans  la  prccé- 
•derite  0 on  ert  formera  tulp  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racine  j exprimera  la  corde  B E qui  termine  P arc  cher- 
ché A E • Ainfi  dans  notre  exemplé  , en  égàlaut  à zéro 
le  huitième  rang  parallèle  de  divifant  par  X , je  trouve 
cètté  égalité  tij-~fx*^¥- i^xx-^-y^o , dans  laquelle 
Iticttant  à la  place  de  x x fa  valeur  » h la  place  de 
X*  le  quarré  de  cette  valeur,  dtc.  je  la  change  en  cette 
autre  2{-4-  i = o,  dont  la  plus  grande  des 

racines  { exprime  la  valeur  de  la  corde  BE  qui  termine 
l’arc  AE  feptieme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  eft  le  feul  cas  né- 
reffaire  ; puifque  s’il  étoit  pair , on  le  réduirait  toujours 
en  lp  divifant  par  1,  autant  de  fois  qu’il  ferait  poffible, 
pn  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  la  cir- 
conférence , on  aurait  par  la  bifleâion  d’une  des  parties 
égales  , réitérée  autant  qu’il  ferait  néceffaire , l’arc  qu’on 
demande. 

Soit  conftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  jiarallèlâ  étant  1 , de  le  fécond  f-“-  1 ; le  troificme 
foitégal  au  produit  du  fécond  par  moins  le 
premier;  le  quatrième  — çç — 2{-+-i  foitégal  au  pro. 
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/uit  du  troifiemc  par  ç , moins  Je  fécond  ; & ainfi  à l’in- 
fini.  Soif  formée  une  égalité  donc  J’un  des  membres  étant 
*e'ro , l’autre  foie  le  rang  parallèle  de  la  Table,  qui  ait 
pour  espofent  La  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cotés 
du  poligoeo.  Je  di?  que  la  plus  grande  des  racines  { de 
cette  égalité,  terminera  un  are  qui  aura  pour  corde,  le 
«ôté  cherché  du  poligonc. 


I 

.a* 

y 

4" 

5* 

6e 

T 

8' 

9' 

ro' 


i Table  poiir  Vinfcription  des  poligone? 

{ — ï réguliers  dans  le  cercle. 

ff  — î ~ 1 
î1  — îî — 

r — r— +* 

V — î — 4T‘  — r 

r — î’  5î  —3Î  — I 

r 4Î  -f-r 

— {7— 7{‘  IOÏ5— IOK+4Î  +r 

{’  — 8{7  H-7{  ^î4— r 


Qu’il  faille  , par  exemple , inferire  dans  un  cercle  un 
Heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table  , parce  que  4_cft  la  plus  grande  moitié  de  7 , & 
l'égalant  à zéro  j’ai  =±=o  , dont  la  plus 

grande  racine  { exprimera  la  valeur  de  la  corde  B E ,. 
qui  termine  l’are  AE  fèptieme  partie  de  la  circonfé-^ 
rence  entière.  Pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  AR  moindre  que  la  demie  cir-  Fig*  x*jf. 
conférence  , divifé  en  un  nombre  quelconque  impair  , de 
parties  égales  aux  points  D,  E,  FyG,  Sic  ; .&  foient  me- 
nées de  l'extrémité  B du  diamètre  B A,  les  cordes  BD, 

B E , B F,  B G,  Sic,  jufqu’à  la  dernière  BR.  Ayant  pris 
l’arc-  AS  égal  h l’arc  AD,  foit  tirée  la  corde  BS,  & 

•foient  nommées  la  première -corde  B D ou  B S,  x y & 
la  fécondé  BE,ç.  Cela  pofé,  on  aura  félon  le  Lemme 
■CB{ r).  BE  ({)::  BD(x).  BF+BS.  Et  par  confé- 
quent  BF—x^ — x.  De  même  CB  (1).  BE  ({)::  B F. 

BD  -h-BH.  Et  par  conféqucnt  BH==  {BF- — BD  f de 
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même  encore  CB  (i).  B E (ç)  : : B H.  BF-+-BR,  & 
partant  BR={BH — B F : c’eft-à-dirc,  que  la  cinquième 
corde  BH  eft  égale  au  produit  de  la  troifieme  B F par  { , 
moins  la  première  B D ,*  que  la  feptiemc  BR  cft  égal  au 
produit  de  la  cinquième  B H par  ç , moins  la  troifieme 
B F ; & ainfi  h l’infini  de  toutes  les  cordes  impaires.  D’où 
l’on  voit  que  fi  l’on  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x , & le  fécond  xr — x ; le  troifieme  — x{ 

— x foit  égal  au  produit  du  fécond  par  ç , moins  le 
premier  ; le  quatrième  x^i — -x^ — 2X£-f-i  foit  égal  au 
produit  du  troifieme  par  { moins  le  fécond  ; & ainfi  à 
l’infini  : les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BD,BF,BH,BR,  del’arc 
A R.  Or  les  rangs  de  cette  Table  n’étant  autres  que 
ceux  de  la  précédente  multipliés  chacun  par  x , il  s’en- 
• fuit  qu’en  fuppofant  que  la  dernière  corde  BR  devienne 
Fig.  17 6.  nulle  ou  zéro  (ce  qui  arrive  lorfque  l’arc  AR  devient 
la  demie  circonférence,)  & faifant  ce  qu’on  vient  de 
preferire , on  aura  une  égalité  dont  l’inconnue  ( expri- 
mera la  fécondé  corde  BE  qui  termine  l’arc  Ah  qui  eft 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière  , 
que  l’arc  A D qui  en  eft  la  moitié , l’eft  dans  la  demie 
circonférence. 

II  faut  remarquer , i°.  que  les  égalités  qu’on  trouve 
de  cette  maniéré  font  les  plus  fimples  qu’il  eft  poflible , 
lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  un  nombre 
premier  : mais  que  lorfqu’il  eft  compofé  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  premiers , il  faudra  divifer  d’abord  la 
circonférence  entière  en  autant  de  parties  égales  que 
Je  plus  grand  de  ces  nombres  a d’unités  , & enfuite  une 
Je  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l’un  des 
nombres  reftans  a d’unités  , &.  continuer  jufqu’à  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compofent  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  foient  épuifés.  z°.  Qu’entre 
les  cordes  qui  partent  du  point  B , & qui  font  renfer- 
mées dans  la  demie  circonférence  AE B ; les  impaires 
à commencer  par  la  plus  grande  BE  font  les  racines 

vraies , 


Digitized  by  Google 


DbsProslemks  déterminés.  433 
vraies  , & les  paires  les  faufles  des  égalités  qu’on  trouve 
par  eette  méthode  : ainli  les  cordes  B E , B I , font  les 
deux  racines  vraies  de  l’égalité  ç — 2 { H-  i = o , 

& la  corde  B G en  eft  la  fâufie.  3®.  Qu’entre  les  racines 
de  ces  fortes  d’égalités  , la  plus  petite  eft  la  corde  d’un 
arc  qui  eft  la  moitié  de  celui  qu’on  cherche  : c’eft-à  dire 
dans  cette  exemple,  que  la  plus  petite  racine  B 1 de 
l’égalité  — {{ — zf-*-i=L> , eft  la  corde  d’un  arc  B1  qui 
qui  eft  la  quatorzième  partie  de  la  circonférence. 

Remarque. 

4^8.  Il  eft  vifible  dans  cette  derniere  Table , que 
tous  les  termes  du  premier  & du  fécond  rang  perpendi- 
culaire ont  chacun'  pour  coëficient  l’unité  ; que  ceux  du 
troifieme  & du  quatrième  rang  ont  pour  coëficiens  les 
nombres  naturels  1 , 2 , 3 , 4 , &c  qui  fe  forment  par  l’ad- 
dition continuelle  des  unités  ; que  ceux  du  cinquième  & 
du  fixieme  rang  ont  pour  cocficiens  les  nombres  triangu- 
laires 1 , 3 ,<î , 10,  &c  qui  fe  forment  par  l’addition  con- 
tinuelle des  nombres  naturels  ; que  ceux  du  fepticme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  coëficiens  les  nombres  pira- 
midaux  1,4, 10, &c,  qui  fe  forment  par  l’addition  con- 
tinuelle des  triangulaires  ; & ainfi  à l’infini  de  deux  en 
deux  des  nombres  d’nn  ordre  fupérieur  qui  fe  forment 
par  l’addition  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre. 

L E M M E I. 

4 <59.  S’ il  y a fur  un  demi  ccrclt  AEB  deux  arcs  égaux  pIG- 177. 
AD,  EF,  dont  l'un  AD  ait/on  commencement  en  l'une  des 
extrémités  A du  diamètre  AB,  & l'autre  EF  J'oit  pris  par 
tout  où  l'on  voudra  ; & qu'on  tire  les  cordes  BD,  BE,  B F, 

& A D , A E , A F : je  dis , i°.  que  ABxBF=BDxBE 
— AD  x AE.  2°.  Que  AB  x AF=BD  x AE-f-ADxBE. 

Car  les  trois  triangles  reâangles  AD  G (le  point  G 
eft  ici  le  point  d’interfeâion  des  cordes  BD,  AF),  AEB, 

Iii 
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BEG  font  ftmblables  entr’cux  ; puifque  l’angle  AGD 
ou  B GF  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deu*  arcs 
BF,  AD,  eft  égal  à l’angle  B AE  qui  a auffi  pour  me- 
fure la  moitié  des  deux  arcs  BF,  FE , ou  AU.  Si  donc 
l’on  nomme  le  diamètre  AB,  x ; les  cordes  B D , x ; 
AD, y ,*  BE,  vf  AE , çy  on  aura,  i°.  BE  (v).  EA (çj  :: 

AD(y).  DG=^ , & partant  BG  ou  BD — DG=x 

— y-l.  2°.  AB  (i).  BE  (v)::  BG  (x — 22.V  BF=vx 

— yf,  c’ett-à-dire  (puifque  AB= i)  que  ABxBF 
= B Dx  B E — A DxA  E.  Ce  qu’il  falloir  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  BE  (v).  B A (i)  : : AD  (y),  AG=y-.  Et 
AB  (i).  A E (ç)  : : B G GF=s  x ; & 

partant  AG -+-  GF  ou  AF—x[  — y = xç  -4-yy,. 
puifqu’à  caufe  du  triangle  rcûangle  AE  B on  trouve 
i — {{=vvf  c’eft-à-dire  que  AF  ou  ABx  AF=  BD 
xAh  -+-  AD  xBE.  Et  c’elt  ce  qui  reftoit  à démontrer.- 

.LEM.ME  IL 

460.  S o it  formée  une  Table  , dont  le  premier  rang 
parallèle  étant  compofé  de  deux  parties  x & y,  tous  les 
autres  le  f&ient  aujji  félon  cette  régit  j la  première  partie 
de  tel  rang  parallèle  qu’ on voudra , vaut  la  première  par. 
tic  du  rang  parallèle  qui  le  précédé  immédiatement , mul- 
tipliée par  x,  moins  la  fécondé  partie  du  meme  rang  mul- 
tipliée par  y : & la  fécondé  partie  vaut  la  même  première 
partie  multipliée  par  y,  plus  la  même  fécondé  multipliée 
fr  e<  17j.  parx.  Soit  de  plus  un  arc  de  cercle  quelconque  AR  moin- 
dre que  la  demie  circonférence  divije  en  autant  de  parties 
égales  qu’on  voudra , aux  points  D,  E,  F,  G,  &c.  Je  dis 
que  fi  le  diamètre  AB  — 1,  & les  deux  premières  cordes 
BD=x,  AD=y  ; toutes  les  autres  cordes  BE,  BF,  BG,&c, 
feront  exprimées  par  les  premières  parties  du  deuxieme , 
troifieme  , quatrième,  &c.  rang  parallèle  , & les  autres 
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cordes  correfpondantcs  AE,  AF,  AG  , &c  , par  les 
fécondés  parties  des  mêmes  rangs.  Ainfi  B G étant  la  qua- 
trième corde , vaut  la  première  partie  x4 — 6yyxx-t-y4  du 
quatrième  rang  parallèle,  & fa  corref pondante  A G vaut 
la  fécondé  partie  4yx’ — 4y’x  du  même  rang. 


2* 

y 

4' 

5' 

6' 

T 


x 

XX — yy 

jyy* 

x4—  tyyxx- f-y4 

x'— -îoyyx’-Hjy4» 

x4— 1 jyyx4-)-i  jy4xx— yf 
x7— i iyyx'-4-f}y4xJ — 7 y(x 


y 

xyn 

] y xx — y 1 

♦y*’ — 4y’jf 

Syx* — ioy ’xx-t-y7 
<yx* — 10 y,*’-4-<y,x 
7y*7  — - i sy 1 x4  -h  1 ry 1 xx— *T 


Car  il  eft  clair  félon  le  Lemme  précédent  que  le  pro- 
duit d’une  corde  quelconque  B F par  la  première  corde 
B JD  (x),  moins  le  produit  de  la  corde  corrcfpondàntc 
A F , par  l’autre  première  corde  AD  ( y)  exprime  la  va- 
leur de  la  corde  BG  qui  fuit  immédiatement  BF ; & auffi 
que  la  corde  AG  vaut  BFxAD  ( y ) -4-  AF  x B D (x). 
Donc , &c. 


Corollaire. 

4<Ji.  Si  l’on  ajoute  enfemblc  le*  deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  précédente,  en  met- 
tant par  ordre  tous  les  termes  qui  les  compofent  félon 
les  différens  degrés  des  puiflancesde  *4  on  formera  cette 
nouvelle  Table  qui  contiendra  par  ordre  les  termes  de 
toutes  les  puiflances  du  binôme  x-\-y  ; en  obfervant 
que  le  premier  & le  fécond  terme  doivent  être  pris  affir- 
mativement, le  troificme  & le  quatrième  négativement, 
tx.  ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  jufqu’au  der- 
nier. Ainfi  le  troifieme  rang  parallèle  contiendra 
x » -4 ~2yxx — 3 yyx — y'  » c’eft-àrdire  le  cube  du  binôme 
* -4 -y,  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  affir- 
mativement , & les  deux  derniers  négativement  : dc 
même  le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  x*  -4 -<>yx4 
— 10 yyx'  — ioj’xx -4- 5J4x -4-y' , qui  eft  la  cinquième 


• 

• 
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puiftance  du  b nome  x -\-y , donc  le  premier  & le  fécond 
terme  font  pris  affirmativement , le  troifieme  & le  quatriè- 
me négativement,  le  cinquième  & le  (ixieme  affirmative- 
ment ; & il  en  eft  ainfi  de  tous  les  autres  rangs  à L’infini. 

T 

2e 

3' 

4' 

Ÿ 

G' 

T 

“x-4-  y 

xx-^-iyx  — y y 
x’-^yxx—  3yyx  — y' 

*4  -+-4 yx'  — Gyyxx—  4 y x -+-  y * 
x'  4-Gyx* — ioyyx5 — ioy’*  -4-  <,y  x H-  y 
x'+tyx'—  \%yyx*— ioy’x'-hiWtxx-+.  Gy  X — y‘ 
x7  +7yx‘—  uyyx'— 3^ x* +3W  x -+-ny'xx— jy'x— y1 

Car  fi  l’on  fait  attention  à la  maniéré  dont  la  Table 
précédente  eff  formée , on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  fes  rangs  parallèles  font  formés  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précédé  , multipliés  par  x & par  y , 
& joints  par  des  fignes  + & — , en  telle  forte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  compofent  chaque  rang, 
étant  mis  par  ordre  , félon  les  différons  degrés  de  1 in- 
connue x , il  y a de  fuite  deux  fignes  -+-  , & après  deux 
fignes  — \ & ainfi  alternativement  jufqu’au  dernier. 

Remarque. 

• 

462.  Il  eft  vifible  dans  cette  demiere  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire , ont 
chacun  pour  coëficiens  les  nombres  naturels  i,2,3,q.,&c, 
qui  fe  forment  par  l’addition  continuelle  des  unités  -r 
que  ceux  du  troifieme  rang  ont  pour  coëficiens  les  nom- 
bres triangulaires  1,3,6,10,  &c,  qui  fe  forment  par 
l’addition  continuelle  des  nombres  naturels  ; que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coëficiens  les  nombres  pira- 
midaux  1,4,  10, 20,  & c,  qui  fe  forment  par  l’addition 
continuelle  des  triangulaires  ; & ainfi  à l’infini  de  rang 
en  rang  en  avançant  vers  la  droite , les  nombres  dîun 

• ✓ 
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ordre  fupérieur,  fe  forment  par  l’addition  continuelle  de 
ceux  de  l’ordre  immédiatement  précédent. 

Exemple  XII, 

463.  U n arc  de  cercle  A R étant  donné;  le  divi-  Pi  g.  178. 
fer  en  autant  de  parties  égales  qu’on  voudra , aux  points 
D , E , F,  G,  &c;  par  une  méthode  différente  de  celle 
de  l’exemple  dixième. 

Ayant  nomme  le  diamètre  AB,  1 ; les  cordes  don- 
nées B R,  a ; A R,  b ; qui  terminent  l’arc  donné  AR; 

Sx  les  cordes  inconnues  BD  ,x  ; AD , y ; qui  terminent 
l’arc  cherché^  D ; on  élevera  le  binôme  x-f-y  à une 
puiflancc  dont  l’expofant  foit  égal  au  nombre  des  divi- 
sons. On  formera  deux  égalités , dont  la  première  aura 
pour  l’un  de  fes  membres  la  donnée  a , Sx  pour  l’autre 
tous  les  termes  impairs  de  la  puilfance  de  x -+~y  , joints 
par  des  lignes  -4-  & — alternatifs  ; & la  fécondé  aura 
pour  l’un  de  fes  membres  la  donnée  b , Sx.  pour  l’autre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  puilfance  du  binôme 
*-Hy,  joints  encore  enfemble  par  des  lignes  alternatifs 
-+-& — . On  fera  évanouir  l’une  ou  l’autre  des  incon- 
nues x ou  y,  par  le  moyen  de  l’égalité  xx=±=i — yy  ou 
yy=  1 — xx , qui  fe  tire  du  triangle  ADB  reéfangle  en 
D : ce  qui  donnera  enfin  une  derniere  égalité  où  il  n’y 
aura  qu’une  feule  inconnue  x ou  y , dont  la  réfolution 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  BD  ou  A D qui 
termine  l’arc  cherché  A D. 

Qu’il  faille  , par  exemple  divifer  l’arc  cherché  A R 
en  fept  parties  égales  , aux  points  D , E ,F , G , H , I.  # 

Je  prends  la  feptieme  puilfance  x -4-7 yx‘-4-2iyyx’ 

3W3 x* ->r~  3W* x'  ■+"  iiy'xx  -+-  "jytx-\-y7  du  binôme 
x-4-y,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  u=x7 

— Ziyyx'  -+-3SJT4*3— 7y‘x  » & b=7yx*—3W3x4 
-4-2iy’xx — y7.  Et  faifant  évanouir  dans  la  première  de  ces 
deux  égalités  l’inconnue  y,  ou  dans  la  fécondé  l’inconnue  x, 
par  le  moyen  de  l’égalité yy=*  1 — xx  ou  xx=i- — yy. 
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qui  ne  renferme  plus  qu  une  leule  inconnue,  oc  donc  la 
réfolution  qui  fc  fera  félon  les  règles  du  Livre  précédent, 
fournira  pour  l’une  de  fes  racines  x ou  y , une  valeur 
B D ou  A D qui  fervira  à déterminer  la  première  des 
parties  égales  demandées.  Tout  cela  eft  line  fuite  des 
deux  articles  précédens. 

Il  eft  à remarquer  que  fi  l’arc  A R étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence  , celle  des  deux  égalités  pré- 
cédentes qui  a pour  l’un  de  fes  membres  -+-  b fert  éga- 
lement fans  y rien  changer  , mais  dans  l’autre  il  faut 
changer  le  membre  -4-  a en  — a ; dont  la  raifon  eft  que 
la  corde  BR  (a)  palTanc  de  l’autre  côté  du  point  B 
devient  négative  de  pofitive  qu’elle  étoit , au  lieu  que  la 
corde  A R ne  repartant  point  de  l’autre  côté  du  point 
A demeure  tpujours  pofitive. 

L E M M E I. 

464.  Ouh  dans  un  quarré  quelconque  de  cellules  on 
remplijfe  de  la  lettre  a , toutes  Us  cellules  du  premier  rang 
parallèle  ; de  la  lettre  b , toutes  les  cellules  du  premier  rang 
perpendicula  ire , excepté  la  première  ; & enjuite  toutes  les 
autres  cellules  par  le  moyen  de  cette  réglé  ; c'efi  à Jqavoir 
qu’une  cellule  doit  toujours  être  égale  à celle  qui  ejl  au- 
dejfus  plus  à celle  qui  ejl  à gauche  : de  cette  forte  fin  aura 
le  quarré  de  cellules  qu'on  voit  ici.  Or  cela  pofe  - 


1. 


2. 


U 


6. 
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cfl  à gauche  plus  à toutes  celles  qui  font  au-deffus  : c’cfl- 
à-dire,  par  exemple  , que  la  quatrième  cellule  4 an-  6 b 
du  troijicme  rang  perpendiculaire  , ejl  égale  à la  cellule 
i-hjb  qui  ejl  à gauche,  & qui  par  conféquent  eft  la 
quatrième  du  fécond  rang  perpendiculaire , plus  à toutes 
les  autres  a-+-2b,  a-4-b,  a,  font  au-dejfus  d’elle 
dans  ce  fécond  rang. 

Car  fuppofant  que  a,c,d,e,  expriment  les  quatre 
- premières  cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire  , & 
a>f>gyh>  les  quatre  premières  du  troifieme  rang,  on 
aura  par  la  formation  du  quarré  de  cellules  h=e-\-g, 
g—d-hf,f-*-c-ha  , & partant  ù = 
ce  qu’il  ralloit  prouver.  Or  il  eft  vifible  que  cette  dé- 
monftration  fe  peut  appliquer  à tel  nombre  de  cellules 
qu’on  voudra  de  deux  rangs  perpendiculaires  voifins. 
Donc,  &c. 

Corollaire. 

465.  Puisque  toutes  les  cellules  excepté  celles  dû' 
premier  rang  parallèle  & celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire , font  compofées  de  deux  termes  dans  le  premier 
defquels  fe  trouve  la  lettre  a , & dans  le  fécond  la  let- 
tre j il  s’enfuit,  i?.  que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre 
a,,  eft  égal  au  terme  où  fe  trouve  la  même  lettre  a dans 
la  cellule  à gauche  , plus  à tous  les  termes  où  elle  (b  ren- 
contre dans  les  cellules  qui  font  au-deflùs  de  celle-ci. 
2°.  Que  le  terme  où  fc  trouve  la  lettre  b , eft  égal  au  terme 
où  fe  trouve  la  même  lettre  b dans  la  cellule  à gauche 
plus  à tous  ceux  où  elle  fe  trouve  dans  les  cellules  qui 
font  au-defîus.  Ainfi  le  terme  i^a  de  la  cinquième  cel- 
lule du  quatrième  rang  perpendiculaire  , eft  égal  au 
terme  5 a de  la  cellule  h gauche  , plus  aux  termes  4a, 

3 a , 2 a , 1 a , qui  fe  trouvent  dans  les  celliiles  qui  font 
au-ddfus  de  celle-ci  ; & de  même  20 b cil  égal  au  terme 
10 b de  la  cellule  a gauche  , plus  aux  termes  6b,  3 b,  1 b, 
de  toutes  les  cellules  qui  font  au-delfus. 
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LEMME  JI. 

466.  Si  P on  multiplie  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  a 
dans  une  cellule  quelconque , par  la  J'omme  des  expofans 
de  Jon  rang  parallèle  0 de  Jon  rang  perpendiculaire  moins 
2 , 0 qu’on  divije  le  produit  par  l’expofant  de  Jon  rang 
perpendiculaire  moins  1 ; je  dis  que  le  quotient  J’era  égal  à 
ce  terme  plus  à tous  ceux  qui  Jonc  au-dejjus  de  lui  ; c’ejl-à- 
dire , par  exemple , que  Ji  l’on  multiplie  le  terme  i^a  delà 
cinquième  cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire  par 
5-1-4 — a=7>  & qu'on  divife  le  produit  par  4 — 1=3  ; le 
quotient  35  a Jera  égal  au  terme  15  a plus  à tous  les  autres 
10  a, 6a,^a,ia,  qui  J’ont  au  dcjfus  de  lui. 

Cela  eft  vifible  dans  toutes  les  cellules  du  deuxieme 
rang  perpendiculaire  , puifqu’cllcs  contiennent  toutes 
le  même  terme  ut.  Or  je  vais  démontier  que  fuppofé 
• que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  un  rang  perpen- 
diculaire quelconque,  elle  fe  trouve  r.écefTaircment  dans 
celui  qui  eft  k droit  ; d’où  il  fuivra  que  puifqu’clle  fe 
■ trouve  dans  le  deuxieme  rang  perpendiculaire,  elle  fera 
auffi  dans  le  troificme,  que  puifqu’ellc  fe  rencontre  dans 
le  troificme , elle  fera  auffi  dans  le  quatrième , & ainfi 
de  fuite  à l’infini.  Pour  le  prouver. 

Soient  a,e,c,  d,  e,  f , Oc,  autant  de  termes  qu’on 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a , dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  h commencer  par  le  pre- 
mier ; a,  g,  h,  le,  l ,0c  un  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à droit  à commencer  auffi  par  le  premier. 
Soit  de  plus  m égale  à la  fomme  des  expofans  moins 
2 des  rangs  perpendiculaire  de  parallèle  de  la  cellule 
ou  fe  trouve  le  terme  f\  & r égale  k l’expofant  moins  1 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.  Par  la  fuppo- 
* Au,  464.  fitio n~f=f-+-c+  d+C  + a=  * l,  ~d-e—e-{-d 

-4-c-r+-a=  h,  d=d-\-c-i-a=k  , c=c-ha 

*=£  > ~~  <*  *=a.  Donc  l-h  k -h  h -\-g-\-a  ==y  / 
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H ~H  — d H C -I  ra  ~ ~ x f ‘ 

-4 -d-+-c-+-a,  — - x t e-^-zd-\-jc-h  ^a  = j l,  — '-xk 

-+-  h -+-  g -+-  a en  mettant  pour  /+c  + i+c  + a 
fa  valeur/,  & pour  ie  -+-  îd  -t-  3c  -f-  4a  fa  valeur  Â-+ -h 

-( -g -h  a : tranfpofant  d’une  part  / & de  l’autre  — - x k 


-H h g -+-  a , on  aura  — ^ x k h -h  g a — / : 


multipliant  de  part  & d’autre  par  r , divifant  par  r-f-  1 , 
& ajoutant  de  part  & d’autre  l , il  vient  enfin  /=/ 

— t-  k -+-  h H-g-t-  a.  Mais  comme  le  rang  perpendicu- 
laire de  la  cellule  où  fe  trouve  / , furpaffe  d’une  unité 
Æclui  de  la  cellule  où  fe  trouve  f,  & que  leur  rang  pa- 
rallèle demeure  le  même  ; il  eft  évident  que  la  propriété 
marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve  la  lettre  a 
dans  un  rang  perpendiculaire  quelconque  , convient 
auffi  au  terme  l du  rang  perpendiculaire  qui  ell  à droit. 
De  plus  puifque  cette  démonltration  fubfiltc  également 
tel  que  puilfe  être  le  nombre  de  termes  des  deux  rangs 
perpendiculaires  voifins , il  s’enfuit  que  ce  que  l’on  vient 
de  montrer  par  rapport  au  terme  / , fera  vrai  auffi  ù 
J’ égard  de  tout  autre  de  fon  rang  perpendiculaire. 

Si  l’on  fuppofe  à préfent  que  n exprime  en  général 
J’expofant  d’un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le 
premier , on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ne 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre  a fe  rencontre  ; que 
Ja  fécondé  renferme  toujours  r a ; que  fi  l’on  multiplie 

1 a Par  = 7 t on  aura  7 a Pour  1e  terme  où  fe 

-trouve  la  lettre  a dans  la  troifieme  cellule  ; & de  même 
.que  lï  l’on  multiplie  ~ a par  , on  aura 

" a x pour  le  terme  où  fe  trouve  a dans  la  quatrième 
cellule  : de  forte  que  cette  fuite  o , 111,7a,  j x ^7^ cl , 


„ „-X- 1 fl-f-I  _ n n-|-i  n-f-i  n-(-5 

j*  -ir*  3 a’>*  * * i~x~ra> 


&c  , exprimera 
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par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  a , dans 
les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n eft  l’expofant.  Ainfi 
fi  n=5  , la  fuite  o,  i a,  <\a,  15a,  3 \a  , &c,  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  a dans  les 
cellules  du  cinquième  rang  parai  lèle. 

LE  MME  III. 


467.  Si  l’on  multiplie  le  terme  où Je  trouve  la  lettre  b 
dans  une  cellule  quelconque  , par  la  J'omrne  des  cxpojàns 
de  Jbn  rang  parallèle  & de  fon  rang  perpendiculaire 
moins  2,  ti  qu'on  divife  le  produit  par  Vexpojant  de  fon 
rang  perpendiculaire  ; je  dis  que  le  quotient  fera  égal  à ce 
terme  plus  à tous  ceux  qui  font  au  dejf us  de  lui  : c’ejl-à- 
dire , par  exemple , que  f l'on  multiplie  le  terme  10b  de 
la  cinquième  cellule  du  troifieme  rang  perpendiculaire  par 
^-4-3— -2=6,  & qu'on  divije  le  produit  par  3,  on  aura 
20b  pour  la  fomrne  du  terme  10b,  & de  tous  les  autres 
6 b,  3 b,  1 b , qui J'ont  au-dcJJ'us  de  lui  : 

Il  efi  vifible  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  ren- 
ferment la  même  valeur  1 b , excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  b ne  fe  rencontre  point.  Or  de  cela 
feul  l’on  prouvera  comme  l’on  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  précédent  ù l’égard  des  termes  qui  font  multi- 
ples de  , a y qu’elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  fécond- 
rang  perpendiculaire  , dans  le  troifieme  , dans  le  qua- 
trième , & ainfi  dans  tous  les  autres  à l’infini.  D’où  l’on 
conclura  que  fi  n défigne  l’expofant  d’un  rang  parallèle 
quelconque  autre  que  le  premier  ; la  fuite  1 b , b } IZll 


n I 1 — i »„»•+•!  1 n — i n n-(-i  n-l-i  , c. 

x-6,-— x-x  ~b,  --x-x^y-x  — b,  tic,  expri- 
mera par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  b 
dans  les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n eft  l’cxpofant. 
Ainfi  fi n=i5 , la  fuite  ib,  fb , 10^,20^,35^  <S’c,  expri- 
mera par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  b dans  le 
cinquième  rang  parallèle. 
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Corollaire. 

468.  Tl  fuie  de  ces  deux  derniers  Lemmes , que  fi 
Ton  ajoute  par  ordre  tous  les  termes  de  cette  fuite  à 
ceux  de  la  précédente  , on  en  formera  une  , 1 b , 1 a , 

+ --b’  7 7 -x;xtA, 

- x — — x — — a x — — x - x — — x — — b , ÿc;  ou  en 

abrégeant  l’expreflion,  b , a b , a b x"  a 

H J—  o x - x — - , a -H  — - x - x — - x tse.  qui 

exprimera  par  ordre  toutes  les  cellules  du  rang  parallèle  de 
la  Table  dont  n elt  l’expofanr. 

D’où  l’on  voit  que  par  le  moyen  de  cette  fuite  , on 
peut  trouver  tout  d’un  coup  telle  cellule  qu’on  voudra , 
les  expofans  de  fon  rang  parallèle  & perpendiculaire 
étant  donnés  ; puifquc  prenant  dans  la  fuite  générale  le 
terme  qui  répond  à l’cxpofant  du  rang  perpendiculaire , 
c’eft-ii-dire  , le  quatrième  terme , fi  le  rang  perpendicu- 
laire eft  le  quatrième , le  cinquième , s’il  cft  le  cinquiè- 
me &c  , & mettant  dans  ce  terme  à la  place  de  n l’ex- 
pofant  du  rang  parallèle  , on  aura  la  cellule  que  l’on 
cherche.  Que  l’on  demande  , par  exemple  , la  cinquiè- 
me cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire  ; ayant 

mis  dans  le  quatrième  terme  a -|-  n-~  b x ^ x , à la 

place  de  n l’expofant  5 du  rang  parallèle  de  la  cellule, 
on  trouvera  a -{-^b  x , c’cft-à-dirc,  î^a-t-zob  pour 
cette  cellule  ; & il  en  eft  ainli  de  toutes  les  autres. 


LEMME  IV. 

46  9.  Si  l’on  fait  a = z & b=t  dans  le  quatre  de 
cellules  de  l'article  464 , on  le  changera  en  celui-ci  ; du- 
quel je  dis  que  le  premier  rang  parallèle  contient  de  Juite 
les  premiers  termes  de  tous  les  rangs  perpendiculaires  de 
la  Table  de  l’article  443  ; le  fécond  rang  parallèle , les 

Kkk  ij 
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J cconds  termes  ; le  troifieme  rang,  les  troifiemcs  termes  , 
& ainji  de  fuite  à l’infini. 
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Cela  eft  une  fuite  naturelle  de  l’article  445  , & de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l’article  464.  expli* 
quée  dans  ce  même  article  & dans  le  fuivant  465. 


2 dans  la  fuite  gé- 

- 1 » n 
- b X- 


x ) 


n n 
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-x  n-\~  1 
X~ 
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de  Ia- 


. Corollaire. 

470.  Si  l’on  fait  b — i & a— 
nérale  de  l'article  468.  b,  b,  a 

a H b x-  x , a-\ b x 

i l x ’ 4 

on  la  changera  en  cette  autre  1 , 

- x — ~ y — — x-x  x — — &c , par  le  moye 

quelle  on  trouvera  tout  d’un  coup  le  coëficient  de  tel 
terme  qu’on  voudra  de  la  Table  de  l’article  443  , fon 
rang  perpendiculaire  & le  quantieme  qu’il  y occupe 
étant  donnés.  Voici  la  règle. 

On  prendra  dans  cette  fuite  le  terme  qui  répond  an 
rang  perpendiculaire  donné  , c’eft-k-dire  le  troifieme  , fi 
c’eft  le  troifieme  rang , le  quatrième,  fi  c’eft  le  quatriè- 
me, &c;  & ayant  mis  dans  ce  terme  k la  place  de  n le 
nombre  qui  expofe  le  quantieme  du  terme  dans  fon 
rang  perpendiculaire , c’eft-k-dirc  4 s’il  eft  le  quatrième, 
^ , s’il  eft  le  cinquième  &c  , on  aura  le  coëficient  qu’on 
cherche.  Si  l’on  demande , par  exemple , le  coëficient 
du  quatrième  terme  14*’  du  troifieme  rang  perpendi^u- 
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laire  ; on  mettra  dans  le  troifieme  terme  --  x - à 1* 

7 XI 

place  de  n le  nombre  4,  & l’on  aura  14  pour  le  coë- 
ficient  cherché. 

Car  l’expofant  du  rang  perpendiculaire  du  coëficient 
pris  dans  la  Table  de  l’article  443  , eft  le  même  que  l’ex- 
pofant  du  rang  perpendiculaire  du  quarré  de  cellules 
de  l’article  précédent  ; & le  quantieme  que  ce  coëficient 
occupe  dans  fon  rang  perpendiculaire  , eft  l’expofant  du 
rang  parallèle  du  quarré  de  cellules.  D’où  l’on  voit  que 
cette  réglé  n’cft  qu’une  application  de  celle  de  l’article 
468,  à ce  cas  particulier  où  a =± 2 & b = 1. 

L E M M E V. 

471.  S 1 l’on  met  1 à la  place  de  b,  dans  le  quarré 
de  cellules  de  l’article  464  ; on  le  changera  en  celui-ci , 
dont  je  dis  que  les  rangs  perpendiculaires  contiennent 
par  ordre  tous  les  nombres  qu'on  appelle  Figurés  :fq avoir 
le  premier  rangles  nombres  du  premier  ordre  qui  J'ont  les 
unités , le  fécond  rang  les  nombres  naturels  ou  du  Jecond 
ordrequife  forment  par  l'addition  continuelle  des  unités, le 
troifieme  rang  les  nombres  triangulaires  ou  du  troifieme 
ordre  qui  Je  forment  par  l'addition  continuelle  des  natu- 
rels , le  quatrième  les  nombres  piramidaux  ou  du  qua- 
trième ordre  qui  Je  forment  par  l’addition  continuelle  des 
triangulaires , £/  ainfi  à l’infini. 
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Gar  félon  le  même  article  464  , chaque  cellule  eft 


4^6  Livrb  Dixiemb. 

égale  à celle  qui  eft  à gauche  , plus  h toutes  les  autres 

qui  font  au-deffus. 

M.  Pafchal  a fait  un  Traité  qui  a pour  Titre  Triangle 
Arithmétique  , dans  lequel  il  confidere  les  propriétés  de 
ces  nombres , & fait  voir  qu’ils  font  d’un  très-grand  ufage 
dans  pluficurs  queftions  d’ Arithmétique. 


Corollaire. 

472.  Si  l’on  fait  u=i  & b=*  1 dans  la  fuite  générale 
de  l’article  468.  b,  a-\ — — b,  a H — b x - , a-\  - bx 

1 x n_±i  , a -4-  bx-x  — - x -'p1  &c  ; on  changera 

J X.  4 11  I 


en  cette  autre  t , n , - 


....  fl-4-t  n— f— t n j 

X — — i - X — — X » - X 


x dec,  qui  fervira  h trouver  tout  d’un  coup 

tel  nombre  figuré  qu’on  voudra  , fon  ordre  étant  donné 
avec  le  quanticme  qu’il  y occupe.  V oici  comment. 

On  prendra  dans  cette  derniere  fuite  le  terme  qui 
répond  à l’ordre  donné,  c’cft-a-dirc  le  troifieme,  fi  c’cft 
le  troifieme  ordre  , le  quatrième , fi  c’elt  le  quatrième 
ordre  &c  ; & ayant  mis  à la  place  de  n le  nombre  qui 
expofe  le  quantième  nombre  du  figuré  , c’cft-k-dire  4 , s’il 
doit  être  le  quatrième , <5  , s’il  doit  être  le  cinquième  &c, 
on  aura  ce  nombre.  Qu’il  faille,  par  exemple,  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  ; je  mets  dans  le 

quatrième  terme  j x x ^p.de  la  fuite  à la  place  de  n 

le  nombre  5 , & j’ai  3s  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n’cft  autre  chofe  que  l’application  de  la  réglé  de 
l’article  468.  k ce  cas  particulier. 


Problème  I. 

473.  Soit  propofé  de  trouver  une  fuite  générale,  gui 
exprime  par  ordre  tous  'es  termes  d'un  rang  parallèle  quel- 
conque , de  la  Table  de  la  divifion  des  arcs  de  l'article 443. 
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Comme  le  rroilieme  terme  d’un  rang  perpendiculaire 
quelconque  de  cette  Table  , répond  toujours  au  pre- 
mier du  rang  qui  eft  il  droit  ; il  s’enfuit  que  fi  m -+- 1 
exprime  en  général  l’cxpofant  du  rang  parallèle,  il  faudra 
trouver  dans  le  premier  rang  perpendiculaire  , le  coëfi- 
cienc  du  terme  dont  le  quanticme  eft  m-\-i  ; dans  le 
deuxieme , le  coëficient  du  terme  dont  le  quantième  eft 
m-\-i — i ou  m — i ; dans  le  troifieme,  le  coëficient  du 
terme  dont  le  quanticme  eft  m — t — 2 ou  m — 3 , & ainfi 
de  fuite  en  diminuant  toujours  de  2 le  quantième  du 
terme,  à mefurc  que  le  rang  perpendiculaire  avance  vers 
la  droite.  Il  faudra  donc  félon  la  réglé  de  l’article  470. 

mettre  dans  le  fécond  terme  à la  place  de  n le  nom- 
bre m — i ; dans  le  troifieme  terme  x j à la  place 

de  n le  nombre  m — 3 ; dans  le  quatrième  terme  x 
à la  place  de  n le  nombre  m — 5 ; dans  le  cinquième 

n—\—  7 n n—f—i  n— f-i  % « . . . . 

— — x - x — — x — - — à la  place  de  n le  nombre  m — 7 ; 
&c  : ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des  coëficiens  i , m f. 

m y ”■  — ) m 1 w 4 * v «—7  m—t  m— 5 „ 

* x . » } X—  X — -,  -X--X--X--  , &c. 

' Or  comme  les  fignes  des  termes  d’un  rang  parallèle 
quelconque  de  la  Table  font  toujours  alternatifs  ; & que 
le  premier  terme  eft  toujours  l’inconnue  * élevée  à une 
puifiance  dont  l’cxpofant  eft  moindre  d’une  unité  que 
celui  du  rang  parallèle  ; & que  tous  les  autres  termes 
renferment  des  puiflanccs  de  x dont  les  expofans  dimi- 
nuent continuellement  de  2 , en  obfervant  que  x° — 1 ; 

il  s’enfuit  qu’on  aura  xm — m - 

1 1 3 

_ . m — 5 „ m — 4 ^ . m m — 7 m — 6 m — t _ „ » 

X — - — X — — Xm~6-+-  — X X — — X — — Xm~%  OCC  , 

pour  l’cxprcfiion  générale  du  rang  parallèle  de  la  Table , 
dont  l’expofant  eft  m~\-  x.  Ce  qui  étoit  propofé. 

jLorfqu  on  a les  premiers  termes  de  ces  fortes  de  fui- 
tes , il  eft  facile  dobferver  la  loi  qui  y régné  par  tout,. 


448  Livre  Dixième. 

& qui  fert  à les  continuer  autant  que  l’on  veut.  Si 
l’on  fuppofe  , par  exemple  , dans  celle  - ci  , que  r 
exprime  le  quanticme  du  tcFtne  dont  on  veut  avoir  le 
cocticient  ; il  fera  exprimé  par  la  fra&ion  générale 

-TTTxr— i*;-yx.-4&c  » cn  obfervant  que  le  numé- 
rateur  & le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant 
de  termes,  que  le  nombre  r — t contient  d’unités.  Ainfi  fi 
r—*) , on  aura  pour  le  coëficicnt  du  cinquième  terme,  la 

£ra£b°n J— --—J.  : fi  r^4 , on  aura  — . 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  cft  toujours  déterminé  , de  forte  qu’il  cft  égal  h la 
plus  grande  moitié  de  l’expofant  du  rang  parallèle  qu’elle 
exprime  , lorfquc  cet  expofant  cft  impair,  & à fa  moitié 
au  jufte  lorfqu’il  eft  pair.  Ainfi  elle  n’a  que  trois  termes, 
Jorfqu’elle  exprime  le  cinquième  ou  le  fixicme  rang 
parallèle , elle  n’en  a que  quatre , lorfqu’ellc  exprime  le 
feptiemc  ou  le  huitième  rang  parallèle,  &c. 


FrO. BLEME  II. 

474.  Soit  propofé  de  trouver  une  fuite  générale,  qui 
exprime  par  ordre  tous  les  termes  de  tel  rang  parallèle 
qu’on  voudra , de  la  Table  de.Vinfcription  des  poligones 
réguliers  de  V article  457. 

Comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpendi- 
culaire répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à droit , il 

* Art.  458.  s’enfuit  * que  fi  m-4-i  cft  l’expofant  d’un  rang  paralr 

lèle  quelconque  de  cette  Table,  les  coëficiens  des  quatre 
premiers  termes  de  ce  rang  feront  1,1,  m — 1,  m — 2 ; 
le  coëficient  du  cinquième  terme  fera  le  nomhre  trian- 

* Art.  471.  gulairc  dont  le  quantieme  eft  m — 3,  c’eft-à-dire  * 

x ; cqlui  du  fixieme  rang  fera  le  nombre  triangu- 
laire dont  le  quanticme  eft  m — 4 , c’eft-à-dirc 

x ) cclui  du  feptiemc  terme  fera  le  nombre  pira- 

midal 
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tnidal  dont  le  quantieme  eft  m — 5 , c’eft-à-dire 

X x^~  ”,  celui  du  huitième  terme  fera  le  nombre 

piramidal  dont  le  quantieme  eft  m — 6 , c’eft-à-dire 

n'~—  x — — x m ■*  ; celui  du  neuvième  terme  fera  le 
1 * > ’ 

nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quantieme  eft 
m — 7 , c’eft-à-dire  —J  x x x j & ainfi  à 

l’infini.  Si  donc  l’on  joint  à ces  coëficiens  les  puifTances 
de  1 qu’ils  affedent , en  faifant  précéder  le  fécond  - & le 
troifieme  terme  du  figne — , le  quatrième  & le  cinquième 
du  figne  -+- , le  lixieme  & le  feptieme  du  figne  — , & 
ainfi  alternativement  de  deux  en  deux , on  aura  cette 
fuite  générale  — çn—i — m — 1 {"> — »-+-/n — i 

-î 


m—  1 m — 4 m — \ m—j  m + 

* — 1 + — x — - r-’ r x — — 


m—i 

x --  { 


m — 4 m — 7 m — f 

XTr7+-rx  — 


x”  f - x {m — 8 &c,  qui  exprime  par  ordre  tous  les 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  l’article  457  donc 
l’expofant  eft  m-+- 1 : où  l’on  doit  obferver  de  ne  prendre 
qu’ autant  de  termes  que  le  nombre  m- f-i  contient  d’unités. 

PROBLEME  III. 

47^.  Trouver  une  fuite  générale , qui  exprime  par 
ordre , les  coëficiens  de  tous  les  termes , de  tel  rang  paral- 
lèle qu'on  voudra , de  la  Table  de  l’article  460  ; ou  (ce 
qui  ejl  la  même  chofe  ) d’une  puijfance  quelconque  du 
binôme  x-+-y. 

Soit  en  général  m l’expofant  d’un  rang  parallèle  quel- 
conque de  cette  Table,  il  eft  clair  que  les  coëficiens 
des  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toujours  * 
1 , m ; & comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpen- 
diculaire à commence!*  par  le  fécond  , répond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  eft  à droit , il  s enfuit  que  le 
coeficient  du  troifieme  terme  du  rang  parallèle  fera  * 

LU 


* Art.  461. 


• Art.  i<t. 
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* Art.  471, 


Fie.  175). 


• Art.  444. 
•47}* 


450  Lit  ri  Dixième. 

le  nombre  triangulaire  donc  le  quantieme  eft  m — 1 , 
c’eft-à-dire  * x H j que  celui  du  quatrième  terme 
fera  le  nombre  piramidal  dont  le  quantième  eft  m — 2, 
c’eft-à-dire  x x y ; que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
tieme eft  m — 3 , c’eft-à-dire  x ” x —j—  x y ; & 
ainfi  à l’infini.  On  aura  donc  pour  la  fuite  générale 

j jj  m m — 1 tn  fn—i  /n- -i  /b 

qu  on  demande  1 , m,  — x » — x x — - , — x 

1 ’ ' 1 t ' 1 * 

-&c. 


f — i m — 1 i 

— x-px  4 


Corollaire. 

476.  De-la  il  fuit  que  xZ^.y>—xml+-  ~ yxm— 1 

xl--}  r1*— » • .... 

4 . — m*m— .i*m — ivw—  4 , 

V4  4 2 Jv* 


1 X x 

mXm — 1 Vm — 1 m — • * 


\ 

x« — s &c. 

Problème  IV. 

477.  Trouver  une  équation  générale  qui  ferve  à 
divifer  un  arc  de  cercle  donné  A R,  en  autant  de  parties 
égales  qu’on  voudra. 

’ f • 

Premiers  Maniéré. 

Soit  en  général  m le  nombre  des  parties  égales,  l’arc 
A Dt  la  première  de  ces  parties  ; foit  tiré  le  diamètre 
A B , & les  cordes  BD , BR  ; &.  foie  le  rayon  CA  ou 
C B = 1 , la  corde  donnée  B K= a,  la  corde  cherchée 

BD—x.  On  aura  * p a =xm—~m  xm~  1 -i-  —m—l  *m-4 

_m»m— 4 xm_g  _ „ 

I*»**  • Tl  . C» 

( fçavoir  -4-  a lorfque  l’arc  donné  A R.  eft  moindre  que 
la  demie  circonférence,  ik  — a lorfqu’il  eft  plus  grand) 
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Des  Probibmbs  déterminas.  4^1 
pour  liquation  générale  qu’on  demande  ; de  laquelle 
. il  ne  faut  prendre  qu’autanc  de  termes  , que  la  moitié 
du  nombre  m lorfqu’il  eli  pair,  ou  fa  plus  grande  moitié 
lorfqu’il  cft  impair  contient  d’unités  ; parce  que  le  terme 
qui  i'uivroit  (croit  nul  ou  zéro. 

Si  m=e, , il  vient  Z^Za  — x' — <;  x’  + ^x,1  fi  m= 7, 
on  trouve  Z^Za  — x7 — 7 x'  i^x1 — 7 x. 


Seconde  Maniéré. 

Soit  tiré  le  diamètre  AB , & les  cordes  BR  . AR, 

BD,  AD,  qui  terminent  l’arc  donné  A R , & l’arc 
cherché  AD.  Soit  m le  nombre  des  parties  égales,  le 
diamètre  AB  — i,  les  cordes  données  BR  = a, 

A R— b ; & les  cordes  inconnues  B D=x  » AD=y. 

On  aura  * ces  deux  égalités  générales  ^ a = xm  * 

m%m — l _ - , . m * m — i *m — i * m — ; . _ , „ 47t. 

YY  Xm  %-i- y4  Xm — 4 OCC  . ’ 

I » 1 J J i * i * i K A J ’ 


h — —y  xm — 1 ■ 


m * m 


m * m 


• 1 * in  — t x m — 1 * m — 4 « _ . « . 1 i/- 

, — — — 2 y x”S  occ  , dans  Ief- 

quelles  mettant  à la  place  d cm,  le  nombre  de  parties 
égales  dans  lefquelles  l’arc  A R doit  être  divifé , il  en 
vient  deux  autres  particulières  , dont  la  réfolution  four- 
nit la  valeur  cherchée  de  la  corde  BD  {x)  ou  AD  ( y)  , 
après  avoir  (ait  évanouir  l’inconnue  y ou  x,  par  le 
moyen  de  l'équation  y y = 1 — xxouxx=i  — y y. 

Soit  par  exemple  m=y.  On  aura  Z^Za  = x7 — 21  yyx' 
-+-3<lyfx'—7y‘x,  & b=7yx*—tfy’x*-l-izy'xx—y7, 
& l’on  achèvera  le  refte  comme  dans  l’article  462. 


PROBLEME  V. 

478.  "Trouver  une  équation  générale  , qui  ferve  à Fie.  1S0. 
inknrc  dans  un  cercle  donné  , un  poligone  régulier  quel- 
conque A D K F G H K &c. 

Soit  tiré  le  diamètre  AB  , Sx  la  corde  B D qui 
terminent  le  premier  côté  du  poligone  ; foit  le  rayon 

L1 1 ij 
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* Art.  457» 
474* 
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donne  CA  ou  CB=  i , la  cordc  inconnue  BD=ç, 
& en  général  m la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone  , que  je  fuppofe  être  impair.  On 

aura  * o={m — {m — 1 — m — i {m~ 1 -4-  m—i  > -4-  — — 


x ^ r-4—  x » _ ^r_l  x ==*  x 

fUrri  ,«-<  _i_  x — f x r— 7 -4-  — 7 x — 

j \ i i j 1 ■ - » 


x x — 8 &c  y pour  l’équation  générale 

qu’on  demande  j de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu’aurant 
de  termes  que  le  nombre  m- 4- 1 contient  d’unités , 
parce  que  celui  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  réro. 

Soit  par  exemple  7 le  nombre  des  côtés  du  poligone 
à inferire  , on  aura  m=  3 ; & partant  o = ç’  — 

— ij+i  t dont  la  plus  grande  racine  { exprimera  la 
corde  BD,  qui  termine  l’arc  A D , qui  a pour  corde 
le  premier  côté  AD  du  poligone.  De  même  fi  le  nombre 
des  côtés  cfi  u , on  aura  m =•  ^ ; & par  conféquent 
l’équation  générale  devient  o = {' — — 4{’ 

-4-  ^ [ — 1 , dont  la  plus  grande  des  racines  eft  ç = B D. 


PROBLEME  VI. 


Fig.  i&i.  479.  Diviser  un  angle  donné  en  un  nombre  quelcon- 
îSi.  que  impair  de  parties  égales, par  le  moyen  d'un  injlrument. 

' i°.  Soit  propofé  de  divifcr  l’angle  donné  ECF  en 

trois  parties  égales.  Il  faut  avoir  un  rhombe  A B CD  , 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  fes  quatre 
angles , & duquel  les  deux  côtés  A B , AD,  foient 
indéfiniment  prolongés  vers  X & Z ; attacher  l’angle 
C du  rhombe  , dans  le  fommet  C de  l’angle  donné 
ECF;  marquer  fur  les  côtés  CE  y CF,  les  points  E , F, 
enforte  que  CE  & Ci*’  foient  égales  chacune  au  côté 
CB  ou  C D ou  DA  ou  AB  du  rhombe.  Cela  fair, 
, il  faut  ouvrir  ou  re (Terrer  les  côtés  AX , AZ , de  l’angle 
BAD,  enforte  qu’ils  paflcnt  par  les  points  E,  F;  &, 
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l’angle  B AD  fera  la  troifieme  partie  de  l’angle  E CF. 

Car  les  triangles  ABC,  BCÉ , étant  ifofcclles,  l’an- 
gle externe  CB  E ou  fon  égal  CE  B , qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  B A C , B CA  , fera  double  de  l’angle 
BAC } Sx  dans  le  triangle  ECA , l’angle  externe  ECY, 
qui  vaut  l’angle  CEA  plus  l’angle  BAC , fera  triple 
de  l’angle  BAC.  On  démontrera  de  même  que  l’an- 
gle FC  JT  cft  triple  de  l’angle  D AC.  D’où  il  luit  que 
l’angle  donné  ECF  eft  triple  de  l’angle  B AD.  Ce  qu’il 
jalloit,  6c. 

Soit  propofe  de  divifer  l’angle  donné  HGK,  en  plfi  lS 
cinq  parties  égales.  On  attachera  dans  l’angle  C du 
rhombe  A B CD  de  l’inftrumcnt  précédent,  un  autre 
rhombe  CE  GF,  dont  les  côtés  feront  égaux  à ceux  du 
premier  & mobiles  aufli  autour  de  leurs  angles.  On 
fichera  l’ar.glc  G de  ce  dernier  rhombe , dans  le  fornmet 
G de  l’angle  donné  HGK ; Sx  ayant  pris  fur  les  côtés 
de  cet  angle  les  parties  GH , G K , égales  chacune  au 
côté  GE  de  l’un  des  rhombes,  on  ouvrira  ou  fermera 
Fangle  XAZ  mobile  autour  du  poinc  A,  enforte  que 
fes  côtés  A X , A Z , touchent  les  angles  E , F,  Sx  paf- 
fent  en  même  tems  par  les  points  marqués  H,  K.  Je 
dis  que  l’angle  XAZ  ou  B AD  fera  la  cinquième  partie 
cherchée  de  l’angle  donnée  H G K. 

Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCD  la  diago- 
nale AC,  prolongée  indéfiniment  vers  Y ; elle  palî'cra 
par  le  point  G,  puifque  les  angles  E C Y,  F C Y,  étant 
triples  des  angles  égaux  , B AC,  D AC,  feront  aufli 
égaux  entr’eux.  Or  dans  le  triangle  EGA , l’angle  ex- 
terne H E G , qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  B A C,. 

E CA  , ou  E C Y (à  caufe  du  triangle  ifofcelle  CE  Gy 
fera  quadruple  de  l’angle  BAC.  Ët  partant  dans  le 
triangle  AHG,  l’angle  externe  H GY , qui  vaut  les 
deux  internes  oppofés  BAC,  GH  A ou  GE  H (à  caufe 
du  triangle  ifofcelle  EGH)  fera  le  quintuple  de  l’an- 
gle BAC.  On  prouvera  de  même  que  l’angle  KG  Y 
fera  quintuple  de  l’angle  D A C ; d’où  il  eft  évident 
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que  l’angle  ehtier  H G K fera  quintuple  de  l’angle  en- 
tier B A D ou  XAZ. 

S’il  falloit  divifer  un  angle  donné  en  fept  parties  éga- 
les , il  n’y  aura  qu’à  joindre  aux  deux  rhombes  précé- 
dons , un  troilieme  rhombe  égal  de  conftruit  de  la  même 
maniéré  ; de  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratique  de  la  démonftration  fc  fera  toujours  de  la  même 
maniéré. 

Exemple. 

480.  Trouver  entre  deux  lignes  données  a & b , 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu’on  voudra. 

Soit  l’inconnue  x la  première  des  moyennes  propor- 
tionnelles qu’il  eft  queftion  de  trouver;  de  l’on  aura  la 

• XX  X^  jç4  x * 

progrefîion  géométrique  continue  a,  x,  — > — , ^ > — «Sec, 

de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quantieme  fur-  . 
pafi'c  de  2 le  nombre  donné  des  moyennes  proportion- 
nelles, 6c  l’égalant  à la  donnée  b on  formera  une  éga- 
lité , dont  la  réfolution  fournira  la  valeur  de  l’inconnue  x 
qui  eft  la  première  des  moyennes  proportionnelles  que  l’on 
cherche. 

Qu’il  faille,  par  exemple,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.  On  prendra  dans  la  progrefîion  géo- 
métrique le  quatrième  terme  x—  , qui  étant  égale  à la 

ligne  b , donne  x'  = aab  ; de  de  même  fi  l’on  demande 
quatre  moyennes  proportionnelles  , l’on  aura  x'  = a4b. 
D’où  il  eft  facile  de  voir  que  fi  n marque  en  général  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu’il  faut  trou- 
ver entre  les  données  a de  b , on  aura  xa-h‘  = anb 
pour  l’égalité  générale  qu’il  faut  refoudre.  Or  ctla 
pofé. 

Soit  i°.  x'7=a,*b  qui  fertà  trouver  feize  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  égalité  par  x* , afin  d’avoir  x'°=  a' * bx’ , dont /a 
plus  haute  dimenfion  20  eft  le  produit  des  deux  nom- 
bres 4 de  5 qui  fe  fuivent  immédiatement.  Je  prends 
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l’équation  x’  = a4y,-  ce  qui  donne  en  élevant  chaque 
membre  à la  puiflance  quatrième  x"=a't y4=a'6  b x\ 
d’où  je  tire  une  autre  équation  y*=b  x* , dont  le  lieu 
étant  conftruit  féparément  , donnera  par  fon  jnterfec- 
tion  avec  celui  de  la  fuppofée  x’=a4y , la  valeur  de 
l’inconnue  x.  Ou  bien  je  prends  l’équation  x4=a’y, 
dont  j’éleve  chaque  membre  à la  quatrième  puiflance  ; 
& les  multipliant  enfuite  par  x , j’ai  x"=a"y*x—a,’b, 
d’où  je  tire  y4x  = a4^  , dont  le  lieu  étant  conftruit 
féparément  avec  celui  de  l’équation  x*  = aiy , donnera 
par  fon  interfeâion  la  valeur  cherchée  de  l’inconnue  x.\ 

Soit  20.  x”  =o’°  b qui  fert  h trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  & d’autre  par  x', 
afin  d’avoir  x'‘  <s=  a'°  b x' , dont  la  plus  haute  dimenfion 
3 6 eft  le  quarré  de  6 : c’eft  pourquoi  faifant  x(=a'y , 
& prenant  de  part  & d’autre  la  fixicme  puiflance  , j’ai 
x,‘=a50y‘=a)° b' , d’où  je  tire  x6=bj  ' , dont  le  lieu 
étant  conftruit  féparément  avec  celui  de  l’équation  que 
j’ai  prife  d’abord  x‘—a'  y , donnera  par  fon  interfeélion 
la  valeur  de  l’inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme 
ci-deflus  l’équation  x*=a'y,  je  l’éleve  à la  cinquième 
puiflance,  & la  multipliant  enfuite  par  x,  j’ai  x,'—a,'y'x 
B=a,0b,  ce  qui  donne  y’  x = a'  b.  D’où  l’on  voit  que 
le  lieu  de  l’équation  x6=a'  y , étant  conftruit  féparé- 
ment avec  le  lieu  de  l’autre  équation  y'x  = a'  b,  don- 
nera la  réfolution  de  l’égalité  prepofée  x"  =>u'° b y de 
forte  que  l’on  peut  choifir  entre  les  deux  lieux  y‘=bx', 
ou  y'  x — a'  b , celui  qu’on  jugera  le  plus  fimple.  Il*  en 
eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  qu’on  peut  fe  former 
à plaifir. 

Il  eft  à remarquer  que  fi  la  dimenfion  de  l’inconnue  x 
n’étoit  pas  un  nombre  premier  , l’égalité  propofée  fe 
pourroit  toujours  abaifler.  Si  l’on  avoit , par  exemple , 
x‘>  = a'  b , qui  fert  a trouver  huit  moyennes  proportion- 
nelles , on  trouveroit  en  extrayant  de  part  & d’autre  la 
racine  cubique  x^=y/a*  b.  Or  afin  que  le  nombre  a*  b 
foit  un  cube  , il  n’y  a qu’à  trouver  une  ligne  { dont  le 
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cube  Ç = aab , ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  de  trou- 
ver entre  a Sx.  b deux  moyennes  proportionnelles  ; car 
mettant  à la  place  de  aab  fa  valeur  on  aura  x,=ü<ç, 
ou  xî=a,{,  de  forte  qu’en  réfolvant  ces  deux  égalités 
z*=aab , de  enfuite  x^—aa^  qui  ne  font  que  du  trai- 
lieme  degré  , on  trouvera  la  valeur  de  l'inconnue  x,  qui 
eft  la  première  des  huit  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  a Sx  b.  De  même  fi  l’on  avoic  x'*=a"b 
qui  fert  à trouver  treize  moyennes  proportionnelles , il 
viendrait  en  extrayant  de  part  & d’autre  la  racine  quar- 
r éc  x7=v'a‘Jb.  Or  afin  quci/u’*£  fuit  un  quarré,  il  faut 
trouver  une  ligne  { dont  le  quarré  {{=ab;  car  fubf- 
tituant  a la  place  de  ub,  le  quarré  çç  dans  l’égalité 
propofée  , on  aura  ou  x7=a4{  j c’cft 

pourquoi  il  n’y  aura  qu’a  réfoudre  d’abord  l’égalité  du 
fécond  degré  , Sx  enfuite  celle  du  feptieme 

x 1 = 11* 

On  doit  encore  remarquer  que  ces  fortes  d’éga- 
lités qui  fervent  h trouver  des  moyennes  proportion- 
nelles , Sx  dont  la  dimenfion  de  l’inconnue  eft  un  nom- 
bre premier , n’ont  qu’une  racine  réelle  & toutes  les 
autres  imaginaires  ; dont  la  raifon  eft  qu’il  ne  peut  y 
avoir  qu’une  feule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyen- 
nes proportionnelles  cherchées. 

. Remarque. 

481.  On  peut  réfoudre  le  Problème  précédent  par 
le  moyen  d’un  inftrument  géométrique  dont  la  conf- 
tru&ion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  X Y , 
Y Z , mobiles  autour  du  point  Y,  enforte  qu’elles  fc 
puiflent  ouvrir  Sx  fermer.  Soit  attachée  à un  point  quel- 
conque fixe  B du  côté  Y X , une  perpendiculaire  indé- 
finie B C fur  ce  côté , laquelle  chafte  devant  elle  ( pen- 
dant que  l’angle  XY Z s’ouvre  ) par  le  point  C où  elle 
rencontre  l’autre  côté  Y Z , la  perpendiculaire  indé- 
finie C D fur  ce  dernier  côté  \ qui  chafte  de  mêmç 

par 
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par  le  point  D où  elle  rencontre  le  côté  Y X , la  per- 
pendiculaire indéfinie  DE  ; qui  chafTe  encore  de  même 
par  le  point  E où  elle  rencontre  le  côté  Y Z , la  per- 
pendiculaire indéfinie  EF  ; gui  chafTera  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  Y X,  la  perpendiculaire  F G ; 
qui  chafTe  encore  par  le  pbint  G où  elle  rencontre  le 
côté  Y Z , la  perpendiculaire  G H ; Sx.  ainfi  de  fuite  à 
l’infini , en  augmentant  autant  que  l’on  voudra  le  nom- 
bre des  perpendiculaires  fitr  les  côtés  Y X Sx  Y Z.  Cela 
fait  , foit  propofé  , par  exemple  , de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droites 
données  a Sx  b.  Ayant  pris  fur  le  côté  Y Z la  partie 

Y G quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a , b , 
YB , on  ouvrira  le  côté  XY  de  l’inftrumcnt,  jufqu’ù  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F G (parce  qu’il  cft 
quefiion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
paffe  par  le  point  G } Sx  alors  les  lignes  YC,  Y D , YE, 

Y F , feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  Y B,  Y G ; Sx  partant  la  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  Y B , Y C , a fera  la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 

Car  les  triangles  rectangles  Y BC , Y CD , Y DE  r 

Y EF , Y F G , étant  tous  femblables  ; leurs  côtés  YB, 

Y C,  Y D , Y E , Y F,  Y G , feront  en  progreffion  géo- 
métrique continue.  Donc , Sxc. 

Il  eft  clair  que  pendant  que  l’angle  XY  Z s'ouvre  de 
plus  en  plus , le  point  B décrit  un  arc  de  cercle  AB  i 
&c  que  les  interférions  continuelles  D , F , H , des  per- 
pendiculaires CD , EF,  G H , fur  le  côté  Y Z , avec 
l’autre  côté  Y X , décrivent  des  lignes  courbes  AD  , 
A h y A H , qui  fervent  à trouver  autant  de  moyennes 
proportionnelles  qu  on  voudra.  Car  fi  l’on  décrit , par 
exemple  , du  diamètre  Y E un  demi  cercle  , il  coupera 
la  courbe  A D en  un  point  D , tel  que  Y D eft  la 
fcconde  des  deux  moyennes  proportionnelles  , entre  les 

M m m 
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ircmes  YB  ou  Y A & YE  ; & de  même  fi  l’on  décrit  tm 
demi  cercle  du  diamètre  Y G , il  coupera  la  ligne  courbe 
A F en  un  point  F , tel  que  Y F eft  la  derniere  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  Y A & YG  &c. 
Sur  quoi  il  eft  à propos  de  remarquer  que  la  ligne 
courbe  AD  eft  du  quatrième  degré  ; la  ligne  courbe 
A F du  huitième  \ la  courbe  A H du  feizieme  Sec  ; ce 
que  je  prouve  ainü. 

Soient  i9.  les  inconnues  & indéterminées  YC^x, 
CD—y,  YD={,  & la  connue  YA  ou  YB=a  , on 
aura  h caufc  des  triangles  reûangles  femblables  Y C D , 

YBÇ , cette  équation  Y B & à caufe  du 

triangle  rcâanglc  Y CD  cette  autre  y y- 
dans  laquelle  mettant  à la  place  de  { fa  valeur  ^trou- 
vée par  le  moyen  de  la  première  équation  , il  vient 
aayy  — x 4 — aaxx  i ce  qui  fait  voir  que  la  courbe 
A D eft  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  2°.  les 
inconnues  6c  indéterminées  Y E=*x , FF— y , YF=ç, 
& la  connue  YA  ou  Y B =*  a ; on  aura  à caufe  des 
triangles  re&angles  femblables  YFE,  YED , Y DC , 

YCB , cette  équation  KJS(a)  = *T,&à  caufc  du 
triangle  re&angle  Y EF  cette  autre  yy  + *x=^, 
dans  laquelle  faifant  évanouir  l'inconnue  { par  le 
moyen  de  la  première  équation  , & ôtant  les  incom- 
menfurables , on  trouve  aa y*  -+-^aaxx y* -$aa  x*  yy 
•4- atfx‘.=  jc’  ; d’où  l’on  voit  que  la  courbe  AF  çft  un 
lieu  du  huitième  degré-  On  prouvera  de  même  que 
la  courbe  A H eft  un  lieu  du  feizieme  degré  &c. 

Maintenant  puifquc  félon  l’exemple  on  peut  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles , en  n’employant 
que  deux  lignes  du  fécond  degré  ; quatre  moyennes 
proportionnelles , en  fe  fervant  d’un  lieu  du  fécond 
degré  , & d’un  autre  du  troilieme  ; au  lieu  qu’ici  il 
faut  dans  le  premier  cas  un  lieu  du  quatrième , qui 
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cft  la  ligne  AD  , 6c  un  lieu  du  fécond  qui  eft  le  cer- 
cle Y D E ; & dans  le  fécond  un  lieu  du  huitième  , 
fçavoir  ; la  ligne  courbe  A F,  & un  lieu  du  fécond  , fça- 
voir  le  cercle  Y FG  : il  s’enfuit  que  ces  lignes  courbes 
A D , A F , A H , font  beaucoup  trop  compofées  pour 
réfoudre  ce  Problème.  Cependant  la  facilité  de  la 
conftruftion  ,•  & de  la  démonflration  , récompenfe  en 
quelque  forte  ce  défaut. 


î I N. 
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AP  P R O B A T I O N. 

J'a  i lu  par  ordre  de  Monfeigucur  le  Garde  des  Sceaux , le  Traité, 
analytique  des  Sellions  Coniques  , de  M.  le  Marquis  de  l'Hôpital.  C’eft 
un  ouvrage  fi  généralement  eftimé  , que  l'on  ne  peut  qu’applaudir  au 
zele  de  ceux  qui  vont  en  donner  une  nouvelle  édition.  A Paris  , le 
la  Janvier  1776.  Ma  Rie. 


PRIVILEGE  DU  ROI. 

T . OUÏS,  PAR  LA  GRACE  DE  DlEU,  Roi  DE  FRANCE 
ETde  Navarre:A  nos  amés  & féaux  Conseillers , les  Gens  tenans 
nos  Cours  de  Parlement , Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  notre 
Hôtel , Grand-Confeil , Prévôt  de  Paris  , Baillis , Sénéchaux  , leurs 
Lieutenans  Civils  & autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra:  Salut. 
NotreamélefieurMouTARD,  Libraire,  nous  a fait  expofer  qu’il  défi- 
reroit  faire  imprimer  & donner  auPublic , un  Ouvrage  qui  a pour  titre  : 
Traité  analytique  dee  Sections  Coniques  j par  M.  le  Marquis  de  T Hôpital  ; 
s’il  nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  pour  ce 
nécefiàires.  A ces  c au  s e s , voulant  favorablement  traiter  l’Ex- 
pofant , Nous  lui  avons  permis  & permettons  par  ces  Préfentes , 
de  faire  imprimer  ledit  Ouvrage  autant  de  fois  que  bon  lui  femblera  , & 
de  le  vendre  , faire  vendre  & débiter  par  tout  notre  Royaume  pen- 
dant le  teins  de  fix  années  confécutives,  à compter  du  jour  de  la  date 
des  Ptéfentes.  Faifons  défenfes  à tous  Imprimeurs , Libraires,  & autres 
perfonnes  de  quelque  qualité  & condition  qu'elles  foient , d'en  intro- 
duire d'impreluon  étrangère  dans  aucun  lieu  de  notre  obéifiance  .-com- 
me auflî  d'imprimer  ou  faire  imprimer,  vendre,  faire  vendre  .débiter, 
ni  contrefaire  ledit  ouvrage,  ni  d’en  faire  aucuns  Extraire  , fous  quel- 

3ue  prétexte  que  ce  puifie  être  , fans  la  permilfion  exprefie  & par  écrit 
udit  Expofant , ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui  , à peine  de  con- 
fifeation  des  Exemplaires  contrefaits , de  trois  mille  livres  d’amende 
contre  chacun  des  contrevenans,  dont  un  tiers  à Nous,  un  tiers  à l'Hô- 
tel Dieu  de  Paris  , & l’autre  tiers  audit  Expofant,  ou  à celui  qui  aura 
droit  de  lui , & de  tous  dépens  , dommages  & intérêts.  A la  charge 
que  ces  Préfentes  feront  enregiftrées  tout  au  long  fur  le  Regiftrc 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  & Libraires  de  Paris , dans  trois  mois 
de  la  date  d'icelle  ; que  l’imprefiion  dudit  Ouvrage  fera  faite  dans  notre 
Royaume  , & non  ailleurs , en  bon  papier  & beaux  caradères  ; con- 
formément aux  Reglemens  de  la  Librairie  , & notamment  à celui  du 
dix  Avril  X72J  } à peine  de  déchéance  du  préfent  Privilège.  Qu'a- 
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vant  de  l'expolêr  en  vente , le  Manufcric  qui  aura  fervi  de  copie  à l’im- 
preflîon  dudit  Ouvrage,  fera  remis  dans  le  même  état  où  l'Approbation  y 
aura  été  donnée  , ès-mains  de  notre  très-cher  & féal  Chevalier  Garde 
des  Sceaux  de  France,  le  Sieur  Hue  de  Mikomesnil;  qu’il  en 
fera  enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique; 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre,  un  dans  celle  de  notre 
trer-cher  & féal  Chevalier, Chancelier  deFrance  le  Sieur  de  Maupeou, 
& un  dans  celle  dudit  Sieur  Hue  de  Miro  mesnil;  le  tout  à peine 
de  nullité  des  Préfentes.  Du  contenu  desquelles  vous  mandons  & enjoi- 
gnons de  faire  jouir  ledit  Expofant  ou  (es  ayans  caufes  , pleinement  & 
paifiblement , fans  fouffrir  qu’il  leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêche- 
ment. Voulons  qu’à  la  Copie  des  Préfentes,  qui  fera  imprimée  tout  au 
long,  au  commencement  ou'  à la  fin  dudit  Ouvrage,  foit  tenue  pour 
duement  lignifiée,  & qu’aux  copies  collationnées  par  l’un  de  nos  amés 
& féaux  Cunfeillers  , Secrétaires,  foi  foit  ajoutée  comme  à l'Ori- 
ginal. Commandons  au  premier  notre  Huiflier  ou  Sergent , fur  ce  requis, 
de  faire  pour  l’exécution  d’icelles  tous  aftes  requis  & néceflaires , fan* 
demander  autre  permiflion  , & nonobftant  clameur  de  Haro , Charte 
Normande , & Lettres  à ce  contraires  : C a r tel  eft  notre  plaifîr.  Donné 
à Paris,  le  quatorzième  jour  du  mois  de  Février , l’an  de  grâce  mil 
fêpt  cent  foixante-feize , & de  notre  Régné  le  deuxieme. 

Par  le  Roi  en  fon  Confeil.  Signé  t LE  BEGUE. 

Regîtré  fur  le  Régit re  XX  de  la  Chambre  Royale  & Syndicale  des 
Libraires  & Imprimeurs  de  Paris , N°.  $069,  fol.  99.  conformément 
au  Réglement  de  1723.  A Paris-  j ce  1 3 Février  *77 6. 

LAMBERT,  Adjoint. 
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